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Es de sobra conocido que para cada espacio localmente compacto

M, la C*-algebra Cy(M) de las funciones continuas nulas en el infinito,
permite “reconstruir” M, y que existe un isomorfismo entre la K-teoria
topologica de M y la K-teoria analitica de Cy(M).

La conjetura de Baum-Connes, independientemente de su signifi-

cado en el marco de la Teoria del Indice, busca establecer un analogo
de este isomorfismo para ciertos espacios “singulares”: los espacios de
hojas de foliaciones.

De manera mas precisa, si F es una foliacién de clase C'*° sobre

una variedad M:

(i)

(iii)

la dindmica de F viene descrita por su grupoide de holonomia

Hol(F) :Z> M,

que es un grupoide de Lie que se puede considerar como una
desingularizacién del espacio de las hojas M /F;

a Hol(F), como a todo grupoide de Lie, se le puede asociar
una C*-dlgebra de funciones C*(Hol(F)) - que se reduce “esen-
cialmente” al algebra de funciones continuas nulas en el infinito
sobre la base si F esta definido por una submersion - que puede

interpretarse como el “espacio de las funciones continuas nulas
en el infinito” sobre M /F;

ademads, procediendo por analogia con el caso de grupos, se puede
construir para Hol(F) un espacio clasificante B(Hol(F)) sobre
el cual Hol(F) actia libre y propiamente, pero que no es en
general una variedad (y ni siquiera posee el tipo de homotopia
de una variedad).



Intuitivamente, Hol(F), C*(Hol(F)) y B(Hol(F)) son objetos
completamente determinados por F y portadores de la misma “infor-
macion” .

La conjetura de Baum-Connes afirma que la K-teoria de la C*-

algebra C*(Hol(F)) (K-teoria “analitica” del espacio de hojas M /F)
estd - en lo esencial - determinada por B(Hol(F)).

En concreto, busca demostrar que (en los casos en que no hay
torsién) es candénicamente isomorfa a ciertos grupos K.(B(Hol(F)))
asociados al espacio clasificante B(Hol(F)) de una manera puramente
geométrica (K-teoria “topoldgica” de M /F).

Una situacién particularmente “favorable” es la de una foliacién
(M, F) para la cual el grupoide de holonomia Hol(F) % M tiene

fibras (a 6 B-fibras) contractiles (foliacion clasificante).

En este caso, B(Hol(F)) se identifica con la variedad M y la

K-teoria topoldgica del espacio de hojas se reduce a la K-teoria de M
(o de Cop(M)).

Incluso en este caso simple, no se puede dar una formulacién
inmediata de la conjetura de Baum-Connes, puesto que el isomor-
fismo “previsto” esta definido en términos de una correspondencia K-
orientada de grupoides: se trata de la correspondencia fundamental,

M — Hol(F),

que puede verse intuitivamente como la proyecciéon de M sobre M /F.



Nuestro estudio se centra en las foliaciones clasificantes, o mas
generalmente en ciertas foliaciones que se pueden llevar a foliaciones
clasificantes mediante manipulaciones topoldgicas simples (como equi-
valencias topoldgicas, equivalencias de Morita, ...): foliaciones casi sin
holonomia y algunos otros ejemplos no triviales de foliaciones (foliacion
de Sacksteder, foliacién de Hirsch, foliaciones Z-periodicas, ...).

En estos caso, se intenta probar la “formulaciéon reducida” de la
conjetura de Baum-Connes, enunciada en los siguientes términos:

Teorema.- Si el grupoide de holonomia Hol(F) % M es clasificante
y K-orientado, existe un isomorfismo entre K*(M) y K.(B(Hol(F))).

La conjetura de Baum-Connes se ha demostrado ya en algunos
ejemplos de foliaciones, pero se trata de situaciones que se remiten
esencialmente a:

(i) el isomorfismo de Thom de A. Connes [C1],
(ii) las foliaciones de Reeb consideradas por A.M. Torpe [T].

Cabe destacar que, en ambos casos, se trata de foliaciones clasi-
ficantes.



Las técnicas que utilizamos, se pueden resumir en los siguientes
términos:

Si (M,F) es una variedad foliada y U es un abierto saturado
para JF, provisto de la foliacién inducida F;, el grupoide de holonomia,
Hol(Fy) es, por supuesto, la restriccion de Hol(F) aU 'y C*(Hol(Fy))
es un ideal de C*(Hol(F)).

Por el contrario, a pesar de que F' = M — U es una variedad, la
restriccién del grupoide de holonomia Hol(F) a F es un grupoide de
Lie, pero no es en general un grupoide de holonomia.

Sin embargo, imponiendo hipdtesis adecuadas, se obtiene una
sucesién exacta de C*-algebras,

0 — C*(Hol(Fy)) — C*(Hol(F)) — C*(Hol(F)|r) — 0,

que proporciona una sucesion exacta larga en K-teoria.

Esta sucesion estd ligada por medio de “correspondencias K-
orientadas” a la sucesion asociada en K-teoria a la sucesién exacta

corta,

El primer resultado esencial es que el diagrama en K-teoria asi
obtenido es conmutativo.

Finalmente, se descomponen las foliaciones clasificantes consi-
deradas en “trozos elementales”, y utilizando esta conmutatividad
junto a otras propiedades del diagrama de K-teoria, se consigue de-
mostrar la conjetura de Baum-Connes paso a paso.
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