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| ntroduccion

Iras naciendo poco

a poco, dia a dia.
Como todas las cosas
gue hablan hondo, sera
tu palabra sencilla.

“El libro”
José Hierro (1922-2002)

La teoria de homologia empieza tradicionalmente como una rama de la topologia, siendo
Poincaré el primero en dar una definicion de este concepto en su “ Analysis Stus’ en 1895.
Tiene que ver con la siguiente situacion: se dispone de un espacio topol 6gico complicado y se
desea obtener informacion sencilla relacionada con el proceso de contar agujeros de cual quier
dimension, obteniendo ciertos invariantes lineales. Se puede pensar en la homologia como en
una construccion de invariantes lineal es asociados a una situacion no lineal.

La homologia es una herramienta algebraica fundamental que puede entenderse como un
modo de obtener informaci bn sobre espacios topol 6gicos: setrata de unacierta @ gebraextraida
de lageometria.

Otro origen de la teoria de homologia proviene, por ggemplo, de Hilbert y del estudio de
polinomios. Los polinomios son funciones que no son lineales y se pueden multiplicar para
obtener otros de grados mayores; Hilbert considera ideales, es decir, combinaciones lineales
de polinomios con ceros comunes, y estudia los generadores de estos ideales (que pueden ser
redundantes) y sus relaciones y después las relaciones entre las relaciones. Obtiene asi una
jerarquia entre tales relaciones, llamadas syzygies de Hilbert: esta teoria de Hilbert es una
manera sofisticada de intentar reducir una situacion no lineal (el estudio de polinomios) a una
situacion lineal. Esencialmente, Hilbert produce un complicado sistema de relaciones lineales,
que codificaciertainformacion sobre objetos no lineales, |os polinomios. Estateoriaalgebraica
esde hecho paralelaalateoriatopol6gica, y sefusionan ambas en lo que se denominael algebra
homol ogica.

La geometria algebraica, uno de los grandes logros matematicos de los afios 1950, es €l
desarrollo de la teoria de cohomologia de haces y su extension a la geometria por parte de la
escuelafrancesadel eray, Cartan, Serrey Grothendieck: seobservaunacombinaciondelasideas
topol bgicas de Riemann-Poincaré, las algebraicas de Hilbert, y algunas analiticas introducidas



fundamental mente para medir bien.

Lahomol ogiatiene muchas aplicaciones alin en otrasramas del algebra: 10s grupos finitos o
las algebras de Lietienen grupos de homol ogiaasociados. En teoriade nUmeros hay importantes
aplicaciones de lateoria de homologia, através del grupo de Galois.

En este curso, vamos a pasar de espacios topologicos X a modulos sobre un anillo R,
Hyo(X;R), Hi(X;R), ..., de modo que toda aplicacion continua f: X — Y, tenga asociado,
paracadan > 0, un homomorfismo H,,(f): H,(X; R)— H,(Y; R), verificando las siguientes
propiedades esenciales

(i) s f esunaequivalenciade homotopia (en particular, si f esun homeomorfismo), H,,(f) es
un isomorfismo; es decir, la estructura de H,,(X; R) depende sblo del tipo de homotopia
del espacio;

(i) s f1y fo son homotopas, entonces H,,(f1) = H,(f2), paracadan > 0;

(ili) Ho(X; R) indica € nimero de componentes conexas por caminosde X y sin > 0,
H,(X; R) tiene algo que ver con una cierta conexion de orden superior;

(iv) s X es conexo por caminos, H;(X;Z) es el abelianizado del grupo fundamental del
espacio 7 (X);

(v) s X esunan-variedad compactay conexa, € grupo H,(X; R) esciclico infinito y para
g>nesHy,(X)=0.

Vamosaver algunas de las aplicaciones masimportantes delateoriade homol ogia (teoriadel
grado, teoremas de Jordan-Brouwer sobre invarianzade dimensiony dominio, etc.) y finalizare-
mos viendo su relacion con la geometria (mas exactamente, con la teoria de cohomologia), a
través de algunos de los mas conocidos teoremas de dualidad.



Unarevision historica dela homologia

Torres se doran amigas
delasmiesesy los cerros,
yentrelaluzy las piedras

hay retozos de al eteos.

“El aire”
Jorge Guillén (1893-1984)

2.1 Losiniciosdelateoria

El concepto de homologia surge a finales del siglo X1X, como consecuencia del estudio de la
geometriadedimensionn. E. Betti (1823-1892) estudialamulticonexion defigurasdedimension
n, generalizando &l concepto en dimension 3 estudiada por J.B. Listing (1808-1882). Paraello,
utiliza hipersuperficies sin borde, analogas a las curvas cerradas de Riemann. Con este nuevo
concepto, encuentra una caracterizacion igualdad entre dos superficies. Sin embargo, es H.
Poincaré (1854-1912) quien, partiendo del trabgjo intuitivo de Betti, desarrolla una teoria mas
general.

Poincaréesel primero que se planteaoperar con objetostopol dgicosen lugar de con nUmeros,
como hasta entonces se venia haciendo. Motivado por €l estudio de laintegracion sobre varie-
dades de dimension arbitraria, Poincaré introduce en 1895 el nuevo concepto de homologia en
su“ Analysis Stus’

Definicion 2.1 Dadaunavariedad dedimensionn V' y r subvariedades de dimension p conexas
v1, ..., v,, sedice que existe unahomologia entre ellas, v, + - - -+ v, ~ 0, s paraalgln entero
k, €l conjunto de & copias de cada subvariedad v;, formalafrontera de otra subvariedad conexa
dedimension (p+ 1) W de V.

Poincaré entiende por variedad el conjunto de ceros de un sistema adecuado de funciones,
es decir, es la generalizacion a dimensiones superiores del concepto de curva en dimension 1
o superficie en dimension 2. A partir de esta definicion, introduce e concepto de variedad
negativa —v (entendiéndola como la variedad v con orientacion opuesta) y observa que es
posible, formamente, sumar, restar y multiplicar por enteros las variedades, de manera andloga
alas ecuaciones ordinarias. A partir de agui denominaa un conjunto de variedades lineal mente
independiente si no existe ninguna relacion de homologia con coeficientes enteros entre ellas.



2 2. Una revisién historica de la homologia

En honor a E. Betti, Poincaré define los llamados nimeros de Betti, que pretenden dar una
idea de conexion de orden superior

Definicion 2.2 Dadaunavariedad V', € nimero de Betti de dimension p de V, b, es el nimero
maximo de subvariedades cerradas (i.e. sin borde) de dimension p, méas uno, contenidasen V'y
gue son linealmente independientes.

Poincaré utiliza en realidad una unidad méas que Betti en sus nUmeros de conexion. En
términos mas actuales, definimos numero de Betti como

Definicion 2.3 Sea V una variedad. El nimero de Betti de dimension p de V' es € maximo
numero de p-ciclos independientes que existen en unatriangulacion arbitrariade V.

En su “ Analysis Stus’, Poincaré presenta uno de sus principal es resultados en homologia
conocido como el teorema de dualidad, en el que prueba el siguiente resultado

Teorema 2.4 Dada una variedad dedimension» V' cerrada, orientabley conexa, esb, = b,,_,,
parap € {1,...,n — 1}, donde b, es el nimero de Betti de dimension p.

Sin embargo, la prueba de Poincaré no es muy clara, y contiene varios defectos, que son
corregidos posteriormente por J.W. Alexander (1888-1971) en 1915. Poincaréintroducetambién
los conceptos de grupo fundamental y coeficiente de torsion, que juegan actualmente un papel
de gran importancia en topologia.

L. Euler (1707-1783) define un invariante topol 6gico conocido actualmente con el nombre
de caracteristica de Euler

Definicion 2.5 Sea X unavariedad de dimension n con unatriangul acion arbitraria. Sedefinela

caracteristicade Euler de X como ) "(—1)’a;, donde a; denotael nimero de caras de dimension
=0
i de latriangulacion.
Los nimeros de Betti de dimension p se relacionan con la caracteristica de Euler a través
de una importante férmula que Poincaré demuestra en la Gltima parte de su “ Analysis Situs’ .
Actualmente esta formula se conoce como formula de Euler-Poincar &

n n

Z(_Urar = Z(_l)%r

r=0 r=0
donde € término de laizquierda es la caracteristica de Euler de una variedad dada V' y los b,
son los nimeros de Betti de dimension » de V.

Las ideas de Poincaré son la base sobre la que se va desarrollando la teoria de homologia
moderna. Hasta mediados de |os afios 20, |os topologos siguen estudiando la homologia desde
un punto de vista geométrico como habia hecho Poincaré. Ademas, siguen considerando las
subvariedades de dimensi 6n p como solucidn deun sistemade ecuaciones. Un cambioimportante
supone considerar dichas variedades como un conjunto de variedades modelo de dimension p,
donde una variedad modelo es laimagen continua de un triangulo de dimension p.



En 1926, J.W. Alexander realiza las siguientes definiciones

Definicion 2.6 (i) un p-simplice es e andlogo a un triangulo de dimension p, es decir, es la
envolvente convexade p + 1 puntos;

(i) un complego es un conjunto finito de simplices de cualquier dimension de manera que la
interseccion de dos cual esquiera de ellos no contiene un punto interior, y tal que toda cara
de cada simplice del complejo es a su vez un simplice del complejo;

(iii) una k-cadena es una combinacion lineal de k-simplices. Se distingue entre

(@) una k-cadena elemental esla k-ésima cara de un p-simplice;

(b) una k-cadena arbitraria es una combinacion lineal de k-cadenas elementales con
coeficientes enteros,

(iv) sellama k-borde ala sumade todoslos (k — 1)-simplices de una k-cadena.
(v) sellama k-ciclo a una k-cadena cuyo k-borde es cero.
Basandose en las nuevas definiciones, Alexander redefine el concepto de homologia

Definicion 2.7 Un k-ciclo K eshomblogo acero, K ~ 0, si esel bordedeuna (k + 1)-cadena
L. Y dos k-cadenas K'y K’ sonhomélogas, K ~ K',ss K — K' ~ 0.

Alexander también redefine el niUmero de Betti de dimension p como € nimero maximo de
p-ciclos que son linealmente independientes respecto a un borde, es decir, tales que ninguna
combinacion lineal es homologa a cero (el resultado es una unidad menor que en la definicion
de Poincaré). Considerando entonces el conjunto de ciclos con la operacion suma, E. Noether
(1882-1935) observa en 1925 que hay una estructura de grupo bajo las definiciones dadas por
Alexander. A partir de este momento se comienza a estudiar |a homologia desde un punto de
vista algebraico ademas del geométrico exclusivo utilizado hasta entonces.

2.2 EIl comienzo delaalgebrizacion

E. Noether, tras asistir alos cursos de topologia impartidos por P. S. Alexandroff (1896-1982)
sugieredefinir el p-grupo de Betti como el grupo cociente de todos | os p-ciclos sobre el subgrupo
de p-ciclos homologos a cero (es decir, los p-bordes). Noether crea un nuevo campo al definir
el concepto homologia en un ambito puramente algebraico. Previamente, varios mateméaticos -
entreellos J.W. Alexander y S. Lefschetz (1884-1972) - habian definido | os conceptos de cadena
y ciclo con coeficientes no necesariamente enteros, generalizando asi lahomol ogia: por gjemplo,
consideran simplices no orientados tomando como coeficientes de | as cadenas nlimeros enteros
modulo 2, mas adel ante nUmeros enteros médulo n, y mastarde nUmeros racionales. E. Noether
reformula esta teoria de cadenas y ciclos en €l lenguaje de la teoria de grupos: cadenas de la
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misma dimension pueden sumar se formalmente, adicionando |0s coeficientes correspondientes
aun mismo simplice, y de manera analoga los ciclos. De esta forma, cadenas y ciclos forman
grupos abelianos libres. Noether observa en particular que los bordes de | as cadenas definen un
homomorfismo de grupos abelianos entre el grupo de las j-cadenasy el delas (j — 1)-cadenas,
6; + C; — Cj_1, y verifican laidentidad ¢; o 6,11 = 0, es decir, Im(d;4+1) C Ker(6;),
surgiendo asi una nueva definicion de homologiacomo H; = Ker(6;)/Im(6j11).

H. Hopf (1894-1971) pasa su primer ano de carrera en Gotingen, y utiliza las nuevas defini-
ciones de Noether para elaborar gran parte de sus teorias.

En 1927, L. Vietoris (1891-2002) define el grupo de homologia H(A) de un complejo A,
como Noether habia sugerido, es decir, como el cociente del grupo de ciclos moédulo los bordes
de las cadenas.

Un aho después, W. Mayer (1887-1948) publica un sistema de axiomas para definir los
grupos de homologia, y o hace de manera totalmente algebraica

Definicion 2.8 Un anillo de complejos X es una coleccion de complgjos { K7}z, tales que
(i) los elementos de dimension p forman un grupo abeliano K* finitamente generado,
(ii) paracadap € Z se define un homomorfismo R, : K» — K*~!,con R, 1(R,(K?)) = 0.
R, suele denotarse simplemente R, quedando asi |atercera condicion R? = 0.
Con estos axiomas, Mayer define los siguientes conceptos
Definicion 2.9 (i) e grupo dep-ciclosC, = { K € K? talesque R(K) = 0} = Ker(R,);
(ii) e grupo de p-bordes es el grupo B, = R(K?™) = Im(Ry1).

Y modificando un poco la definicion de Hopf, Mayer define el grupo de homologia de un
anillo

Definicion 2.10 Sea X un anillo de complegjos, entonces el p-ésimo grupo de homologia de X
eSHp(E) = Cp/Bp'

A partir de este momento, €l campo de la topol ogia algebraica crece a gran vel ocidad.

2.3 Lahomologiaen la década 1925-1935

Durante los afios 1925-1935, numerosos topdlogos i nventan nuevas teorias de homologia. Entre
ellos se encuentran principalmente: J.W. Alexander, P.S. Alexandroff, S. Lefschetz (1884-1972),
L. Vietoris, G. de Rham (1903-1990) y N. Steenrod (1910-1971) (aunque la teoria de Steenrod
se desarrolla méas adelante, pertenece también al movimiento de esta época). En cada uno
de los casos, la teoria de la homologia se caracteriza de la manera siguiente: se describe,



siguiendo la corriente de algebrizacion, la construccion de un complejo de cadenas (eligiendo
los correspondientes grupos abelianos K™ y los homomorfismos R,,) y se define su grupo de
homologia como la homologia de ese complejo. Ademas, se definen los nimeros de Betti para
variedades complejas.

2.3.1 Vietoris, Alexandroff, Lefschetz y Cech

Unade las ideas que surgen se debe a Vietoris, Alexandroff, Lefschetz y E. Cech (1893-1960).
Todosellosdesarrollan un mismo método que consisteenlo siguiente: separte de un cubrimiento
por abiertos (finito oinfinito) i/ = {U, } .4 deun espacio topologico X . A dicho cubrimiento se
le asocia un complejo simplicial denominado nervio deid, N (U ), donde acada U, seleasigha
un vértice v, y los k-simplices se generan a partir de familias de (k + 1)-simplices cuando
Usy N...NU,,,, # 0. Entonces, si V = {Vj3}3ep €s un refinamiento de U/, cada Vj; esta
contenido en algiin U,,, induciendo asi unaaplicacion simplicial ¢ : N(V) — N(U). El nuevo
método se utiliza durante esta década, culminando en el afio 1935 con |o que hoy se conoce con
el nombre de homologia de Cech

Definicion 2.11 El grupo de cohomologia de Cech H(X; G) se define como e limite directo
limH* (N (U, G))

dondeU/ = {U, }.c4 €S un cubrimiento por abiertos de X, la direccion dada sobre estos cubri-

mientos es larelacion de refinamiento y G es un grupo.

Otro gran avance en este aho esladeterminacion delos grupos de coeficientes universalesde
homologia, es decir, aquellos grupos A,, que determinan todos grupos de homologia H,,(X; A)
con A un grupo de coeficientes arbitrario. Cech pruebaen su articulo “ Les groupes de Betti o un
complexe infini” su famoso teorema de los coeficientes univer sales

Teorema 2.12 Para todo grupo abeliano A y cada complejo X setiene
H,(X;A)=H,(X;Z)® A.

Céch es también el primero en introducir en la homologia algebraica €l producto tensorial
® Yy € grupo detorsion T'or de grupos abelianos.

2.3.2 Cohomologia de De Rham

Otradelasideas adestacar eslacohomologia de de Rham, que G. DeRham introduce en 1931 en
su tesis“ Sur I'analysis situs des variétés a n dimensions’ . Poco antes, E. Cartan (1869-1951)
habia conjeturado que € nimero de Betti b; de unavariedad M/ esel maximo nimero dei-formas
cerradas w; tales que ningunacombinacion lineal notrivial Y- \;w,; esexacta (entendiéndose que
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unaformaw es exacta cuando existe otraforma~ de manera que w = dv). DeRham resuelve
la conjetura de Cartan, y lo hace utilizando una triangulacion sobre M y la aplicacion bilineal

(C,w) — / w, donde C' esun i-ciclo delatriangulacion, y w es unai-formacerrada. De Rham
prueba ademas € reciproco de la férmula de Stokes, es decir

Teorema 2.13 (i) sea C' uni-ciclo fijo, entonces /Cw =0s ysdlos C esunborde;

(i) sea w unai-forma, entonc&/w = 0 s ysolos w esexacta.
C

Si sedenotapor H}, (M) €l cociente detodas las i-formas cerradas entre todas | as i-formas
exactas, se obtiene € i-ésimo grupo de cohomologia de DeRham. Sin embargo, en 1931 alin no
existe este término, por o que DeRham se ve forzado a expresar sus resultados en términos de
homologia.

El resto de la década no juega un papel muy importante en €l desarrollo de la homologia.
Sin embargo, €l afo 1935 es muy fructifero paralatopol ogia en muchos aspectos. W. Hurewicz
(1904-1956) define las denominadas posteriormente aplicaciones de Hurewicz

Definicion 2.14 Se define la n-ésima aplicacion de Hurewicz entre el n-ésimo grupo de homo-
topia del espacio topologico X y el n-ésimo grupo de homologia entera

h:m (X, z9) — Ho(X;7Z),

como la funcion que lleva la clase de homotopia de v : [0, 1]* — X (basada en z, i.e. la
frontera topoldgica del n-cubo [0, 1] va por ~ a punto z, € X) en la clase de homologia del
n-simplice singular ~.

Hurewick estudia también los espacios asféricos, es decir, l0os espacios X cuyos grupos de
homotopia 7, (X) = 0 paran # 1, y deduce que para dichos espacios € grupo de homologia
H, (X;Z) depende tan sblo de su grupo fundamental 7 (X).

2.3.3 Homologia singular y homologia relativa

La tercera idea importante se denomina homologia singular y es introducida en 1944 por S.
Eilenberg (1913-1998). Lefschetz habia dado en 1933 la definicion de simplice singular con
algunas imperfecciones, por lo que Eilenberg la modifica méas adel ante dando lugar alas defini-
ciones que actualmente conocemos de homologia singular (con coeficientes en un anillo R) de
X, H,(X;R).

L efschetz define ademéas|anocion de homologiarelativa H; (K, L) donde K esun complejo
finito, y L un subcomplejo de K. Este nuevo concepto engloba la homologia singular y la
homol ogia de Cech descritas anteriormente.



Con €l siguiente teorema, Hurewick consigue relacionar el grupo fundamental 7 (X, x) con
el grupo abeliano H, (X, 7Z) de un espacio topolégico X

Teorema 2.15 La aplicacion de Hurewick x : w1 (X, z9) — H;(X) esun homomorfismo de
grupos. Ademas, S X es conexo por caminos, x es sobreyectiva'y Ker(y) es e subgrupo
conmutador de (X, zo). Esdecir, H,(X,Z) es el abelianizado de 7 (X, zy).

2.4 Axiomatizacion delateoria

En 1945 Eilenberg y S. MacLane (1909-) en su articulo “ Relations between homology and
homotopy groups of spaces’, definen un nuevo concepto

Definicion 2.16 Una categoria C es una coleccion { A, «} con A elementos abstractos deno-
minados objetos de la categoria, y « otros elementos abstractos denominados morfismos de la
categoria.

Mas adelante en el mismo articulo, Eilenberg y MaclL ane definen un functor de la siguiente
manera

Definicion 2.17 Sean C = {A,a} y D = {B, 3} dos categorias. Un functor covariante
T : C — D esun par de funciones denotadas ambas por 7", una funcion objeto y unafuncion
morfismo. Lafuncion objeto asignaacada A en C un objeto 7'(A) en D, y lafuncion morfismo
asignaacadamorfismoa : A — A’ en C, un morfismo T'(«) : T(A) — T'(A") enC.

El par de funciones debe enviar la aplicacion identidad en simisma, y debe verificar identidades
del tipo T'(ae’) = T'(a)T' () Siempre que & producto a«’ esté bien definido en C. Un func-
tor contravariante se define de manera analoga, cambiando el sentido de composicion de los
morfismos.

Ese mismo afo Eilenberg trabajatambién con Steenrod; ambos deciden comenzar a estudiar
la homologia desde un punto de vista diferente: en lugar de analizar la manera de construir
grupos de homologiay definir asi nuevos grupos, se concentran en estudiar |as propiedades que
cumplen los grupos ya definidos hastaentonces. De esta manera seleccionan varias propiedades
comunes a todos €ellos, y las denominan axiomas de la teoria de la homologia. Los nuevos
axiomas de homologia se introducen en su articulo “ Axiomatic approach to homology theory”
y los veremos en capitulo 8.

Eilenberg y Steenrod prueban también que muchas de las propiedades demostradas paralas
diferentes teorias son consecuencia de estos axiomas. Su resultado mas interesante es la prueba
de que en la categoria de los espacios compactos triangul ables, todas las teorias de homologia
gue verifican |os axiomas son isomorfas.
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AunguelosaxiomasdeEilenbergy Steenrod caracterizan muchasdelasteoriasdehomologia
utilizadas, existen otras no menos importantes denominadas homologias generalizadas en las
gue alguno de los axiomas de Eilenberg-Seenrod no se verifica (en general, suele ser el axioma
de dimension). Algunos ejemplos de estas teoreias son

Ejemplos2.18 (i) la homologia ciclica: proporciona un andogo no conmutativo a la ho-
mologia de DeRham;

(i) lahomol ogia de Hochschild: asociaaun agebra, unafamiliade grupos abelianos. se puede
interpretar como unageneralizacion delos modulosdeformas diferencialesalasagebras;

(iii) laK-homologia: basandose en la teoria de fibrados vectoriales estudia una homologia de
espaci os.



Un poco de Algebra Homolébgica

Que tan solo con cantar
seva al viento nuestra pena,
y yo tengo el alma llena
de pesares y amarguras,
mas que en la pampa hay anchura
mas que en e mar hay arena.
“Décimas’
Pedro Bonifacio Palacios “ Almafuerte” (1854-1917)

3.1 Categoriasy functores

Intuitivamente, una categoria puede pensarse como una coleccion de conjuntos dotados de

estructuras de la misma especie y aplicaciones que preservan estas estructuras. De manera mas
precisa

Definicion 3.1 Unacategoria C esta formada por
(1) unaclase de objetos, Obj(C),

(2) a cada par ordenado de objetos (X, Y), le corresponde un conjunto de morfismos, deno-
tado homc(X,Y), siendo las familias homc(X,Y) y homc(X',Y’) diguntas s el par
(X,Y) esdistinto del par (X', Y”’). Un morfismo cualquiera f € homc(X,Y') seescribe
usualmente del modo f: X — Y,

(3) dada unaterna de objetos de la categoria (X, Y, Z), se define una aplicacion
o:homc(X,Y) x homc(Y, Z) — homc (X, Z),

llamada composicion, que cumple los dos axiomas siguientes

e Asocidtividad: s f € homc(X,Y), g € homc(Y,Z)y h € homc(Z,W), es
ho(gof)=(hog)of,

e |dentidad: acadaobjeto Y en lacategoria se le puede asociar e morfismo identidad
(queeslnico, debido alosaxiomas), 1y € homc(Y,Y),ta ques f € homc(X,Y)
Yy g € home(Y,Z),entoncesgoly =gy lyo f = f.

9
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Ejemplos 3.2 Algunos gjemplos de categorias son
(i) Set, la categoria de conjuntos y aplicaciones;
(ii) Group, la categoria de grupos y homomorfismos de grupos;
(iii) Ab, la categoria de grupos abelianos y homomorfismos de grupos;
(iv) Ring, la categoria de anillos conmutativos con unidad y homomorfismos de anillos;
(v) Top, la categoria de espacios topol 6gicos y aplicaciones continuas;
(vi) Vectp, la categoria de espacios vectoriales reales y aplicaciones R—ineales,

(vii) Diff>°, lacategoria de variedades diferenciales de clase C y aplicaciones diferenciables
declase C*;

(viii) Top., la categoria de pares de espacios topologicos con punto base (X, {z,}) (donde
xo € X)y aplicaciones continuas f: X — Y talesque f(xo) = o;

(ix) Par Top, lacategoriade paresdeespaciostopol 6gicos (X, A) (donde A C X))y aplicaciones
continuas f: X — Y talesque f(A) C B.

Definicion 3.3 S f € homc(X,Y) yexisteg € home(Y, X),talquego f =1xy fog = 1y,
sedice que f esunaequivalencia en lacategoriaC. Sedice que g eslainversade f y se denota
por g = f~ 1.

Definicion 3.4 Un functor covariante 7' de una categoria C; en una categoria C,, denotado
T:C, — C,, estadefinido por

(i) unafuncion 7" que asocia a cada objeto X en C,, un objeto 7'(X') en C,,
(i) una funcion, denotada también 7', que asocia a cada morfismo f € homc,(X,Y’) un
morfismo T'(f) € homc,(T(X),T(Y)), detal modo que

(1) T(1x) = 1),
(2)s f € homec,(X,Y)yg € home,(Y,Z),secumpleque T (g o f) = T(g) o T(f).
Definicion 3.5 Un functor contravariante 7': C; — C,, esta definido por
(i) unafuncion 7' que asocia a cada objeto X en C;, un objeto 7'(X') en C,,
(ii) una funcién, denotada también 7', que asocia a cada morfismo f € homc,(X,Y’) un

morfismo T'(f) € homc,(T(Y),T(X)), deta modo que

(D) T(1x) = 1rx),
(2) s f € home,(X,Y)y g € home,(Y,Z),secumpleque T (g o f) =T(f) o T(g).
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El gran problema de la topologia algebraica es €l de encontrar y estudiar una suficiente
cantidad de functores, de modo que|a solucion de una cuestidn topol 6gica complicada equivalga
alade un problema algebraico mas simple. Es decir, se trata de encontrar functores de Top en
Group, o de Top en Ab, etc.

Ejemplos 3.6 Algunos gjemplos de functores son
(i) e functor identidad de cualquier categoria C en si misma, definido de la manera obvia;

(i) e functor de olvido, de la categoria Top en la categoria de conjuntos Set, que asignaacada
espacio topologico X e conjunto base X (sin estructura) y a cada aplicacion continuala
misma aplicacion olvidando su continuidad. Existen también functores de olvido entre
otras muchas categorias, por ggemplo de Group en Set, de Ab en Group, €tc;

(iii) s M es un espacio topologico, se define el functor covariante (— x M): Top — Top,
donde (— x M)(X) = X x M para cada espacio topologico X y s f: X —Y es
continua, (— x M)(f) = f x 1a;

(iv) e functor espacio dual, (—)*: Vectr — Vectg, que asigna a cada espacio vectoria real
V', sudua V* (espacio vectorial delas aplicacioneslineales V' — R) y a cada aplicacion
lineal o: V — W laaplicacion dua ¢*: W* — V* definidapor ¢*(f)(z) = f(¢(x)), €s
un ejemplo de functor contravariante;

(v) € functor contravariante C*°(—; R): Diff> — Ring, que asocia a una variedad diferen-
ciable M el anillo de las funciones reales diferenciables en M y ala aplicacion de clase
C*> f: M — N e homomorfismo de anillos f*: C*°(N;R) — C*°(M;R), dado por
[ (@) =¢of.

Proposicion 3.7 S T: C; — C, es un functor y f es una equivalencia en C,, entonces 7'( f)
es una equivalenciaen C,, tal que (T'(f)) ' =T(f1).

Definicion 3.8 Si 7'y S son dos functores de la categoria C; en la categoria C,, una trans-
formacion natural ® de S en T, denotada ®: S— T, es un sistema de morfismos en C,,
Oy € homc,(S(X),T(X)) para cada objeto X en C,, que hace conmutativo €l siguiente
diagrama, paracada f € homc,(X,Y)

S(X) — S(Y)

o | | o

7x) " 7y

Si cada ® y esunaequivalencia, ® sellamaunaequivalencia natural. Ental caso, v = ®~! (es
decir, vy = ', para cada objeto X en C;) es también una equivalencia natural (invirtiendo
las flechas verticales en el diagrama anterior) y se llama equivalencia natural inversa.
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Ejemplos 3.9 Algunos g emplos de transformaciones naturales son

(i) consideremos | os siguientes functores

e (—)*:Ring— Group, que asocia a un anillo R € grupo multiplicativo R* de
los elementos inversibles del anillo, y a un homomorfismo de anillos f: R— S su
restriccion al subconjunto de los elementos inversibles f|zx: RX — S;

e GL(n;—):Ring— Group, que asocia a un anillo R € grupo GL(n; R) de las
matrices n x n, inversiblesy con valores en € anillo R, y a un homomorfismo de
anillos f: R— S & homomorfismo degrupos f*: GL(n; R) — GL(n; S), definido
por f*((ai;)iz) = (f(ai))i;-

Entonces, detr: GL(n; R) — R, que asocia a cada matriz inversible su determinante,

es una transformacion natural entre estos dos functores;

(if) consideremos los functores

e identidad /d: Vectgr — Vectp,

e ¢ functor doble dual (—)**: Vectr — Vectp.
Entonces, ®: Vectr — Vectg, definido por @y (v) = (f — f(v)), para e espacio vec-
torial real V'y f € V*, es una transformacion natural entre estos dos functores. Si

restringimos ¢ alasubcategoria de | os espacios vectorial es de dimension finita, se obtiene
unaequivalencia natural.

3.2 Modulos

En todo lo que sigue, R es un anillo conmutativo con unidad.

Definicion 3.10 Un grupo abeliano M se llama R-modulo (alaizquierda), si existe una ope-
racion externa R x M — M (denotada r.m), tal que parar,ri,ro € Ry m,my,my € M, Se
tiene

() r.(my +mo) =rmy +rma Y (r1 +79).m = ri.m + ro.m;
(ii) (ryre).m =r1.(room) y 1.m = m.

En lo que sigue, los R-modulos serén alaizquierda, salvo que se digalo contrario.

Definicion 3.11 N es un R-submodulo del R-mbdulo M, si es un subgrupo de M ta que
r.N C N paracadar € R. Se puede entonces definir el modulo cociente de M por N, M/N,
donde la operacion externa R x M /N — M /N se define asociando a (r, m + N) el elemento
r.m + N.
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Definicion 3.12 Una aplicacion f: M — M’ entre R-modulos es un homomorfismo de R-
modul os (R-homomorfismo o aplicacion R-lineal), si parar € Ry m,my, my € M, Setiene

(i) f(rm)=r.f(m)y
(i) f(m1 +ma) = f(m1) + f(ma).

Un R-isomorfismo se define de la manera obvia.

Lema3.13 S f: M — M’ es R-lineal y N’ es un R-submddulo de M’, entonces f~(N') es
un R-submodulo de M.

Observacion 3.14 Si f: M — M’ es una aplicacion R-lineal, se tienen los R-submodulos
Ker(f) = f7'({0}) ¢ M e Im(f) = f(M) Cc M'. Claramente M/Ker(f) e Im(f)
son isomorfos como R-submoédulos, donde €l isomorfismo asociaam + Ker(f) e elemento

f(m) € Im(f).

Observacion 3.15 Se denota por Mody la categoria de R-modulos y homomorfismos de R-
modulos. Por g emplo, M odz, es la categoria de grupos abelianos Ab.

Lema3.16 Sea{M; : i € I} unafamilia de R-modulos, entonces ﬂMi es un R-modulo.

el
Definicion 3.17 Dado un R-moédulo M y S C M, se denota por L(.S) el R-mbdulo generado
por S, esdecir, el menor R-submoédulo de M que contienea S.

Observacion 3.18 Dada {M; : i € I} unafamilia de R-modulos, UMz- no es en general un
el
R-modulo. Sedenotapor > M; alL <UMZ>
el el
Definicion 3.19 Dados NV, y Ny, R-submodulosde M, sedefineel R-submodulo de M siguiente
N1+ Ny ={m € M :3In; € Ny,3Iny, € N, talesquen, + ny = m}.
Parai = 1,2, N; esun R-submbédulo de N, + Ns.

Observacion 3.20 Esclaro gque estas representaciones en forma de sumas de la definicion 3.19
no son Gnicas. De modo similar, si Ny, ..., N, son R-submodulos de M, puede definirse el
R-submodulo N; + ...+ N;.

Definicion 3.21 Dada{}; : i € I} unafamiliade R-modulos, sedefine el R-modulo producto

HMZ-, donde la suma de elementos se define como |a suma componente a componente.

el

La i-ésima proyeccion, p;: HMz- — M, definida por p;((m;)icr) = m;, € un homomorfismo
el

de R-mddul os sobreyectivo.
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Definicion 3.22 Dada{}; : i € I} unafamiliade R-modulos, se definesu sumadirecta externa
por

@Mi = {(mi)iel € HMz :m; € My, m; =0 pct Z} 5
i€l el
que es un R-submodulo de [[M;. Paracadak € I puede definirse una aplicacion R-lineal
el
inyectiva, q.: M, —>@MZ-, gque asociaam, € M, e elemento cuyas coordenadas son todas
el
nulas, salvo la k-ésima que es precisamente m,.

Observacion 3.23 Si [ esfinito en laanterior definicion, es@M; = [[M..
el el

Definicion 3.24 Dado un R-modulo M, se dice que unafamilia{e;},c; C M esun sistema de
generadores, sl paracadam € M, existe unafamilia {r;},c; C R, conr; = 0 pct i, de forma
quem = Zri.ei. M sedice de generacion finita si posee un nimero finito de generadores.

i€l
Definicion 3.25 Dado un R-moédulo M, un sistema de generadores {e; };-; es base de M, s
los {e; }:c; son linealmente independientes, es decir, dada {r;};,c; C R conr; = 0 pct i tal que
> ri.e; =0, esnecesariamente r; = 0 paracadai € 1.
i€l
Observacion 3.26 Cuando lafamiliade generadores {¢; };c; esbase de M, laescriturade cada
elemento de M eslnica

Definicion 3.27 Un R-modulo M se dice libre cuando existen bases paraél.

Ejemplos 3.28 Algunos g emplos de R-modulos libres son
1. R esun R-modulo libre, con {1} como base;

2. R* = Rx ™ xR esun R-modulo libre, para cualquier anillo R, pues una base es

(@)
B ={ey,...,e,}dondee; = (0,...,1,...,0);

3. mas en general, para cada anillo R, denotamos k! = [[Ry RY) = (PR. Entonces R\
el i€l

es un R-modulo libre, pues B = {e; : i € I}, donde ¢; es el elemento con todas las

componentes nulas, salvo lai-esimaque es 1, esbase de RY). Sin embargo, R no es, en

general, libre: por gemplo, Z®™ eslibre, pero ZN nolo es;

4. s R esun cuerpo, todo R-espacio vectoria eslibre.

Proposicion 3.29 Un R-mbdulo M eslibre si y sdlo si existen un conjunto de indices I y un
isomorfismo M ~ R(D,
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Setiene la siguiente propiedad universal para R-modulos libres

Teorema3.30 S L, Py @ sontres R-modulos, L eslibrey a y 3 son dos R-homomorfismos
talesque Im(a) C Im(f)

L
l «a
B

P =

entonces, existe un R-homomorfismo~: L — P tal que S oy = «.
Observaciones 3.31 Se verifican las siguientes propiedades

(i) €l cociente de un R-modulo libre no tiene porque ser libre, por gemplo Z/nZ = 7Z,, no es
Z-libre,

(i) un submodulo de un modulo libre no eslibre en general; por gemplo si un R-modulo libre
contiene un elemento detorsion, el submodul o generado por éste no eslibre. Por ejemplo,
R = M = M,(Z) es R-libre con base{(é ?)} YN = {(Z 8) ta,b e Z} esun
R-submédulo de torsion de M, luego no puede tener base como R-médulo.

Proposicion 3.32 Todo R-mbdulo esisomorfo a un cociente de un R-modulo libre.

Ejemplo 3.33 Q no eslibre como Z-modul o, pues dos el ementos cual esquiera son linealmente
dependientesy Q no esciclico.

Definicion 3.34 El rango de un R-modulo libre M, rgr(M), esel cardina de una base.

Observacion 3.35 Existen R-mbdulos que poseen distintos sistemas generadores y con dife-
rentes numeros de elementos (s R €S un cuerpo, esto no puede suceder). Pero, s M es un
R-modulo libre, dos bases cualesquieratienen el mismo cardinal.

Observacion 3.36 Un R-modulo M es de generacion finita si y solo si es e cociente de un
R-modulo libre de rango finito.

Los morfismos de |la categoria M od i tienen a su vez estructura de R-modulos
Definicion 3.37 Sean M y M’ dos R-modulos. Sea
Homgr(M,M") = {f: M — M' : f eshomomorfismo de R — modulos}.

Puede definirse sobre Hompr(M, M') unaoperacion suma, que es R-lineal, y laaplicacion nula
0: M — M’ es el neutro para esta operacion interna. Como R es conmutativo, la operacion
externa

R x Homr(M,M") — Homg(M, M")
que asociaa (r, f) € elemento r. f (donde (r.f)(m) = r.f(m)), dotaa Homg(M, M') de una
estructura de R-modulo.
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Definicion 3.38 Con las notaciones de la definicion 3.37, en €l caso en que M’ = R, € R-
modulo M* = Hompg(M, R) sellamadual de /. Como M esun R-modulo aizquierda, M *
posee una estructura natural de R-modulo ala derecha (ademas de ser un R-modulo aizquierda
segln la definicion 3.37), dada por la operacion externa M* x R — M*, queasociaa (f,r) la
aplicacion f.r, dadapor (f.r)(m) = f(m).r.

Observacion 3.39 Puede suceder que M * seael médulo nulo: por gemplo,si R = Zy M = Q,
entonces Q* = Homz(Q,Z) = 0.

Observacion 3.40 Sean M, M,, M3 tres R-modulos. Si f1: My — My y fo: My — M5 son
aplicaciones R-lineales, entonces la composicion f, o fi: M; — M3 s un homomorfismo de
R-modulos. Ademas, si gi: My — My y go: My — M5 son también homomorfismos de R-
modulos, se verifica

(i) fao (fi +91) = fao fi + f2 0 g1, igualdad en Homp (M, Ms),y
(i) (fa+g2) o fi = fao fi + g2 0 fi1, igualdad en Hompg(My, Ms);

y sedice que laaplicacion Hompg(M;, M) x Homg(Ma, M3) — Hompg(M,, Ms), dada por
(f1, f2) — fo o f1 €s R-bilineal (ver ladefinicion 3.83).

Lasiguiente nocion es esencia en e estudio de la homologia de R-modulos

Definicion 3.41 Sean My, My, M3 tres R-modulosy f: My, — M,y g: My — M3 aplicaciones
R-lineales. Lasucesion
My L My 55 My

esexacta, s Im(f) = Ker(g).
Observacion 3.42 Son importantes en esta teorialas [lamadas sucesiones exactas cortas
0— M, L5 My 2 My — 0,
gue expresan, en particular, que f esinyectivay g es sobreyectiva.
Por ejemplo, st NV esun R-submodulo de M, entonces la siguiente sucesion es exacta
0— N - M -2 M/N —0,
donde : eslainclusiony p laaplicacion cociente.

Ademés, de cualquier sucesion exacta M, -2~ M, 2 My £ M, L4 My, pueden
extraerse sucesiones cortas del siguiente modo

(i) 0—Ker(fr) inel pp, L Im(f1) = Ker(fy)—0,

(i) 0—TIm(f)) = Ker(fo) 2% My 225 Im(fo) = Ker(f;)—0,
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(iii) 0—Im(fo) = Ker(fs) ™% My 2% Im(f3) = Ker(fi)—0,
(iv) 0—Im(fs) = Ker(fy) 2% M,y RN Im(fy) = Ker(fs)—0.

La propiedad méas importante de las sucesiones exactas cortas es el teorema de Rouché-
Frobenius

Teorema 3.43 Dada una sucesion exacta corta de R-modulos
0— M L5 M % M7—s0,
s M’y M" son libres, entonces M estambién librey rgr(M) = rgr(M') + rgr(M”).
En el caso especia de espacios vectoriales

Corolario 3.44 Sean R un cuerpo, E'y F' espacios vectorialesy f: E— F' una aplicacion
R-lineal. Entonces,

dim(E) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) 'y dim(F) = dim(F/Im(f))+ dim(Im(f)).
Més alin, setiene
Proposicion 3.45 Dada una sucesion exacta corta de R-modulos
0—M L M 2 M0,

s M’y M"” son finitamente generados, también M es finitamente generado.

Corolario 3.46 Sean M, ..., M, R-moduloslibresy la sucesion exacta
O—>M1 L MQ l oVl fn—71> Mn—>0,

entonces » (—1)'rgr(M;) = 0.

i=1

Definicion 3.47 Sean M, M,, M3 R-modulos tales que M3 = M, + My 'y My N My = {0}.
Entonces, todo elemento de M5 se escribe de manera Ginica como suma de un elemento de M,
y un elemento de M,. Laaplicacion f: M; x My — M3 dadapor f(my, ma) = my + my €S
un R-isomorfismo. Se escribe entonces Ms; = M, @ M, y se dice que M3 es la suma directa
interna de M; y M.

Definicion 3.48 Sea0 — M’ —L» M —% M” — 0 una sucesion exacta de R-modulos. Se
dice que la sucesion escinde, si existe un R-isomorfismo ¢ : M’ @ M" — M, que lleva
o(,0) = f(x) paracadaz € M'y (g0 ¢)(z,y) = y paracada (z,y) € M'® M".
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Lema3.49 Sea 0 — M’ —1» M —% M” — 0 una sucesion exacta corta de R-modulos. Son
equivalentes las siguientes condiciones

(i) la sucesion escinde,

(i) existe una inversa a derecha para g, es decir, un R-homomorfismo k: M” — M tal que
g (@] ]{f = ]_M//,

(iii) existe una inversa a izquierda para f, es decir, un R-homomorfismo h: M — M’ tal que
ho f = 1M’-

Observacion 3.50 Si M eslibrey N esun sumando directo de M, no tiene porque ser libre:
por gemplo, sl R = Z¢ = My N = {0,2,4}, entonces N es factor directode M = N & N’
donde N’ = {0, 3}. Pero, ni N ni N’ son R-libres, por razones de cardinalidad.

3.3 Complgosdecadenasy de cocadenas

Definicion 3.51 Un complejo de cadenas sobre R esun conjunto C,. = {(C,,,, d,,) : m € Z} de
R-mbdulosy R-homomorfismos {d,,: C,,, — C,,—1 : m € Z}, satisfaciendo d,, o d,,,11 = 0.
Un elemento de C,, se dice que tiene dimension m. Se denota por (C.,d) y d se llama la
diferencial del complegjo. El complgjo nulo, O esaquel tal que O,,, = {0}, para cadaindice.

Observacion 3.52 C, se suele pensar como una sucesion doblemente infinita
N A N N o e U

con la condicion sobre los R-homorfismos I'm(d,,1) C Ker(d,,), param € Z.

Definicion 3.53 El complegjo (C., d) sellamaexacto enlaetapam s Im(d,,+1) = Ker(d,,),Y
sellamaexacto s |0 es en cada etapa.

Definicion 3.54 Una aplicacion en cadenas entre dos complejos de cadenas (C,,d) y (C., d')
es un conjunto de R-homomorfismos { f,,,: C,,, — C/_ },.cz, satisfaciendo, paracadam € Z la
relacion d,, o f,, = fm-1 0 dm. ASI, por f:C.,—C. se entiende un diagrama de cuadrados
conmutativos

d: d d d_

b e s
d ) d; d_,

2o B oo By oo, 2

Teorema 3.55 Los complejos de cadenas sobre R y sus aplicaciones en cadenas con la com-
posicion natural forman una categoria Chaing. Mody es una subcategoria de Chaing, pen-
sando un R-modulo M del modo

M~ (..— {0} —-C=M— {0} — ...
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Definicion 3.56 Dado un complejo de cadenas (C., d), se introducen los R-submodulos de C,,
definidos por

(i) losm-ciclos, Z,,,(C.) = Ker(d,),y
(ii) los m-bordes, B,,(C.) = Im(dy+1).
El m-ésimo R-modulo de homologia de C, se define entonces como el cociente
H,.(C.) = Z,,(C.)/ B (C,).

La homologia mide, por lo tanto, la separacion de un complejo de cadenas de la exactitud. La
homologia total es el R-modulo H,(C.) = € Hm(C.).

meZ

Observacion 3.57 S (C,, d) es exacto en cada dimension, entonces H,,(C.) = 0 para cada
m € Z. Sedice entonces que (C,, d) es un complejo exacto.

Por construccion, paracadam € Z, H,,(C.) esun R-modulo. Toda aplicacion en cadenas
f:C,—C! llevaciclos en ciclosy bordes en bordes, es decir,

falZn(C.)) C Zn(CL) Y fm(Bm(Ci)) C Bn(Co),
asl se concluye
Teorema 3.58 Toda aplicacionen cadenas f: C, — C.. determina una aplicacion en homologia
H.(f): Hi(C.) — H.(C)),

que consiste en un conjunto de homomorfismos, H,,(f): H,,(C.) — H,,(C.), param € Z
dados por H,,,(f)(c + Bm(Cs)) = fm(c) + By (C.),dondec € Z,,(C.).

Asi, para cada m € Z, setiene un functor aditivo (i.e. H,(f + g) = H,(f) + H,(g) para f y
g aplicaciones R-lineales) y covariante H,,,: Chaing — Modp.

Estamos interesados en calcular la homologia de complejos de cadenas asociados con es-
pacios topologicos. Se pueden hacer varias elecciones para complejos de cadenas, algunos
geométricos y otros mas analiticos. Sin embargo, hecha una eleccion, es necesario saber que
clase de aplicaciones en cadenas dan lugar alas mismas aplicaciones en homologia; esto sesigue
de la nocion agebraica de homotopia en cadenas

Definicion 3.59 Una homotopia en cadenas entre dos aplicaciones en cadenas f, g: C., —C.,
es una sucesion de homomorfismos { D,,: C,, — C),, 1 }mez

d d d d_
2, C, N Co -0, C_, =

/D1 fi Hgl /Do fo HQO S Doy fa l[g—l /Do

d d d _
2 Ci 1 C(/) 0 Cl_ ) 1

satisfaciendo para cadam € Z, lacondicion d;,, ., o Dy, + Dy,—1 0 dyy, = frn — g Se denota
por D : f~g.
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Definicion 3.60 Dos complejos C, y C. se llaman homotopicamente equivalentes, si existen
aplicacionesen cadenas f:C,—C. Yy g:C. —C,, quesatisfacen fog ~ 1¢; ygo f ~ 1¢,. Se
dice que g es @ inverso en homotopia de f.

Proposicion 3.61 La homotopia de cadenas es una relacion de equivalencia.

La homotopia de cadenas es compatible con la composicion

Proposicion 3.62 Dadas dos aplicaciones en cadenas f, g:C.—C. y f',¢:C.—C/, tales
que f ~gy f ~qg,entonces f'o f~ g og.

Lema 3.63 Severifica ademas

(i) lasaplicaciones homotopas en cadenasinducen aplicacionesigual es en homologia, esdecir,
s f ~ g, entonces H,,(f) = H,,(g) paracadam € Z;

(i1) los compleos homotopi camente equival entes tienen mbddul os de homol ogia isomorfos.

De manera andloga, puede definirse

Definicion 3.64 Un complejo de cocadenas sobre R es un conjunto C = {(C™,d™) : m € Z}
de R-modulosy R-homomorfismos d™: C™ — C™*!, satisfaciendo d™ o d™~* = 0. Cadad™
se llama un operador derivado. Un elemento de C™ se dice que tiene dimension m. Se denota
por (C*,d).

Observacion 3.65 (C*, d) se suele mirar como una sucesion doblemente infinita
Lo e o L
con la condicion sobre los R-homorfismos I'm(d™~1) C Ker(d™), param € Z.

Definicion 3.66 Dado un complejo de cocadenas C*, se introducen los submodulos de C™
definidos por

(i) losm-cociclos, Z™(C*) = Ker(d,,), Y
(ii) los m-cobordes, B™(C*) = Im(d™ 1),y
Param € 7Z, €l m-ésimo R-mbdulo de cohomologia de C* se define como €l cociente
H™(C") = 2™(C")/B™(C).

La cohomologia mide, por lo tanto, la separacion de un complejo de cocadenas de la exactitud.
Lacohomologia total esel R-modulo H,.(C*) = @ H™(C").

meZ

Observacion 3.67 Si sedefineC,, := C~"yd, = d~" seobtiene un complegjo de cadenasC, y
H=™(C*) = Hp,(C,).
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Observacion 3.68 El paso de la homologia a la cohomologia no es solo un juego de indices:
H*(C*) soporta, como se veramas adelante, ademas de laestructurade R-modul o unaestructura
de anillo graduado, propiedad que no posee la homologia, y que en algunas ocasiones permite
distinguir espacios no equivalentes desde el punto de vista de la homotopia.

3.4 Sucesiones exactas de homologia

Definicion 3.69 Una sucesion exacta (corta) de compleos de cadenas es una sucesion
0o—c e Lo —o0
de complejos y aplicaciones en cadenas, tal que paracadam € Z, la sucesion de R-modulos

(0} — ¢ I~ o, 2o — {0}

es exacta.
En toda esta teoria es muy (til €l lema dela serpiente

Lema 3.70 Sea un diagrama conmutativo de R-modulosy R-homomorfismos con filas exactas

M Lom Lo — {0y

[ 7 [ g [ 7
{0} — N X N 5 N
Laaplicacioné: Ker(d") — Coker(d'),dadapor §(z”) = [h~! o d o g~!(2")] estabiendefinida,
y la sucesion
Ker(d) S, Ker(d) -& Ker(d") == Coker(d') N Coker(d) E, Coker(d"),

(donde f,g,h y k son los homomorfismos inducidos por f, g, h y k respectivamente), es una
sucesion exacta. S f es ademas inyectiva (respectivamente, k es sobreyectiva), entonces f es
también inyectiva (respectivamente, % es también sobreyectiva).

Otro teorema algebraico esencial es el lema delos cinco

Lema 3.71 Sea un diagrama conmutativo de R-modulosy R-homomorfismos con filas exactas

My S My, S My S My S M
O T R T

Entonces
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(i) s d; essobreyectiva, y ds y d, SOn inyectivas, entonces ds es inyectiva;
(i) si d5 esinyectiva, y ds Yy d4 SOn sobreyectivas, entonces d; es sobreyectiva.
Se obtiene entonces la sucesion exacta larga de homologia
Teorema 3.72 Sea una sucesion exacta de comple os de cadenas
o—c Le Lo —o.
Para cadan € Z, existe un homomorfismo de enlace, 6,,: H,,(C!) — H,,—1(C..), definido por
6u(2" + Bo(CL)) = (£ 0 dn o g5 (2")) + Bua(CL),

gue hace de la siguiente sucesion exacta

L m el ™Y m ) ™Y B e A E, ) T

*

Definicion 3.73 Sea (C.,d) un complejo de cadenas y para cadan € Z se considera un R-
submédulo C!, C C,,, td qued, (C!) C C!_,. Asi, tenemos un subcomplejo de (C., d),
(CLd) = (Cy,, dnlcy ez, y se define

Cl:=C/C. = (Cn/Cy,d"), donde d,(x+C,) =dn(x) +C

que se llama complejo de cadenas cociente de C, modulo C..
Observacion 3.74 Como la sucesion de compleos obvia
0O—C —C —CJ/C,— O
es exacta, se tiene la sucesion exacta larga de homol ogia
o H(C)— Ha(C)— Ha(C./CL) 5 Hy i (C)—

Definicion 3.75 Sean (C.,d’) y (C/,d") complejos de cadenas. Se define e complejo suma
directa, (C.,d) := (C.pC!,d & d"),donde C,, =: C] @ C!'y paracadan € Z,y

du(a', ") = (d, ® d}) (@', 2") = (d, ('), d (a").
El teorema de Mayer—Vietoris es una herramienta esencial para realizar célculos en ho-
mologia
Teorema 3.76 Se verifican las siguientes propiedades
(i) dados los complejosC. y C!, paracadan € Z es H,(C, @ C!) ~ H,(C.) ® H,(C!);

(i) si C, esuncomplgjoy C. y C! son subcomplegjos de C.., entonces
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(a) lasucesion © — C.NC! - C.@C! ¢+ ¢! — O, dondei, (z) = (z,—2)y
pu(z,y) =z +y, paran € Z, esexacta;

(b) cuando la inclusion natural j:C. + C” —C, induce, para cada n € Z, un iso-
morfismo H,,(j) : H,(C. + C") — H,(C.), entonces existe una sucesion exacta
larga

. — Ho1(C) 2% Ho(CLNCY) B C.)EP Hn(C!) = Hy(Co)— ... (3.1)

obtenidadel siguientemodo: seconsideranlasinclusiones;’: C,. —C,, j":C! —C,,
i":C.NC'—C.ei":C.NC!—C! ylasucesion exacta

O—cnelSeel bel+cl —o.

La sucesion exacta larga de homologia asociada a la anterior sucesion de complejos
de cadenas es

5n+1 (C/ mC//) Hi( C/ @CN Hn(P (C/ —I—C”) On, o 1(C/ mC//)
y, con las notaciones obvias, induce la sucesion (3.1), donde
pin(x + Bn(C. N CY)) = (i (x) + Bn(C), —in(x) + Ba(CY)),
V(@ + Bn(CL),y + Bn(CY)) = (Jn(2) + 5 (y)) + Bn(Cs),
Ap(z + Bpta(CY)) = bnpa o ]7:-5{1(2) + B,(C.NCY).
La sucesion (3.1) sellama de Mayer-Vietoris.

Hn 1( )

3.5 Caracteristicade Euler-Poincaré

L os siguientes g/ empl os motivan la definicion de aplicacion de Euler-Poincaré

1. sea{0} - V' -V — V" — {0} una sucesion exacta de K -espacios vectoriales (K es
un cuerpo). Si dimg (V') y dimg (V") son finitas, se deduce que dimg (V') también es
finita, y esvalidalaformuladimg (V) = dimg (V') + dimg (V");

2. sea{0} - G’ - G — G” — {0} unasucesion exacta de grupos abelianos. Si ord(G’)
y ord(G") son finitos, ord(G) también es finito, y en este caso es vaida la formula
ord(G) = ord(G') + ord(G");

3. para cada Z-modulo M de dimension finita (es decir, cada grupo abeliano de dimension
finita), secumpleque M ~ Z"@TM,donde TM = {m € M : 3r # 0conr.m = 0}
es el grupo de torsion de M, que es un grupo abeliano finitamente generado. Se dice que
r esel rango de M,y sedenotarg(M) = r. Sea{0} - M' — M — M" — {0} una
sucesion exactade grupos abelianos. Si M’y M” son finitamente generados, entonces M
también es finitamente generado, y rg(M) = rg(M') + rg(M").
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Definicion 3.77 Sea R unafamiliade R-modulosy (T", +) un grupo abeliano. Una correspon-
denciavy: R — T sellamaaplicacion de Euler-Poincaré, cuando

(i) {0} € Ry ¥({0}) =0,
@i)s {0} - M — M — M" — {0} es una sucesibn exacta de R-modulos, cuando
M’ M" € R,esM € R. Entonces, (M) = (M') + p(M").
Ejemplos 3.78 Como casos particulares, setiene

1. s R = K uncuerpo, ¢ = dimg y (I', +) = (Z, +), entonces dim es una aplicacion de
Euler-Poincaré;

2.8 R=7Z,y=ordy (I',+) = (Z,+), entonces ord es una aplicacion de Euler-Poincaré;
33 R=Z,v=rgy(I',+) = (Z,+), entonces rg es una aplicacion de Euler-Poincaré.

Definicion 3.79 Sea ) una aplicacion de Euler-Poincaréy C, un complejo de cadenas, tal que
H,(C.) = {0} paracas todon € Z. Si ¢ esta definida para todos los H,,(C.), se define la
caracteristica de Euler del C,, por
Xo(HC.) =3 (=1)")(H,(C.))-
nez
Teorema 3.80 Sea C, un complejo de cadenasy ¢» una aplicacion de Euler-Poincaré tal que
¥(C,) esta definida para cada n. S ¥(C,) = 0 pct ny ¥(H,(C.)) = 0 pct n, entonces,
xv(HC,) esta definiday es
xu(HC.) = 32 (=1)"(Cy).
nez
Corolario 3.81 Sea C, un complgjo de cadenasy ¢» una aplicacion de Euler-Poincaré tal que
¥ (C,,) esta definida para cada n. S ¢(C,,) = 0 pct n, ¢(H,(C.)) = 0 pct n 'y & complejo es
exacto, entonces la suma alternada delos ¢/ (C,,) es nula, es decir,

> (=1)"(Cy) = 0.

nez

Teorema3.82 Sea O — C. — C, — C! — O una sucesion exacta de complgjos y 1) una
aplicacion de Euler-Poincaré. Sy, esta definida para dos de |os tres complgjos, esta también
definida para el terceroy x, (HC.) = x4 (HC.) + xu(HCY).

3.6 Tensor y Hom

Definicion 3.83 Sean M, N, T tres R-modulos. Unaaplicacion g: M x N — T es R-bilineal
s eslineal en cada argumento, es decir,

glm+m',n) =g(m,n) +g(m';n) 'y g(m,n+n")=g(m,n)+g(m,n)
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y g(r.m,n) = r.g(m,n) = g(m,r.n). Sedenota por Bilr(M x N,T) alafamilia de tales
aplicaciones.

Teorema 3.84 Sean M y N dos R-mbdulos. Existe un par (7', g), con 7' un R-modulo y
g: M x N — T una aplicacion bilineal, tales que

(i) severificala siguiente propiedad universal: paracadaaplicacionbilineal f: M x N — P
existe una aplicacion lineal Unica f:T— Ptalque f = f' o g,
(ii) (T, g) es tnico salvo isomorfismos.
Observacion 3.85 Para construir este R-modulo, se parte del R-modulo libre generado por
M x N, es decir, RM*N) y se considera la aplicacion H: M x N — RM*N) definida por
H(z,y) = e(sy), donde e(, ) es el elemento de RM*N) con un 1 en e lugar (z,y)-ésimoy

ceros en €l resto. Se considera entonces el R-submédulo S generado por los elementos de la
forma

{e(rﬂ’,y) — Clzy) T Ca'y)r Clayty) T Clay) T Cay)s Clray) T TC(zy)s Clary) T r.e(x’y)} :
El producto tensorial es justamente el cociente R/ *N) /S,

Definicion 3.86 Sean M y N dos R-modulosy (T, g) e par que existe por €l teorema 3.84.
T se llama producto tensorial de M y N y se escribe M @z N. De hecho, M ®r N queda
caracterizado, salvo isomorfismo, por la propiedad universal dada en el teorema 3.84.

Observacion 3.87 Sesueledenotar x @y laimagende (x, y) por g. Todoelementoz € M @z N

se escribe como unasumafinitaz = Z(x,- ®y;), dondex; € M ey; € N.
=1

Ejemplos 3.88 Para R = Z, setienen |os siguientes casos

1. setieneel R-isomorfismo Z ®yz, Z,, ~ Z,, definido por k ® [m] = 1 ® [k.m] — [k.m] (de
inverso [m| — 1 ® [m));

2. (2Z) ®7 7 ~ {0}, isomorfismo definido por (2n) ® [m] =1 ® [2n.m] =1 ® 0 = 0, para
m,n € 7,

3. consideramos los grupos Zs y Zs. Sea G un grupo abeliano y una aplicacion bilineal
f:7Z¢ x Zs— G. Seana® y a@® las clases de equivalenciade a € Z en Zg y Zs, respecti-
vamente. Por labilinealidad de f, paraa,b € Z es

f(@,5) = f(aT’,bT%) = abf(1°,T°).

La aplicacion f esta pues univocamente determinada por e valor ¢ = f(1°,1%). Por lo
tanto

6c=6/(1°,T") = f(6°,T") = f(0°.T") =0,

8¢ = 8f(T67T8) = f(T6>g8) = (T6768) = 0.

~
]



26 3. Un poco de A]gebra Homoldgica

Consecuentemente, 2¢ = 8¢ — 6¢ = 0. Y viceversa, seac € G tal que 2¢ = 0. Definimos
lafuncion f: Zg x Zs — G atravésdelarelacion f(aﬁ,ES) = abc, queestabiendefiniday
esbilineal. Asi, existe una correspondencia biunivocaentre los grupos Bilz(Ze x Zs, G)
y Homz(Z2,G) = {¢ € G : 2¢ = 0}, con lo que, por el teorema 3.84, se tiene el
isomorfismo Zg ®7, Zg ~ 7o,

4. consideramos G un grupo abeliano y unaaplicacion bilineal f:Zs x Z, — G. Razonando
como en el caso anterior, paraa,b € Z €s f(65,57) = abc, donde ¢ = f(1°,17). Por
lo tanto: 5¢ = 0, 7c = 0, con lo que 15¢ = 3(5¢) = 0y 14c = 2(7c) = 0, asi que
¢ = 15¢ — 14¢ = 0. En definitiva, Bilz(Zs x Z,G) = 0, con lo que, Zs ®z, Z; = 0;

5. engenerd, Z,, ®7 Zyn, ~ Zm ), donde (m, n) denota el méaximo comin divisor entre m y
n, y S son relativamente primos es 0;

6. consideramos los grupos Z,, ¥ Q. Sea GG un grupo abeliano y una aplicacion bilineal
f:Z, x Q—G. Seana, p,q € Z con q # 0. Resultaahora

)=o) L) ()
q qn qan qan

conloqueZ, @7 Q = 0;

7. masen general, si G es un grupo abeliano divisible por n (es decir, paracada g € G, existe
g € G, tal queng’ = g), resultaque Z,, 7 G = 0. Como gemplos de grupos divisibles

por 2tenemos{62””/2'“ ‘n€ Z} 0 {2% p k€ Z}.

Ejemplo3.89 S M esun R-modulo detorsiony N esun R-modulo divisible (i.e. para cada
r€ Rnonuloym € M, existem’ € M conr.m’ = m), entonces M ®r N = 0. Por gemplo

() Q/Z®zQ/Z =0,
(i) paracadap primo Z, @z Zy~ = 0, donde Zy< = > Zy».
neN
Proposicion 3.90 Sean M y N R-mbdulos, entonces

(i) si {m;}icr y {n;};es generan M y N respectivamente, entonces {m; ® n; }cr jc; genera
M ® N,

(i) s M y N son R-modulos libres, de bases {m; }ic; y {n;};c; respectivamente, entonces
M ® N eslibredebase {m; ®n;}icr jes. Enparticular, cuando tenga sentido, se verifica
quergr(M @ N) =rgr(M)rggr(N).

Proposicion 3.91 Sean M, N, Py {M, : i € I} R-modulos. Setienen los siguientes isomorfis-
mos

()M ®r N > N ®pM,dadopor t @y — y ® x;
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(i) (M @g N) @g P = M ®p (N ®p P), dadopor (z ® y) @ p — 2 ® (y @ p);

(i) P (M; @ P) > (@MZ) ®r P, dado por (z;)ic; @ p — (2 @ picr;

i€l el
(ivy Reg M = M, dadopor r ® x — r.z,ydeinversoz — 1 ® x.

Observacion 3.92 El primer ggemplo de producto tensorial no trivial por unanillo R, M @z N,
esel siguiente: sea K un cuerpo y consideremos los polinomios en unay dos variables sobre el
cuerpo K[X]y K[X,Y]. Sabemos que existe un isomorfismo

K[X]®k K[X] ~ K[X] @k K[Y] ~ K[X,Y],

através de laaplicacion p(z) ® q(y) — p(x)q(y), cuyainversa se escribe teniendo en cuenta
que todo polinomio en K[ X, Y] es sumade polinomios en variables separadas.
Sin embargo, la proposicion 3.91 dice que

K(X) ©x1x) K[X] ~ K[X] # K[X.Y].

Definicion 3.93 Sean M, M’, N, N’ R-modulosy f: M — M’, g: N — N’ R-homomorfismos
de R-modulos. Se puede definir e R-homomorfismo f ® g: M @ g N— M’ ®g N, por
(f®g)(m&@mn) = f(m)® g(n).

Observacion 3.94 Dados dos R-modulos M y N, sean
M®R—CMOdR—>MOdR, N — M &g N, '(ﬁ—>ZdM®77b,

—®RN2MOdR—>MOdR, M—>M®RN, w—>w®ld1\[,
que son dos functores covariantes. Tenemos también un bifunctor

—®R—SMOdRXMOdR—>MOdR, (M,N)—>M®RN
Podemos definir también el functor Hom, por
Homgp(M,—):Modr —Modg, N — Homg(M,N), o — ., ¢.(a):=1¢oa,

Hompg(—,N):Modr—Modgr, M — Homgr(M,N), ¢ — ¢ ¢ (B):=0op.

Asi, Homgr(M,—) es un functor covariante y Hompg(—, N) uno contravariante. Tenemos
también un bifunctor

HOmR(—,—)IMOdRXMOdR—>MOdR, (M,N)—>H0mR(M,N)

Entre los bifunctores Hompg Yy ®r existe una estrecharelacion

Lema 3.95 Existe una equivalencia natural entre los tri-functores

HomR(— ®R—,—)Z(MOdRXMOdR)XMOdR—>MOdR Yy
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HomR(—,HomR(—, —))2 Modpg x (MOdR X MOdR)—>MOdR
donde para cada terna de R-modulos M, M,, N, existe un isomorfismo
Hompg(M, ®p My, N) ~ Homg(My, Homg(Ms, N)) ~ Bilg(M; x My, N),

que conmuta con los R-homomorfismos M, — M, My — Mj, N — N'.

Definicion 3.96 Un functor ': Modr — Ab se dice aditivo, si dados dos R-moédulos M y N
y dos aplicaciones R-linedles f,g € Homr(M,N),esF(f + g) = F(f) + F(g).

Corolario 3.97 Sea I': Modr — Ab un functor aditivo. Entonces

(i) para cada par de modulos M y N, laaplicacion nula 0: M — N estal que F'(0) = 0,
(i) es F({0}) = {0}.

Lema3.98 Sea F:Modr — Ab un functor aditivoy M = M, ®...® M, € Modi. En-
tonces F(M) = F(M,) & ... D F(My).

Definicion 3.99 Un functor aditivo F: Modp — Ab se [lama exacto, s F' |leva sucesiones
exactas en sucesiones exactas.

Ejemplos 3.100 El agebra homologica proporciona muchos egjemplos donde estos functores
son exactos, pero también existen gran cantidad de contragjemplos

1. Homg(M, —) no esexacto en general: sead functor Homy(Z,, —) y lasucesion exactade
Z-mbddulosZ — Z, — {0}. Setiene que Homz(Zs,7) = {0}. Por otro lado,

HO?TLZ(ZQ,ZQ) ~ Z2 ?é {O}

Asi, {0} = Homg(Zs,Z) — Homz(Za,Zs) ~ Zy — {0} no puede ser una sucesion
exacta, esdecir, Homyz(Z,, —) no es un functor exacto;

2. Hompg(—, N) tampoco esexactoengenera: seael functor Homz(—, Z)y lasucesion exacta
deZ-modulos, {0} — Z — Q. Setieneque Homz(Z,Z) ~ 7Z,pero Homz(Q,Z) = {0};

3. N®r —y — ®gr M no son en general exactos. |os dos functores se comportan igual, por la
Simetriade — @ —. Dado Z, ®z —, lasucesion exacta {0} — Z X2, 7, setransformaen

lasucesion {0} — Zs 22, T, gue no es exacta, porque la multiplicacion por 2 lleva Z,
en {0}.

Definicion 3.101 Sea F': Modiz — Ab un functor aditivo y covariante. F' se dice exacto a
izquierda S para toda sucesion exacta de R-moédulos {0} — M’ — M — M", setiene la
sucesion exacta {0} — F(M') — F(M) — F(M"). F sedice exacto a derecha si para
toda sucesion exacta de R-modulos M’ — M — M" — {0}, se tiene la sucesion exacta
F(M') — F(M)— F(M") — {0}.
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Definicion 3.102 Sea G: Modz — Ab un functor aditivo y contravariante. G se dice exacto
aizquierda s para toda sucesion exacta de R-modulos M’ — M — M" — {0}, setiene
la sucesion exacta {0} — G(M") — G(M) — G(M’). G sedice exacto a derecha s para
toda sucesion exacta de R-moédulos, {0} — M’ — M — M", setiene la sucesion exacta
GM") - GM)— G(M'") — {0}.

Proposicion 3.103 Sea N un R-modulo. Entonces
(i) losfunctores Hompg(—, N)y Homg(N, —) son exactos a izquierda;
(i) losfunctores — @ Ny N ®g — Son exactos a derecha.
L as anteriores propiedades dan lugar a las definiciones siguientes
Definicion 3.104 Un R-mbdulo N sellama
(i) inyectivo, cuando Hompg(—, N) es exacto;
(ii) proyectivo, cuando Hompg(N, —) es exacto;

(iii) [lano, cuando N ®p — es exacto.

L os anteriores conceptos estan relacionados
Lema 3.105 Sea M un R-modulo. Severifica

(i) M esproyectivosi y solosi essumando directo deun R-modulo libre, i.e. existe un conjunto
deindicesy un R-modulo N, talesque R\ = M & N salvo isomorfismos de R-modulos;

(if) s M eslibre, entonces es proyectivo;
(iii) si M es proyectivo, entonces es llano.
Ejemplos 3.106 Veamos contragjemplos para las anteriores propiedades

(i) un modulo proyectivo no es necesariamente libre: s R = Zg, entonces N = 27 /67 'y
M =37/6Z sonidedlesde R, M@ N = Ry M NN = {0}. N es proyectivo, por ser
sumando directo de un modulo libre, pero no eslibre pues no es de laforma R\,

(i) aunque Q es un Z-mbodulo llano (e inyectivo), no es ni proyectivo ni libre;

(iii) Z esZ-libre (por lo tanto, proyectivo y llano), pero no esinyectivo, pueslasucesion exacta
{0} - Z — Q — Q/Z — {0} noinduce otra exacta

{0} = Homz(Q/Z,7Z) — Homz(Q,Z) — Homz(Z,7) — {0};
(iv) Zo €s un Z-modulo inyectivo, pero no es llano, pues la sucesion exacta obvia dada por
{0} — Z X3 Z — 7/27Z — {0} no induce otra exacta



30 3. Un poco de A]gebra Homoldgica

Para R-modul os inyectivos, se cumple
Lema 3.107 Severifican las propiedades

(i) un R-mddulo N esinyectivosi y solosi toda sucesibn exacta de R-modul osy R-homomor fismos
0— N — M; — M, — 0 escinde;

(ii) si {M; : i € I} esunafamilia de R-modulosy EHM; es un R-modulo inyectivo, entonces
cada M, loes; !

(iii) s {M; : © € I} esunafamilia de R-mbdulos, entonces HMi es un R-modulo inyectivo si
y solo si cada M; lo es; !

(iv) un grupo abeliano G esdivisible si y solo si es Z-inyectivo;

(V) un sumando directo de un R-modulo inyectivo es inyectivo;

(vi) criterio de Baer: un R-modulo N es inyectivo s y sblo para todo ideal I de R y toda
aplicacion R-lineal a: I — N, o se extiende a R.

Ejemplos 3.108 Se verifica
() Q/7Z es Z-inyectivo;
(il) Zy esZ-inyectivo paratodo p primo;

(iii) un R-submodulo de un modulo inyectivo no lo es en general: Q esZ-inyectivoy Z no lo
€s.

Para R-modul os proyectivos, se cumple
Lema 3.109 Severifican las propiedades

(i) un R-mbdulo N es proyectivo s y solo s toda sucesion exacta de R-modulos y R-
homomorfismos0 — M; — M, — N — 0 escinde;

(i) todo R-mbdulo que sea sumando directo de un R-mbdulo proyectivo, es proyectivo;

(iii) s {M; : i € I} esunafamilia de R-modulos, entonces @ M; esun R-modulo proyectivo
sy sblo s cada M; lo es, !

(iv) si {M; : i € I'} esunafamiliade R-modulosy [ [M; esun R-modulo proyectivo, entonces
cada M, loes; !

(v) s R esuncuerpo, M es R-libresi y sblo si es proyectivo.
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Ejemplos3.110 Se verifica
(i) e cocientedeun R-mddul o proyectivo no esen general proyectivo: porgemploZ/nZ = Z;
(i) un R-submodul o de un moddul o proyectivo no tiene porque ser proyectivo: s R = M = Zy,
M es proyectivo, pero N = 2Z4 nolo es.
Para R-modulos Ilanos, se cumple
Lema 3.111 Severifican las propiedades

(i) un R-mbdulo N es llano s y solo dado un R-homomorfismo inyectivo f: M; — Mo,
entonces 1y ® f: N ® M; — N ® M, estambién inyectivo;

(i) un sumando directo de un R-modulo Ilano esllano;
(iii) s {M; : i € I'} esuna familia de R-modulos, entonces EPM; es un R-modulo llano si 'y

i€l
solo si cada M lo es.

Ejemplos 3.112 Se verifica
() R esllano como R-mbdulo;

(ii) el cociente de un R-mddulo Ilano no es en genera Ilano: por gemplo Z/nZ = 7Z,, no es
Ilano como Z-modulo.

3.7 LosfunctoresExty Tor

Definicion 3.113 Sea M un R-modulo. Unaresolucion de M es un complejo de cadenas F,
For MR AR TSR (o)
y un homomorfismo e: F, — M tal que la sucesion

d dp—
Lenp i E S R S M—{0)

es exacta, es decir, H,(F,) = {0} paacadan > 0y Ho(F.) — M. Denotaremos la
resolucion por (F., d., ¢). (F., d., €) sedice proyectiva (respectivamente, libre), si todoslos F,,
son R-modul os proyectivos (respectivamente, libres).

Teorema 3.114 Todo R-mbdulo posee una resolucion libre.

Observacion 3.115 El médulo M; = Ker(e) sellamaprimer R-modulo de “ syzygies’ de M
y sedenota syz; (M ). En general, dada

dnl dn dnfl d
LB, S By s By = M—{0}
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una resolucion proyectiva (respectivamente, libre) de M, se denota
syzn(M) = syz(syz,—1(M)) = Ker(d,_1),

a n-esimo R-modulo de “syzygies’ de M. Al menor nUmero natural d > 0 para e que
syzq(M) es proyectivo, se le llama dimension proyectiva de M, y se denota pdim(M). Se
define syzo(M) := M. Por lo tanto, M es proyectivo cuando pdim (M) = 0. En general,
pdim(M) = d < oo, cuando M tiene unaresolucion proyectivafinita

{0} = Pp—...— P — B— M— {0}.

Observacion 3.116 El teorema de syzygies de Hilbert afirma que para cada cuerpo K, todo
Klzy,...,x,]-mbdulo M estal que pdim (M) < n.

Observacion 3.117 La palabra “syzygi€” viene del griego ov(ryia, y significa conjuncion,
union.

Teorema 3.118 Sea f: M — M’ unhomomorfismo de R-mbdulosy P, P. resol uciones proyec-
tivas de M y M’ respectivamente. Existen homomorfismos (salvo homotopia) F.: P, — P.y
se obtiene el siguiente diagrama de cuadrados conmutativos

wropodoop o B A p S M S {0}
[Fn [Fnl [Fl [FO [f
pop Sop B A e S gy

Corolario 3.119 Sea M un R-mbdulo. Dos resoluciones proyectivas de M, P, y P., son
homotbpi camente equivalentes.

Lema3.120 Sea {0} — M’ — M — M" — {0} una sucesion exacta de R-modulos. Existe
una sucesion exacta de resoluciones libres O — F. — F, — F! — O, de modo que €

*

siguiente diagrama de filas y columnas exactas conmuta

{0} {0} {0}
T T

1
{0} - M —- M — M — {0}
7 7 7
{0}y - K — K — F — {0}
7 7 7

{0y - H - KA — F — {0}
1 1 1
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Observacion 3.121 Dados M y N dos R-modulosy
B py 2 p I py S M—— {0}

unaresol ucion proyectiva(respectivamente, libre). Sepuedehacer actuar —2r Ny Hompg(—, N)
sobre P, y se abtienen los dos complejos

P.ogN: ... " p o, N Y p o, N Y P o N2 (0}

*

HOmR<P*7N> : {0} d—8> HOTTLR(PO,N) & HomR(Pl,N) A o

el primero es un complejo de cadenasy el segundo de cocadenas. No son complgjos exactos en
general, porque — ®g Ny Hompg(—, N') no son functores exactos en general. Laexactitud de
éstos se describe através de los functores Ext y Tor

Definicion 3.122 Sean M y N dos R-mbédulosy P, unaresolucion proyectivade M. Paracada
n € N, sedefine el R-modulo TorZ(M, N) como

Tor®(M,N) := H,(P, ®r N) = Ker(d, ® idy)/Im(d,,1 @ idy)
y e R-modulo Ext} (M, N) como
Exth(M,N) = H"(Homgr(P,N)) = Ker(d;,)/Im(d;,_,).

Por e corolario 3.119, Tor y Ext estan definidos salvo isomorfismo, y no dependen de la
resolucion elegida para M.

Lema 3.123 Sean M, N dos R-modulosy n € N. Entonces, T'or*(M, N) ~ TorE(N, M) es
un isomorfismo natural.

Se verifican las siguientes propiedades para T'or
Proposicion 3.124 Sean M, N dos R-mbdulosy n € N. Se verifica
(i) Tor®(—,—):Modr x Modr — Modp es un bifunctor, covarianteen M y N;
(i) setienen losisomorfismos
Tor(M,N @ N') ~ Torl (M, N) P Tor (M, N")y
Tor (M @ M',N) =~ Torl (M, N) @ Tor(M',N);

(iii) existe una equivalencia natural ~ Torl{(M, N) ~ M ®@g N;
(iv) s M o N son llanos, entonces

M®rN sSn=0

Tor® (M, N) :{ (0} S0
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Se otiene la sucesion exacta larga del functor Tor

Teorema 3.125 Sea M un R-mbduloy {0} — N’ — N — N” — {0} una sucesion exacta de
R-mbdulos. Existe una sucesion exacta natural y larga

.. — Torf(M,N") — Torf (M, N") — Torf(M,N) — Torf{(M,N") —
— M®r N — M®@r N — MerN"— {0}.
Corolario 3.126 Sea M un R-modulo. Las siguientes condiciones son equivalentes
(i) M esllano,
(ii) para cada R-modulo N, es Torf (M, N) = {0},

(iii) para cada R-modulo N y cada nimero natural n > 1, esTorZ (M, N) = {0}.

Corolario 3.127 Sea N un R-mbduloy {0} — M’ — M — M" — {0} una sucesion exacta
de R-mbdulos. Existe una sucesion exacta natural y larga

.. — Torf(M",N) — Torf(M',N) — Torf(M,N) — Torf'(M", N) —
— M g N - M @pr N — M" @p N — {0}

Ejemplos3.128 Sea N un Z-mbdulo, entonces

1
Z®zN~N sSn=0

{0} sn#0

2. seak € 7Z — {0}. Setienelasiguiente sucesion exacta

TorX(Z,N) = {

{0 —z--57 — 7 — {0},
y se obtiene unaresolucion libre de Z;,. Asi,
TorZ(Z,,N) = {0}, para n>2,
Tor%(Zy,N) ~ Zy @z N ~ N/kN,
Tor®(Zy, N) = Ker (Z ®z N &4y 7 ®ZN> ~ Ker(N Xk, N).

Asi, Tor%(Z;,, N) ~ {n € N : k.n = 0}, puede verse como la k-torsion de N. Y es
Tor®(Zy,, N) = {0}, cuando paran € N — {0} esk.n # 0.

Definicion 3.129 Un ideal del anillo R es un subgrupo 7 de (R, +), tal que paracadai € 1y
r € R,esr.i € 1. Unideal delaforma{r.i : r € R} coni € Resunideal principal. Un anillo
cuyos ideales son principales se llama anillo de ideales principal es.
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Observacion 3.130 Si R esun anillo de ideales principales, cada submodulo de un R-moédulo
libreeslibre. Asi, cada R-modulo M tiene unaresolucion libre, que esalo sumo delongitud 1,

(0} — ;- Fy = M — {0},

es decir, pdim (M) < 1. Y entonces, obtenemos Tor?(M, N) = {0} y Extf(M, N) = {0},
paran > 2.

Se verifican las siguientes propiedades para Ext
Proposicion 3.131 Sean M y N dos R-mbdulos; entonces

(i) paracadan € N, Ezt},(—, —): Modr x Modr — Modg es un bifunctor, contravariante
en M y covarianteen V;

(ii) se tienen los isomorfismos
Ext}(M,N@ N') ~ Ext(M,N) @ Extf(M,N') 'y
ExtB(M@ M',N) ~ Extf (M, N) @ Exti(M',N);
(iii) setiene una equivalencia natural Ext%(M, N) ~ Hompg(M, N);
(iv) sl M esproyectivo 0 N esinyectivo, entonces paracadan € N, es

Homp(M,N) Sin=0
{0} sn+#0

Ejemplo 3.132 Sea K un cuerpo, M := K[z] = P Kz" una suma directa de K-modulos.
neN

Exth(M,N) = {

Sea K|[z]] = {Zrnx” CTy € R} el anillo de las potencias formales sobre K. Entonces,
neN

setiene e isomorfismo K [[z]] — Homy(K|[z], K), que asociaa » _ s,z" el homomorfismo
neN
erxj — Zsjrj .Y
=0 =0

Homg (D Ka", K) = Homg (K (2], K) ~ K|[z]] ~ K.
neN
Por otro lado,
P Homy (K", K) ~ P K = K.
neN neN

Por lo tanto, @ Homy (Kz", K) € Hom(@ Kz", K), pero no coinciden.
neN neN
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Se obtiene la sucesion exacta larga del functor Ext

Teorema 3.133 Sea M un R-moduloy {0} — N’ — N — N” — {0} una sucesion exacta
corta de R-modulos. Existe una sucesion exacta natural y larga

{0} - Homp(M,N') — Homgr(M,N) — Homgr(M,N") —
— Bt (M, N') — Extp(M,N) — Extp(M,N") — Exth(M,N') — ...
Y Una sucesion exacta larga natural
{0} = Hompg(N", M) — Homgr(N, M) — Homgr(N', M) —
— Exth(N", M) — Extiy(N, M) — Extp(N', M) — Extsh(N”, M) — ...



Teoria singular

Estamos en €l ciclo de los nervios.

El masculo cuelga,

como recuerdo, en 10s museos;

mas no por eso tenemos menos fuerza:
el vigor verdadero

reside en la cabeza.

“Arte poética’
Vicente Huidobro (1893-1948)

4.1 Preiminaresafines

Definicion 4.1 Un subconjunto A del espacio euclideo R™ esafin, si paracadax,y € A, larecta
por x ey estacontenidaen A. Y esconvexo, si el segmento por = ey estaen A.

Observacion 4.2 Todo conjunto afin es convexo. El vacio y 1os puntos son trivialmente afines.

Teorema 4.3 Sea {X;},c; una familia de subconjuntos de R" convexos (respectivamente,
afines), entonces ﬂ X estambién convexo (respectivamente, afin).
jeJ
Tiene sentido hablar del subconjunto convexo (respectivamente, afin) en R™ generado por

X C R™, esdecir, lainterseccion de los subconjuntos convexos (respectivamente, afines) de R”
conteniendo a X

Definicion 4.4 La envolvente convexa de X es € subconjunto convexo generado por X y se
denota por [X], y existe, pues R™ es &fin, luego convexo.

Vamos adescribir e conjunto [ X ], para X finito

Definicion 4.5 Una combinacion afinden + 1 puntos p, . . ., p,, € R™, esotro punto = € R™,
x = topo + ...+ tmpm, dondety + ... +t,, = 1. Una combinacion convexa es una afin, para
laquet; > 0, paracadai € {0,...,m}.

Teorema 4.6 S {po,...,pm} C R™, entonces e conjunto convexo formado por esos puntos o
m-simpliceafin devértices{po, . .., P} [Po; - - -, Pm], €Sl familia de todas las combinaciones
lineales convexasde p, . . ., pim.-

37
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Corolario 4.7 El conjunto afin generado por {po, . ..,pn} C R", consiste en todas las combi-
naciones afines de esos puntos.

Definicion 4.8 Un conjunto ordenado de puntos sellamaafinmenteindependiente, si el conjunto
{p1 — po, P2 — Po, - - -, Pn — Po} €Slinealmente independiente en el espacio vectorial real R,

Observacion 4.9 Todo subconjunto linealmenteindependientedeR™ esafinmenteindependien-
te; el reciproco no es cierto, pues un conjunto linealmente independiente junto con el origen, es
afinmente independiente.

Ejemplos 4.10 Setienen los siguientes ejemplos

1. {po} esafinmente independiente, pues no existen puntos delaformap; — p, parai # 0y €
conjunto vacio () es linealmente independiente;

2. {po, p1} esafinmente independiente, s py # p1;
3. {po, p1, p2} esdafinmente independiente, si |0s puntos no son colineales;

4. {po, p1, P2, p3} €s afinmente independiente, si |0s puntos no son coplanarios.

Teorema 4.11 Sobre un conjunto ordenado de puntos {pq, . . ., p, } C R", son equivalenteslas
siguientes condiciones

() {po, - - ., pm } esafinmente independiente;

(ii) s {so,...,sm} C R satisface la relacion sopg + ... + Smpm = 0y so+ ... + s, = 0,
entonces sy = ... =S, = 0;

(iii) para cada x € A, e conjunto afin generado por {po,...,pm} C R, tiene una Gnica
expresion como una combinacion afinx = topy + ... + typpm Yo + ...+t = 1.

Corolario 4.12 La “independencia afin” es una propiedad del conjunto {py, ..., p,} C R",
gue no resulta del orden dado.

Corolario 4.13 S A esd conjunto afindeR™ generado por €l conjunto afinmenteindependiente
{po, ..., pm} C R™, entonces A esun trasladado de un subespacio vectorial V' m-dimensional
deR", A =V + xq, paraalgin xzy € R".

Definicion 4.14 Seael conjunto afinmenteindependiente{p, . .., p.,n} C R™yseaA e conjunto
afin generado por esos puntos. Si z € A, por el teorema 4.11, sabemos que existe una Gnica
(m—+1)-tupla, (to, t1,...,ty,), ta quetg+. .. +t,, = 1ytopo+...+tnpn = x. Loscoeficientes
de esta (m + 1)-tupla, se llaman coordenadas baricénticas de x, relativas a conjunto ordenado
{po, - -.,pm}. Estas coordenadas no dependen del espacio ambiente R".

Proposicion 4.15 S {py, ..., pm} C R™esunconjunto afinmenteindependiente, entonces cada
x € [po, - .., pm) tieneunaexpresion Unicadelaformax = topo+. . . typm, CONto+. . . +t, =1
yt; >0,i€{0,...,m}.



39

Definicion 4.16 S {po, ..., pn} C R™ esun conjunto afinmente independiente, el baricentro
de [po, ..., pm] €S m#ﬂ(po + ...pm) €sdecir, su centro de gravedad.

Ejemplos4.17 Algunos g emplos de baricentros son
1. po es el baricentro de [py|;
2. ¢ baricentro del segmento [po, p;] esel punto medio de este segmento, £ (po + p1);

3. el baricentro de [py, p1, po] (tringulo de vértices py, p1 Y po, €ON SU interior) es el punto
%(po + p1+ p2);

4. el baricentro de [po, p1, p2, ps] (tetraedro solido de vértices po, p1, p2 Y p3) €s € punto
i(po + p1 + p2 + p3). Lacaratriangular opuestaap;, consiste en los puntos cuyai-ésima
coordenada baricéntricaes 0;

5. paai=1,...,n,9¢=(0,..., (i), ...,0) Cc R*™ los{ey, . . ., e, } sonafinmenteindepen-
dientes (incluso linealmente independientes). e, .. ., e,,| consiste en las combinaciones
lineales convexas = = tpeg + ... + t,e,. EN este caso, las coordenadas baricéntricas y
cartesianas coincidenyy [ey, . . ., e,] = A, esel simplice geométrico estandar.

Definicion 4.18 Sea una familia de puntos afinmente independiente {po, ..., pn} CR"y Ad
conjunto afin generado por ellos. Una aplicacion afin 7: A— R* (paraalgin k& € N), esuna
funcion satisfaciendo T'(topo + - - - + timpm) = toT(po) + - - .+t (), pAaty+ ... +t,, = 1.
Larestriccionde T a[po, . . . , pm] Se llamatambién una aplicacion afin.

Observacion 4.19 Las aplicaciones afines preservan combinaciones afinesy por lo tanto, com-
binaciones convexas. ES claro que una aplicacion afin esta determinada por sus valores sobre
un conjunto afinmente independiente, su restriccion a un simplice se identifica pues por sus
valores sobre |os vértices. Por otro lado, la unicidad de las coordenadas baricéntricas relativas
a{po,---,pm}, prueba que una tal aplicacion afin existe, porque la férmula dada esta bien
definida.

Teorema4.20 S [po, ..., pm| € Un m-simplice, [qo, - - -, g,] €S un n-simplice y se tiene una
funcion arbitraria f: {po,...,pm}—1[q0, .- ., qn], €ntonces existe una Unica aplicacion afin
T:[po,---yPm|— [q0,---,qn], t&l queT(p;) = f(p;), paracadai € {0,...,m}.

4.2 Teoriasingular

Se consideraun producto numerable de copiasdeR, [[ R = R* con latopologiade Tychonoff,
neN

(n .

y paracadan € N, losvectoreseg = (0,0,...,0,...) Y e, = (0,..., 1),...,0, ...). ldentifi-

camos R™ con &l subespacio de R*> que posee todas | as componentes mayores que n nulas. Para
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cadan > 0, sea A,, € n-simplice geométrico estandar, es decir, el espacio afin generado por
€0, €1, €2, . . . €. ASl, Ag €sun punto, A; esel intervalo unidad, A, esun triangulo (incluido su
interior), As esun tetraedro, etc.

Observacion 4.21 A,, eshomeomorfo a disco cerrado unidad D", paran > 0.

Definicion 4.22 Sean py, p1, . . ., p, puntos linealmente independientes en un espacio afin E.
Sea f:R™ — FE laUnicaaplicacion afin que llevae; en p;, parai € 0,1,...,n. Larestriccibn
de faA,, f|a,,Sedenotapor (pop: .. .pn). Enparticular, (epe; .. .e,) = 1a,, Sedenotas,,.

Definicion 4.23 Sea X un espacio topologico. Un n-simplice singular en X, es una aplicacion
continua f: A,, — X. Esdecir, un O-simplice singular puede identificarse con un punto en
X, un 1-simplice singular puede pensarse con un camino en X, un 2-simplice singular es una
aplicacion del triangulo estandar en X, etc. Observar que f(A,,) puede incluso degenerar en un
punto.

Vamos a aprender a sumar y restar estos simplices de manera puramente formal. Para€llo,
consideramos un anillo conmutativo unitario R; tendremos en mentelosanillosZ, Z;, Q, Ry C

Definicion 4.24 Se considera S,,(X; R), € R-modulo libre generado por los n-simplices sin-
gulares, es decir

Sp(X;R) = {Zna.a ;o0 esn —simplicesingular, n, € R, n, =0 pcto}, sin>0

Su(X;R) = {0}, sin<0.

La Gnicamanera de que unatal suma sea nula, es que |o sean todos sus coeficientes. S,,(X; R)
es el R-modulo de las n-cadenas singulares.

Sin > 0, sedefinepara0 < i < n, laaplicacion afin, ' : A,,_; — A,,, donde
el = (egey...6 .. .e,), €SMECH,

€n(€]) - { €jt1 Sl] Z i }7
asl, ¢! llevael (n — 1)-simplice A,,_; homeomorficay afinmente sobre la cara (desde el punto

de vista geométrico usual) opuesta al vérticee; en A,,. Y, en €l caso singular

Definicion 4.25 Si o esun n-simplice singular en X, se define lai-ésima cara, o) de o, como
el (n — 1)-simplice singular definido por o o £ . En particular, ¢ = (5,)®.

Por el momento, sblo hemos considerado caras no orientadas

Definicion 4.26 Lafrontera deun n-simplicesingular o, esla (n — 1)-cadenasingular definida

n

por 9,(c) = Y " (—1)'0'", es decir, eslasumaformal de sus caras, dotadas de signo.
=0
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Ejemplos 4.27 Algunos g emplos de fronteras, son

1. la frontera del 2-simplice (epeie2) €S Oa(eperea) = (ere2) — (epea) + (eper) y puede
interpretarse como la suma algebraica de los bordes del triangul o estandar, con los signos
elegidos de modo gque se empieza por ey Y Se viga alrededor de un lazo hasta volver a
llegar a e (aunque no es un lazo, sino una sumaformal, con signos, de tres caminos);

n

2.5 X esunespacio afiny o = (pop: - . . p,), entonces (o) = > (1) (pop1 - - - Pi - - - Pn)-
1=0

Observacion 4.28 Por linealidad, se puede extender € operador frontera a un homomorfismo
de R-modulos, 9,,: S,,(X; R) — S,,_1(X; R), donde 9, (an ) = 1,.0,(0)

Lema4.29 S j < i, sedalaigualdad ¢’ o ¢/, =l oA, — Apyy.

El operador frontera es idempotente, en el siguiente sentido
Lema4.30 Paracadan > 0,es0, o 0,41 = 0, esdecir, Im(0,4+1) C Ker(0,).

Tenemos asi el complejo de cadenas singulares (S.(X; R), 0), donde
L S XGRS S (X5 R) S S, (X R) — .. B SI(XGR) 2 So(X R) 2 {0).

Definicion 4.31 Una n-cadena singular ¢ € S, (X; R) es un n-ciclo, s d,(c) = 0, es decir,
c € Ker(0,). Y s existed € S,11(X;R), td que@nH( ') = ¢, sedice que ¢ es un n-borde;
de otro modo, ¢ € Im(9,.1). S se denota por Z,(X; R) € conjunto de los n-ciclos'y por
B,,(X; R) € conjunto de los n-bordes, claramente ambos son submodulosde S,,(X; R),y asu
vez B, (X; R) esun submodulo de Z,,(X; R).

Se define la siguiente relacion de equivalencia sobre S, (X; R)
C1 ~ Cy S existe C3 € Sn+1(X; R) ta quecy —co = 8n+1(03),

esdecir, S ¢; Y ¢, difieren en un borde, esto es, ¢; — ¢, € B,(X; R). Ental caso, sedice que ¢;
y ¢, son n-cadenas homologas.

Definicion 4.32 Como B,,(X; R) es un submodulo de Z,(X; R), tiene sentido hablar del R-
modulo cociente, H,,(X; R) = Z,(X; R)/B,.(X; R), y se llama n-ésimo R-modulo de ho-
mologia singular de X. Lahomologia total de X es

H.(X;R) = @H.(X;R) = @H.(X;R).

nez n>0

Observacion 4.33 Esdecir, lahomologiasingular eslahomologiadel complejo de las cadenas
singulares H,,(X; R) := H,(S.(X; R)).
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Se verificael axioma de dimension
Lema4.34 S X sereduce a un punto,

R sn=0

Hy (X5 R) = { 0 enotrocaso

Definicion 4.35 X sellamaaciclico, s H,(X; R) = 0, paran > 0.

Proposicion 4.36 Sea { X, : A € A} € conjunto de las componentes conexas por caminos de
X. Entonces, para cadan > 0, existe un isomorfismo canonico

H,(X; R) ~ @ H,(Xy; R).

AEA

Lema4.37 S X esconexo por caminos, Hy(X; R) ~ R.

Proposicion 4.38 En las condiciones de la proposicion 4.36, Hy(X; R) ~ €D R, es decir, €
AEA
R-mbdulo libre con tantos generadores como componentes conexas tiene X .

Observacion 4.39 Teniendo en cuenta la proposicion 4.36, se puede suponer a partir de ahora
que X es conexo por caminos.

Nuestro siguiente objetivo, es probar que H,,(—; R) es un functor de Top en Modg. Sea
para€ello f: X — Y continuay o: A, — X un n-simplice, entonces, foo: A, —Y esun
n-simplice en Y. Si se extiende esta aplicacion linealmente, tenemos un homomorfismo de

grupos S, (f): S,(X; R) — S,(Y; R), definido del modo S,,(f) <an.a> = n,.(foo).
Y severifica 0 0

Lema4.40 S f: X — Y escontinua, entonces paran > 0, es S, _1(f) 00X = 0¥ o S,.(f).
Lema4.41l S f: X — Y escontinua, entonces paran > 0, s

Sn(N)(Zn(X5R)) C Zu(Y5R) Yy Sa(f)(Ba(X; R)) C Bu(Y; R).

Del lema anterior, se deduce facilmente
Teorema 4.42 Paran > 0, H,(—; R) esun functor covariante de Top en Modp.
Cada R-modulo de homologia es un invariante del espacio X

Corolario4.43 S X eY son espacios homeomorfos, entonces para cadan > 0, H,(X; R) Yy
H,(Y; R) son isomorfos.



Propiedades de Homotopia

Dentro de la claridad
del aceitey sus aromas,
indican tu libertad

la libertad de tus lomas.

“Aceltuneros’
Miguel Hernandez (1910-1942)

5.1 El teoremadeinvarianza por homotopia

El objetivo esprobar ques f, g: X — Y son continuasy homotopas, entonces paracadan > 0,
es Hy(f) = Hu(g)-

S H : f ~ g eslahomotopia que las relaciona y para cada t € [0,1], definimos
A X — X x [0,1] por A\i(z) = (z,t), entonces {\; : ¢ € [0,1]} es una homotopia entre
Ao Y A1. Ademas, H o \: X — Y, verificaque H o \y = fy H o\ = g, luego para cada
n>0,esH,(f)=H,(H)oH,(\)Y H,(9) = H,(H) o H,(\1). Si probamos que para cada
n > 0,es H,(\) = H,()\1), entonces quedara probado el resultado deseado.

Para probar estaigualdad, se define un homomorfismo, el operador prisma,
PX: S (X; R) — Spi1(X x [0,1; R),
verificando lallamadarelacion prismatica: paran > 0,

XM o PX 4 PX 080X = 5,(A1) — Sn(Xo), (5.1)
y asi, seglin ladefinicion 3.59, PX : \; ~ )\, es una homotopia en cadenas.
Lema5.1 S secumple (5.1), entonces paracadan > 0, es H,(\y) = H,(\1).

Lema5.2 S o: A, — X esunn-simplicesingular en X, entonces o = S,,(0)(6,,)-

43
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Para conocer PX paran > 0, bastara con conocer P> (6,,) y definir entonces
Prf( @) Sn(o') = Sn+1<0' X 1[071]> 0] PnAn
Por lo tanto, es PX 0 S,,(0)(6,) = Sns1(0 X 1)) o P2 (6,), y usando el lema5.2, queda

(
PX(0) = Syi1(0 x 1)) 0 PR (6,). (5.2)

n

De hecho, (5.2) equivale a que para todo par de espacios X e Y, cada aplicacion continua
f:X—Yycadan >0, sea

B, 0 Su(f) = Spsa(f x 1) © P, (5.3)
gue es la condicion de naturalidad para el operador prisma.

Denotamos, ahoraa; = (e;,0)y b; = (e;, 1), parai € {0,...,n}y definimos

n

P2n(8,) =3 (=1)(ag- - ab; ... by),

=0

donde claramente (ag . . . a;b; .. . b,): A1 — A, x [0, 1].
Proposicion 5.3 Con las definiciones anteriores, el operador prisma verifica la relacion (5.1).

Observacion 5.4 Lapropiedad expresadapor larelacion (5.1), expresaque lafronteraorientada
del prisma solido 957, <01 5 pAn(s,) es precisamente la union de las tapas superior e inferior
del prisma, salvo un factor corrector P2 o 94 (6,,) formado por sus paredes |aterales.

Proposicion 5.5 Sean f, g: X — Y aplicaciones homotopas. Entonces, paracadan € Z, es
Hy(f) = Hu(g): Ho(X; R) — Ho (Y R).

Corolario 5.6 S X eY son homotopicamente equivalentes, entonceslos R-modulos H,,(X; R)
y H,(Y; R) sonisomorfos, para cadan > 0.

Corolario 5.7 S X escontractil, entonceses H,,(X; R) = 0, paracadan > 0.

Corolario5.8 S A es un retracto por deformacion de X, la inclusion natural i : A— X
induce un isomorfismo entre H,,(A; R) y H,(X; R).

5.2 ElteoremadeHurewicz

En este apartado, se considera el anillo R = Z. Se trata de relacionar el grupo fundamental
m1 (X, zo) y € grupo abeliano H,(X;Z), para un espacio topologico X, através del teorema
de Hurewicz
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Teorema 5.9 Existe un homomorfismo de grupos x: (X, x¢) — H;(X; Z), la aplicacion de
Hurewicz, quellevala clase de homotopia de un camino v basado en x, enla clase de homol ogia
del 1-simplice singular . Ademas, si X es conexo por caminos, se verifica que

(i) x es sobreyectiva'y
(ii) Ker(x) esel subgrupo conmutador de (X, ), es decir,

[m1(X, @0), (X, 20)] = (aba™'b7" : a,b € m (X, 20)),

de otro modo, H;(X;Z) esel grupo abelianizado de (X, x),
71 (X, 20)? == (X, 20)/ [m1(X, x0), T (X, 70)] .
Corolario 5.10 S X esconexo por caminos, x esunisomorfismosi ysdlos m; (X ) esabeliano.

Ejemplos 5.11 Como consecuenciadel teorema de Hurewicz, se pueden calcular los siguientes
grupos de homologia

1. H,(SY;,Z) ~ Z;
2. H(T%7) ~ 7. & Z;
3. como 7, (8) ~ 7Z * Z, sededuce que H,(8,Z) ~ Z & Z,

4. s X essimplemente conexo, entonces H,(X;Z) = 0. En particular, H,(S™;Z) = 0, para
n > 1.
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Homologiarelativa

Estan megjor; una luz

gue e sol no sabe, unos rayos
los iluminan, sin noche,

para siempre revelados.

“El Poema”
Pedro Salinas (1891-1951)

6.1 Losmodulosdehomologiarelativa

El concepto de homologia relativa es analogo a de cociente de un grupo por un subgrupo. Si
A C X, dos cadenas en X sediraniguales (mod A), si su diferencia es una cadenaen A. En
particular, una cadenaen X seraun ciclo (mod A), si su borde esta contenido en A. Esto reflgja
laestructurade X — Ay el modo en que esta conectada con A. En un sentido, 1os cambios en
el interior de A (fuera de su frontera con X — A) no deberian alterar 1os grupos de homologia
de X — A.

Los grupos de homologiarelativosa A C X seintroducen en un espacio X, para intentar
generalizar y hacer més precisalanocion de propiedades con borde de las curvas cerradas sobre
una superficie: un sistema de cortes abiertos uniendo puntos de A, dividira X, s los cortes
realizados (junto con una porcion de los bordes de los agujeros) forman una fronterade X .

Definicion 6.1 Sea A ¢ X. Paracadan > 0, S,(A; R) es un submobdulo de S,,(X; R),
gue consiste en las combinaciones lineales de n-simplices singulares o: A,, — X, tales que
o(A,) C A. Sepuede entonces considerar el modulo cociente S, (X; R)/S,(A; R). Ademés,
como el operador J,, enviaS,, (A4; R) en’S,,_1(A; R), induce un homomorfismo sobrelosespacios
cociente,

demodo quesi ¢ € S, (X; R), es9,(c+ Su(A4; R)) = 0n(c) + Sn_1(A; R).
Por otro lado, como d,,_; 0 d,, eslaaplicacion nula, Im(d,, 1) esun submodulo de Ker(d,),

y se puede considerar €l modulo cociente Ker(9,)/Im(d,.1), que se denotapor H, (X, 4; R)
y se llaman-ésimo modulo de homologia relativa de X modulo A.

47
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Observacion 6.2 Estahomologiaes precisamenteladel complejo cocientede S, (X ; R) modulo
S.(A; R), segln ladefinicion 3.11.

Se puede obtener directamente este modulo a partir de S, (X; R), de la manera siguiente:
seac € S,(X; R), decir que ¢ + S, (A; R) € Ker(d,) equivaead,(c) € S,_1(A; R). Por lo
tanto, €l conjunto

Zn(X,A;R) = {c € Sp(X;R) : On(c) € Spm1(A; R)},

es un submodulo de S, (X; R), cuyos elementos se [laman n-ciclos relativos de X modulo
A. A, S 7, S (X5 R)— S, (X5 R)/S,(A; R) eslaaplicacion cociente, se puede expresar
Zn(X, A;R) = m, (Ker(9,)). Y, é¢quién es entonces 7,1 (Im(9,11))? Es un submodulo de
Sn»(X; R), € grupo de los n-bordes relativos en X modulo A, y que es precisamente

B,(X,A;R) ={ce€ S,(X;R) : existecy € 5,,(4; R) tal que c eshomblogo (en X) aca}.
Observacion 6.3 Claramente, S,,(A; R) C B,(X, A; R).
Definicion 6.4 Cuando ¢ — ¢’ € B, (X, A; R), seescribe ¢ ~ ¢/(mod A).
Lema6.5 H,(X,A; R) ~ Z,(X,A; R)/B,(X, A; R).

Observacion 6.6 S A = 0, es S,(A; R) = 0, paratodo n > 0, y entonces es claramente
H,(X,0; R) = H,(X; R), es decir, la homologia puede pensarse como un caso particular de
homologiarelativa.

Dada una aplicacion entre pares de espacios f: (X, A; R) — (Y, B; R), e homomorfismo
inducido en cadenas S,,(f): S,(X; R) — S,(Y; R) envia S,,(A; R) Sn(B;R), y por lo
tanto, lleva Z,(X,A;R) en Z,(Y,B;R) y B,(X,A;R) en B,(Y,B;R), asi pues, da lu-
gar, por paso a cociente, a un homomorfismo H,,(f): H,(X, A; R)— H,(Y, B; R), tal que
H,(1x) = Lo, x.am) Y H,(go f)= Hn(g) o H,(f), esdecir

Lema 6.7 Los modulos de homologia relativa son functorialesen (X, A).

Proposicion 6.8 S { X, : A\ € A} eslafamilia de las componentes conexas por caminos de X
y Ay = AN X,, entonces existe un isomorfismo canbnico

AEA
Proposicion 6.9 S X esconexo por caminosy A # (), entonces Hy (X, A; R) = 0.
Corolario 6.10 S { X, : A € A} eslafamilia delas componentes conexas por caminosde X'y

A\ = AN X,, entonces Hy (X, A; R) esun modulo abeliano libre con tantos generadores como
indicestales que Ay = 0, esdecir,

o(X, A4, R) = PR =RY

ieJ

dondeJ ={iel:X;,NA=0}.
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6.2 Sucesion exactalarga de homologia

La propiedad masimportante de los modulos de homologiarelativa{ H,,(X, A; R) : n > 0}, es
la existencia de un homomorfismo de enlace, 6,,: H,,(X, A; R) — H,,_1(A; R), por medio del
cua va a obtenerse una sucesion infinita de homomorfismos

Hn(lx)

) " H (X5 R) O HL (XA R) 2 Hoa (AR) = (6)

.. — H,(A; R

llamada sucesion de homologia del par (X, A). Este homomorfismo de enlace se define del
modo siguiente

S z e ZyX,A;R), 6,(2+ Bn(X,A;R)) = 9,(2) + Bu_1(A; R).
Teorema 6.11 La sucesion (6.1), de homologia del par (X, A) es exacta.

Observacion 6.12 Esta precisamente la sucesion exacta larga de homologia del teorema 3.72,
asociada a la sucesion de complejos

O — S.(A;R) X 5.(x: R) YY) 5. (X, A, R) — O,

Ejemplos 6.13 Algunose emplosque seobtienen estudiando lasucesion (6.1) sonlossiguientes

1. s X esconexo por caminosy A = {z}, paracadan > 0, laaplicacion inducida sobre los
grupos de homologia, H,,(1x): H,(X,0; R)— H, (X, A; R), esun isomorfismo,

2. paran > 1, H,(S*'; R)y H,.,(D* S¥~1; R) son isomorfos,
3. paran > 1, H;(D",S" 1 R) = 0,
4. H (D', S% R) ~ R.

Proposicion 6.14 La sucesion de homologia (6.1) es functorial en el par (X, A).

6.3 Homotopiasen pares
Definicion 6.15 Dos aplicaciones f, g: (X, A)— (Y, B) se llaman homotopas en pares, s
f,9: X — Y son homatopas como aplicaciones, pero a través de una homotopia

H: (X x [0,1], A x [0,1)) — (Y, B),

es decir, f se deforma de manera continuaen g, y en cada paso de latrasformacion, A selleva
en B.

Se puede transformar |a prueba correspondiente a caso general, paraver que los homomor-
fismosinducidos, H,(f), H.(9): H,(X, A; R)— H, (Y, B; R) soniguales. Se define la
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equivalencia de homotopia de paresde maneraevidente, y sepruebaque, s f: (X, A) — (Y, B)
es una equivalencia de homotopia entre pares, entonces H,,(f): H,(X, A; R) — H, (Y, B; R)
es un isomorfismo en homologiarelativa.

Ejemplo6.16 Sean X =Y =D?* A =S' C B = {(x,y) € R*:
aplicacion 1x: (X, A) — (Y, B) esunaequivalencia de homotopia.

1 <2+ <1} La

Proposicion 6.17 Unahomotopiaentrepares f, g: (X, A) — (Y, B), induce en particular una
homotopia f, g: X — Y y una homotopia f|4, g|4: A— B.
Ejemplos 6.18 Sin embargo, €l reciproco no es cierto

1.sA={0,1} c X =[0,1]yB=1{(1,0)} C Y = S!,lasaplicaciones f, g: (X, A) — (Y, B)
dadas por f(z) = e*™*y g(x) = (1,0) no son hombtopas en pares, pero son homotopas
las aplicaciones f, g: X — Y y susrestricciones f| 4, g|a: A— B;

2. dados los pares de espacios (X, A) e (Y, B),donde X = [0,1] =Y, A =1[0,1] — {5}y
B={0,1},esX ~Y,A~ By (X,A) # (Y,B).
Usando el lemade los cinco 3.71, se prueba

Proposicion 6.19 S f: (X, A) — (Y, B) esuna equivalencia de homotopia, entonceslas apli-
caciones f: X — Y vy f|4: A— B también son equivalencias de homotopia. Y en tal caso,
H,(f): H.(X,A)— H,(Y, B) esun isomorfismo paran > 0.

Sin embargo, el reciproco no es cierto, como lo prueba el siguiente gjemplo

Ejemplo620 S X =YV =D* A =S'C B = {(z,y) € R* : 0 < 22 +y* < 1},
laaplicacion H,,(1x): H,(X, A; R) — H,(Y, B; R) esun isomorfismo en homologia relativa,
pero 1x: (X, A)— (Y, B) no es una equivalencia entre pares.

De modo similar

Proposicion 6.21 Dada una terna de espacios (X, A, B) (esdecir, B ¢ A C X)y las apli-
cacionesinclusion ia: (A, B)— (X, B) y proyeccion 1x: (X, B) — (X, A), se verifican las
siguientes propiedades

(i) setiene una sucesion exacta larga

Hni1(1x)

Hya (A, B: R) 8 B (X, B3 R) "5 0 (X, A R) 222 H, (A, B; R),

llamada sucesion exacta larga de homologia de la terna (X, A, B), donde e homomor-
fismo A,,, 1 es precisamente el compuesto de |os dos homomor fismos

Hoor(X, A R) ™8 H, (4 R) ™% H,(A, B; R).

Ademas, si B = (), esta sucesion sereduce a la sucesion exacta larga de homol ogia usual;
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(i) si lainclusibn ig: B— A, induce para cada n > 0 un isomorfismo entre los grupos de
homol ogia correspondientes, H,(ip): H,(B; R) — H,(A; R), entonces para cada n se
tiene un isomorfismo H,,(1x): H,(X, B; R)— H,(X, A; R).

Ejemplos 6.22 Algunos emplos de aplicacion de las anteriores propiedades son

1. dadalaterna (N,S? ' D?), donde N es el polo norte, se cumple que H,,(D?,S?!; R) es
isomorfoa H,, (S9!, N; R);

2. s HY = {(z1,...,2441) € S?: 2,41 > 0}, se pueden calcular los grupos de homologia
H,(S?,S77!: R), con ayudade lasucesion exactade homologiadelaterna (S—1, H% | S9).

6.4 Unainterpretacion dela homologiarelativa

La familia de moédulos {H,,(X, A; R) : n > 0} mide, en un cierto sentido, o Igjos que €
homomorfismo H,,(i4): H,(A; R) — H,(X; R) estade ser unisomorfismo. De hecho

Lema 6.23 El homomorfismo H,,(i4): H,(A; R) — H,(X; R) es un isomorfismo para cada
n>0sysolos es H,(X, A; R) = 0 paratodon > 0.

Lema 6.24 El homomorfismo H,(1x): H,(X; R)— H,(X, A; R) es un isomorfismo para
cadan > 0 s ysolosi es H,(A; R) = 0 paratodon > 0.

Corolario 6.25 S A esun retracto por deformacion de X, entonceses H,, (X, A; R) = 0, para
n > 0.
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Lasucesion de Mayer-Vietoris

Cuenca, toda de plata,
quiere enti verse desnuda,
y se estira, de puntillas,
sobre sus treinta columnas.

“Romance del Jacar”
Gerardo Diego (1896-1987)

7.1 Teoremadeexcision

SeaU C A C X. Vamos a trabajar con simplices modulo A, es decir, en H.(X, A; R).
El teorema de excision da condiciones para que partiendo en trozos suficientemente pegquefios
estos simplices, podamos prescindir de la parte del simplice contenida en U, es decir, no vaa
ser significativo o que suceda en este conjunto. Para ello, vamos a introducir €l concepto de
simplice pequeiio de un cierto orden, que definiremos a través de cubrimientos por abiertos del
espacio X, {U; : i € I}, exigiendo que las imagenes de los A,, estén contenidas en alguno de
los U;. Lo que pretendemos hacer, por lo tanto, es representar n-cadenas mediante simplices
mas pequeios en € sentido indicado anteriormente, sin cambiar |as clases de homol ogia durante
el proceso.

Definicion 7.1 Lainclusion j: (X — U, A—U)— (X, A) es una excision, s induce un iso-
morfismo H,,(j): H,(X —U,A—-U; R)— H,(X, A; R), paracadan > 0.

7.2 Casosimplicial

Definicion 7.2 Sea o = (apa; - ..a,) € Su(A,; R). Dadop € A,, €l cono de o sobre p es
po € Spi1(Ag; R), definido por po = (paga; . .. a,,). El operador cono sobre p se extiende de
manera lineal sobre las n-cadenas simpliciales, con lo cual es un homomorfismo de moédulos.
Si o =0, sedefinepo = 0.
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Lema7.3 S o = (apa; ...a,) € S,(Ay; R), entonces
(()sin=0,0(po) =0 —(p),
(ilYsn>0,0,41(po) =0 — pdy(0).
Estas propiedades se traspasan a cadenas por linealidad, de la manera obvia.
Definicion 7.4 El operador subdivision baricéntrica, Sd,,: S, (A,; R) — S, (A,; R), se define

entonces de manerainductiva

Sd, (o) = {

o sSsn=20
by(Sd,—1(0,0)) enotrocaso

donde b, es el baricéntro de 0. De este modo, el operador queda definido sobre una base de
Sn(Ag; R), y seextiende por linealidad.

Lema 7.5 Sd, esuna aplicacion en cadenas, es decir, 9,, o Sd,, = Sd,,_; © O,,.
Se define por induccion un nuevo operador, T5,: S,,(A,; R) — S,11(A,; R), por
T.(0) =b,(Sd,(0) — 0 — T,,-1(0,0)),
paran > 0,y convenimos que 7, = 0. Y entonces
Lema7.6 T, esunahomotopia en cadenas entre Sd,, Y 1g, (a,;r), €S decir,
Ong1 0Ty + T,y 00, = 8d, — 1s,(a.R)-

Observacion 7.7 Por el lema anterior, y usando el lema5.1, Sd,, y 15, (a,;r) inducen aplica-
ciones iguales en homologia.

7.3 Casogeneral

Vamos ageneralizar acadenas singulares sobre X |0 que acabamos de hacer para cadenas afines
Proposicion 7.8 Sedefinen paraoc € S,,(X; R),

Sdy (0) = Su(0)(Sdu(1a,)) Y T (0) = Sus1(0)(Tn(1a,)),
y verifican

(i) son ambas naturales, es decir, s f: X — Y, entonces S,,(f) o SdX = Sd¥ o S,(f)y
Sn1(f) o T;X =T o Su(f);

(i) Sd¥ esuna aplicacion en cadenas;

(iii) T* esuna homotopia en cadenas entre Sd=* y 1, (v;r);
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(iv) SdX y TX extienden sobre espacios abstractos |as definiciones realizadas sobre espacios
afines.

Lema7.9 S o = (apa;...a,) €s un simplice afin en A,, entonces todo simplice afin que
aparece en |la expresion de Sd,, (o) tiene diametro menor o igual a ;5 diam(o).

Corolario 7.10 Todo simplice afin en Sd (ege; . . . €,) € S,.(4,) tiene diametro menor o igual
a (;17)"diam(A,), diametro que converge a cero si k crece.

Definicion 7.11 Si U/ = {U; : i € I} esun cubrimiento por abiertos de X, se dice que un n-
simplice singular o es pequefio deordeni/, s o(A,,) estacontenido en alguno de los abiertos de
U. Denotamos por S¥(X; R) el subcomplejo de S, (X; R) formado por los simplices pequefios
de orden /.

Lainclusioni: S¥(X; R) — S,(X; R) esunaequiva enciade compl€josde cadenaseinduce
un isomorfismo i.: H, (S%(X; R)) — H,(S.(X; R)).

Corolario 7.12 Seald = {U; : i € I} un cubrimiento por abiertos de X y o un n-simplice
singular de X. Existe k € N, tal que cada simplice de (Sd.¥ )* (o) es pequefio de orden U/.

Teorema 7.13 Enlascondicionesanteriores, toda clase de homologiarelativaen H,,(X, A; R)
puede representarse por un ciclo relativo, que es una combinacion lineal de simplices pequefios
deorden /.

Teorema 7.14 (Teoremadeexcision) S U c;l, entonces U puede excindirse.

Teorema7.15 SV Cc U C A, yademas
(i) V puede excindirse,
(i) (X — U, A—"U) esunretracto por deformacionde (X — V, A - V),

entonces U puede excindirse.

7.4 Lasucesion de Mayer-Vietoris

Vamos a considerar ahora ternas ordenadas de espacios (X, X, X5), donde X; y X, son sub-

espaciosde X y X = X; U X,. Seconsideran las aplicaciones de inclusion
kll(Xl,XlﬂXg)—>(X,X2) Yy ]'{321()(2,)()—>()(1U)(g,)(l)7

obtenidas a excindir X, — (X; N X3) y X7 — (X7 N X5,) de X, respectivamente.

Definicion 7.16 S k, y k, son excisiones, se dice que laterna (X, X, X,) esexacta.



56 7. La sucesion de Mayer-Vietoris

Ejemplos 7.17 Son gjemplos de ternas exactas

1. s X;y X, sonabiertosy X = X; U X, entonces laterna (X, X, X,) es exacta, siendo
A=X1yU = X; — (X1 N X,) losingredientes de la excision;

2. (S",E},E, ) esunaternaexacta
Comenzamos probando un lema puramente algebraico, el lema de Barratt-Whitehead

Lema 7.18 Seaundiagramade R-mbdulosy homomorfismos, enel queloscuadradosconmutan
y laslineas son exactas

N A, _fi, B, 9, Cl RN
[ ; [ 6@ [ Vi
. i LB =G My

S las aplicaciones +; son isomorfismos, entonces existe una sucesion exacta larga,

o, v, & T

?

[lamada sucesion de Barratt-Whitehead, donde
(i) @i(a;) = (s @ fi)(ai, a;),
(Wi, b)) = —fi(@) + Bi(b),
(i) Ti(b) = hi 0%, " 0 Gi(by).

Observacion 7.19 Lafunctorialidad de una sucesion del tipo Barratt-Whitehead es una conse-
cuenciainmediata de su definicion.

S (X, X1, X,) esunaternaexacta, X = X; U X,y A = XN X5, laaplicacion deinclusion
ix,: (X7,A)— (X, X5) induce el diagrama de cuadrados conmutativos (y con filas exactas)

Hn(ifl) Hn(lf(l) 5£I,X1’A>
—5 N

.—  H,(A;R) H,(X1; R) —'  H,(X1,A;R)
[ H, (%) J H, (%) j Ha(ix,)

Ha (i) Ha(13?) 50X

L — H,(X5) — H,(X;R) — H,(X,Xs;R) ™ ...

Y esto dalugar alasucesion de Mayer-Vietoris

Teorema 7.20 En el diagrama anterior, H,(ix, ): H, (X1, A; R) — H, (X, X2; R) es un iso-
morfismo, para cada n > 0. La sucesion de Barrat-Whitehead asociada,

- n+1(X; R) Fgl Hn(A; R) & Hn(XLR) S Hn(XQ; R) \Ii) Hn<X7 R) Ty

se llama sucesion de Mayer-Vietorisde la terna (X, X1, X5), y esfunctorial.
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Observacion 7.21 Podria haberse deducido esta propiedad directamente de la sucesion de
Mayer-Vietoris algebraica (3.1) del teorema 3.76, tomando

C.=8(X;R), C,=5(XiR) y Cl=8.(XyR),
y utilizando la propiedad de excision.

Ejemplos7.22 Aplicando la sucesion de Mayer-Vietoris, se pueden calcular grupos de ho-
mologia en muchos € emplos

1. tomando X; = S' — {N} y X, = S! — {S}, sededuceque H,,(S*; R) = 0,8 n > 1;
2. parag,n > 1, seobtiene
R sig=n

Hn(Sq;R):{ 0 sqin

3. paralarosade m pétalos G,, (la sumatopologicade m copias de S' identificadas a través
de un punto),

R sn=0
H,(Gn; R) { R ™ @R sn=1
0 sn>1
4. parae€l toro
R sn=0,2
H,(T%R)={ R®R sn=1
0 en otro caso

5. paraT,, lasuperficie compacta de género g,

R sSn=0,2
Ho(T;R)={ R¥ sin=1
0 en otro caso

De manera similar, puede obtenerse la sucesion de Mayer-Vietorisrelativa

Teorema 7.23 S Ay B son abiertosen X, setiene la sucesion exacta larga
L n+1(X7AUB7R)—> n+1(X,AﬂB,R)—>
— H,(X,A;R)® H,(X,B;R) — H,(X,AUB;R) — ...
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Axiomas de la Homologia

Lavida que murmura. La vida abierta.
La vida sonriente y siempre inquieta.
La vida que huye volviendo la cabeza,
tentadora o quiza, solo nifia traviesa.

“Biogr afia”
Gabriel Celaya (1911-1991)

Sea R un anillo conmutativo con unidad. Para cada par de espacios (X, A) y cadan € Z,
seaun R-moédulo H, (X, A; R) y un R-homomorfismo

XA H (X, A; R)— H,_1(A,0; R).

Para cada aplicacion entre pares f: (X, A)— (Y, B) y cadan € Z, seaun R-homomorfismo
de modulos H,,(f): H,(X, A; R)— H, (Y, B; R).

Se definen los axiomas de Eilenberg-Steenrod como
Axioma 1 (deidentidad) paracadapar (X, A)yn € Z es H,(id(x,a)) = idm, (x,4;R);

Axioma 2 (de composicion) s f: (X, A)— (Y, B) y ¢: (Y, B)—(Z,C) son aplicaciones,
paracadan € ZesH,(go f) = H,(g9) o H,(f): H,(X, A; R)— H,(Z,C; R);

Axioma 3 (de conmutatividad) Si f: (X, A)— (Y, B) Yy f|la: A— B eslarestriccion, hay
dosmanerasdellevar H,, (X, A; R) en H,_1(B, 0; R), que se muestran en el siguiente diagrama

H,(X, A R) 1) H,(Y,B;R)
[ 57(1)(,,4) [ 57(3/’3)
H,1(A,0;R) =Yg (BB R)

El axioma exige que estas dos composiciones §5) o H,,(f)y H,_1(f|4) 0 654 seaniguales
para cada elemento de H, (X, A; R);

Axioma 4 (deexactitud) Si (X, A) esun par deespacios, i: A— X y j: (X,0) — (X, A) son
las aplicaciones de inclusion, entonces la siguiente sucesion de gruposy homomorfismos
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§(X:4) X,A)

i n(j ( no1(i
S H (A0 R) T H (0000 R) T H (X AR) M Ho (A R) Y
es exactay se llama sucesion de homologia del par (X, A);

Axioma 5 (de homotopia) Dadas dos aplicaciones homoétopas fo, f1: (X, A) — (Y, B), en-
tonces para cada entero n, los homomorfismo inducidos

H,(fo), Hu(f1): Ha(X, A; R) — H,. (Y, B; R)
coinciden;

Axioma 6 (deexcison) S U es un abierto en X cuya clausura esta contenida en el interior de
Ay k(X —-UA-U)— (X, A) eslainclusion, entonces para cada entero n, la aplicacion
inducida H,,(k): H,(X — U, A — U; R)— H, (X, A; R) esunisomorfismo. En este caso, k se
[lama una excision;

Axioma 7 (dedimension) Si P es el espacio topoldgico formado por un Gnico punto, entonces
H,(P;R) =0 paran # 0.

Estos siete axiomas definen o que se denomina una Teor ia de Homologia con coeficientes
en € anillo R.

Observacion 8.1 LaHomologia Singular verificalos axiomas de Eilenberg-Steenrod.



Algunas aplicaciones de la Homologia

Caminito que anduvo
de sur a norte

mi raza vigja

antes que en la montafia
la Pachamama

se ensombreciera.

“Caminito del indio”
Atahualpa Yupanqui (1908-1992)

9.1 Homologia delasesferas

Teorema 9.1 Sean Ef y E;” las semiesferas cerradas de la esfera S?, donde ¢ > 1. Es decir,
E; NE, = S% " esel ecuador de S?. Entonces, j: (Ef,S97!) — (S%, E.") esuna excision.

Si proyectamos a lo largo de las g primeras coordenadas, se obtiene un homeomorfismo,
m (Ef,8971) — (D9, 7). Ademés,

On: H, (DY, ST Y R)— H,,_,(S" ' R)

es también un isomorfismo, seglin se ha visto en los eemplos 6.13 para¢ > 1. Por otro lado,
[E; tiene el mismo tipo de homotopia que un punto p, € S¢, luego lainvarianza por homotopia
de lahomologiarelativa, dice que

H,(D?,S" " R) ~ H,(S, po; R) ~ H,(S:; R), ¢q>0.

L uego, hemos probado que paran > 2y ¢ > 1,es H,(S%; R) ~ H,_1(S” % R). Y paraq > 1,
H,(S%, R) ~ H,(S,E; R).

Teniendo en cuenta todo esto, se puede calcular la homologiatotal de cualquier esfera
Corolario 9.2 Parag > n > 1, seobtiene

R sig=n

Hn(Sq;R):{ 0 sqin
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Del célculo de la homologia sobre esferas, se deducen las propiedades
Corolario 9.3 Paran > 1, S™ ! no esun retracto de D™.

Y seobtiene el teorema del punto fijo de Brouwer
Corolario 9.4 Toda aplicacion f: D™ — D™ posee un punto fijo.

Corolario 9.5 S m # n, lasesferasS™ y S™ no son homeomorfas. De hecho, ni siquieratienen
el mismo tipo de homotopia.

Corolario 9.6 S m # n, R™ y R™ no son homeomorfos.

Corolario 9.7 S n > 0, S™ no es contractil.

9.2 Gradodeuna aplicacion entre esferas

En este apartado, €l anillo R = Z.

Sean > 1y f:S"— S™ unaaplicacion. Si « esun generador de H,,(S™; Z) ~ Z, entonces
H,(f):H,(S";Z)— H,(S™;Z) estad que H,(f)(«) = ma, paradgin m € Z. Ademés, €
entero m esindependiente del generador elegido.

Definicion 9.8 Este entero se llama grado de Brouwer de f 'y se denota por d( f).
Observacion 9.9 Paran = 1, d(f) = ind([f])-

Lema9.10 Severifican las siguientes propiedades

(i) d(1sn) = 1;
(i) si f,g:S"—8", d(f o g) = d(f).d(g);
(iii) d(cte) = 0;

(iv)si f ~ g, entoncesd(f) = d(g);
(v) si f esuna equivalencia de homotopia, entonces d(f) = +1.
Existe unreciproco de (iv), debido aHopf, y puede ademéas probarse que existen aplicaciones
de cualquier grado (ver [Z], pag. 186). Con esto, quedaria demostrado que € grado es un

invariante algebraico completo para estudiar |as clases de homotopia de aplicaciones de S™ en
S™, es decir, existe una biyeccion x: [S", S"| — Z, definidapor x([f]) = d(f).

Ejemplo 9.11 Dadaf:S™ — S", sedefinelaaplicacion X f: St — S"*! | llamadasuspension
de f, por laférmula

_ (07 s 707$n+2) S ‘xn+2’ =1
Sf(xy, .., Tpao) = { (tf(%7.”’$nt+l7xn+2) S |nis| < 1
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dondet¢ = /1 —22,,. 3 f llevael polo norte de S"*! en el polo norte, el polo sur de S"** en
el polo sur, y e ecuador en e ecuador, de acuerdo con f. El meridiano de S**! a través del
punto = en el ecuador se lleva homeomorficamente sobre el meridiano através del punto f(x).
El gradode X f esel mismo que el de f. Paraunaprueba de este resultado, ver [Masl], pag. 41.

Se puede probar
Proposicion 9.12 Sn > 1y f:S"—S™ eslafuncién
flr1, 0. 2py1) = (21,22 ..., Tpt1),
(es decir, una reflexion), entonces d( f) = —1.

Corolario9.13 Sn>1y f:S"—S" eslaaplicacion
(i) f(@1, e Tpi1) = (@1, — Ty, Tps1), €NtONCES A(f) = —1;
(ii) antipodal f(z1,...,Zne1) = (—T1,. .. — Tjy ..., —Tni1), ENtONCES d(f) = (—1)" .

Proposicion 9.14 S n > 1y f,¢:S*—S" son tales que f(z) # g(x) para cada z € S",
entoncesesg ~ao fy H,(f) = (=1)"" H,(g).

Corolario9.15 Sean > 1y f:S"—S". S
() f no tiene puntos fijos, entonces [ ~ a;
(i) f ~ cte, entonces f tiene un punto fijo.
Corolario9.16 S f:S** —S?",
(i) existe z € S*, tal que f(z) = r o existey € S* tal que f(y) = —v;
(ii) existe z € S*", tal que = no esortogonal a f(x).
Y puede darse una prueba topoldgica del teorema fundamental del algebra

Corolario 9.17 Un polinomio p(z) = 2" + a,_12" ' + ... + a1z + ag, degradon > 1y de
coeficientes ay, . .., a,_1 € C, tieneunaraizen el plano complejo.

Unaaplicacion f: S™ — R™"! puede verse como unafamiliade vectores, con f(z) pegado
aS™ por z, es decir, S™ es una bola peluda. Un pelo esta peinado, cuando es tangente a la
esfera. El siguiente teorema dice que no es posible peinar una bola peluda de dimension par: es
el teorema dela bola peluda

Corolario 9.18 No existe un campo de vectores tangentes no nulo sobre S2".
Observacion 9.19 Sin embargo, esto siempre es posible en grados impares; en S2+1

X<$1, .. .$2n+2> = (—IQ, L1, —T4,T3,..., —T2n+2, $2n+1)

es un campo de vectores tangentes, que verifica la propiedad deseada.
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9.3 Teoremasde Jordan-Brouwer

Definicion 9.20 Unconjuntodirigido A esun conjunto conunorden parcial <, tal que paracada
a,b € A, existec € A, ta quec > ay ¢ > b. Unsistema dirigido de conjuntos, { X, f°}asen,
es una familia {X, : @« € A}, donde A es un conjunto dirigido y una familia de funciones
{f’ X,— X, : a < b}, satisfaciendo

(i) f¢=1x,, paracadaa € A,
(isa<b<c fi=fiofl

Vamos a aplicarlo a caso en que los conjuntos son R-modulos y las aplicaciones son R-
homomorfismos

Definicion 9.21 Sea {M,, f’} un sistema dirigido de R-modulos y R-homomorfismos. Se
define un R-submodulo M de | ] M, por

a€A

M = {Zxa cexistec e Ac>ay Y fo(xa,) = 0}~
=1

=1

El limite directo del sistemadado, es el R-mbdulo cociente limM, = U M, /M.
a€EA

Observacion 9.22 En €l caso particular en que paraa < b, M, esun R-submoédulo de M, y
fb: M, — M, es la aplicacion inclusion, entonces limM, = U M,. Observar que, en este

acA
caso, dospuntosz, € M,y x, € M, sonigualesenliLnMa, siexistec € A,taquec > a,c>b

Yy fi(za) = fr ().

Lema9.23 Sea X un espacioy {X, : a € A} la familia de sus subespacios compactos,
parcialmente ordenada por la inclusion. La familia de R-médulos de homologia

{H,(Xs;R) :a € A}
forma un sistema dirigido, donde los homomorfismos estan inducidos por las aplicaciones
inclusion. Ademés, paracadan > 0,es H,(X; R) ~ li_r)an(Xa; R).

Lema9.24 S A C S’ eshomeomorfo a [0, 1]*, para0 < k < ¢, entonces

R sn=0

q . ~
H, (8" = A R) _{ 0 enotrocaso

Corolario9.25 S B C S? eshomeomorfo aS¥, para0 < k£ < ¢ — 1, entonces el R-modulo
H.(S" - B;R) = H,.(S* — B; R),
n>0

es abeliano libre con dos generadores, uno en dimension 0y otro en dimension ¢ — k£ — 1. En
particular, s ¢ # k + 1, S? — B €S conexo por caminos.
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Se deduce €l teorema de separ acion de Jor dan-Brouwer

Teorema 9.26 Una (n — 1)-esfera embebida en S™, separa S en dos componentes aciclicas,
siendo ademéasla (n — 1)-esfera, la frontera comin de esas dos componentes.

Corolario9.27 Sean > 2y A C R" homeomorfo a S*~!. Entonces R® — A tiene dos
componentes conexas, con A como frontera comin.

Corolario9.28 Sean > 2y f:D"—R"™ una aplicacibn uno a uno. Entonces, f es un
homeomorfismo de D™ sobre f(D"). S A = f(S™!), f lleva € interior de D" en la parte
interna encerrada por A.

Se obtiene € teorema de Jordan-Brouwer sobreinvarianza de dominio

Teorema 9.29 Sean U; y U, subconjuntosdeS™ y h: U; — U; un homeomorfismo. S U; esun
conjunto abierto en S™, entonces U, también |0 es.

Corolario9.30 Sean > 2, U C R™ abiertoy conexoy f: U — R™ una aplicacion uno a uno.
Entonces, f(U) esun abierto conexoy f esun homeomorfismo sobre f(U).

9.4 Homologia en algunos cocientes

Comenzamos recordando algunas propiedades de espacios de adjuncion

Lema9.31 Sean X eY espaciostopologicos, A C Xy f: A—Y. Sedenotapor X U; Y al
cocientede X UY por larelacion deequivalencia queidentificaxz € A con f(z) € Y. Entonces

() Y se puede pensar como un subespacio de X U, Y, con lo que hay una copia homeomorfa
deYenXU,Y;

(if) st X eY son espacios compactosy Hausdorff, A escerradoen X'y f: A— Y escontinua,
entonces X Uy Y es compacto y Hausdorff;

(iii) st Aescerradoy seadjuntaaY = {yo}, por f(A) = yo, entonces &l espacio de adjuncién
asociado es homeomorfo al cociente X/A;

(iv) e cono de X, se obtiene adjuntando X x [0,1] a {yo}, por f(X x {1}) = y. Yla
suspension de X, se obtiene adjuntando X x [—1,1] aY = {a, b}, por g(X x {1}) =a
yg(X x{-1}) =b;

(V) s (X, z) e(Y,y) son espacios con puntos base, se define suwedge, X VY, como el cociente

de su suma digunta X LI Y, tras identificar los puntos base; se trata de un espacio de
adjuncion;

(vi) sean X, Y y W espacios compactos Hausdorff y A un subconjunto cerrado de X. Sea
f:A—Y continuay ¢g: X Y — W continua y sobreyectiva. S para cadaw € W,
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g~ (w) esobienun punto de X — A obienlauniondeun puntoy € Y con f~!(y) C A,
entonces W eshomeomorfoa X Uy Y.

Definicion 9.32 Una n-celda es un espacio homeomorfo al disco D". Consideremos X = D",
A = fr(D") = S" !, Y un espacio topologico y f: A— Y unaaplicacion continua. Se dice
queY; = D" U; Y esel espacio obtenido al adjuntar unan-celdaay” por f.

Ejemplo9.33 SeaX =D?y A = fr(D?) = S'. SeaY unacopiadisuntadeS' y laaplicacion

f:A—Y , dadapor f(z) = z*. Entonces, X U; Y esel espacio proyectivo real RP?. Se puede
calcular su homologia usando esta caracterizacion y lasucesion de Mayer-Vietoris, y se obtiene

R sn=0
H,(RP*R)={ R/2R sSin=1
0 sin>2

Proposicion 9.34 Seann > 1eY; el espacioobtenidoapartir del espacio compactoy Hausdor ff
Y, adjuntandole una n-celda via f. Existe una sucesion exacta
Hy(iy) A

C— Hy(S" L R) Y g v ) ) (Y R) 25 H (ST R) —

Ho(iy)

o Ho(S" 5 R) ™Y gy Ry @ R ™Y By R),
dondeiy:Y — Y eslaaplicacion inclusion.

Estasucesi 6n exactamuestralo cerca que estanosgruposdehomologiadeY eY;. Si sepega
unan-celdaaY’, entonces H,,(iy ): H,(Y'; R) — H,,(Y}; R) esunmonomorfismo, con conicleo
0o R-libre. Enestesentido, si coker(H,(iy)) # 0, sehacreado unnuevoagujeron-dimensional.
Por otrolado, H,,—1(iy): H,—1(Y; R) — H,_1(Y}; R) esun epimorfismo, denicleo 0 o ciclico,
ys ker(H,(iy)) # 0, estanuevan-celdahatapadounagujero (n—1)-dimensiona enY". Aparte
de estas dimensiones, la adjuncion de n-celdas no afecta ala homologia.

Aplicando la proposicion 9.34, podemos calcular la homologia de algunos espacios.

9.4.1 EIl espacio proyectivo real

Proposicion 9.35 Severifica

(i) el espacio proyectivo real de dimension n RIP" se obtiene al adjuntar al espacio proyectivo
real RP"~! una n-celda a través de la aplicacion canonica p,,_: S*~! — RP"L;

(i) la anterior descripcion permite comprobar que

R sqg=0

R/2R  sSigimparyl <g<n

Tory(R) Sigpary2<qg<mn

{0} q>n

donde T'ory(R) = {r € R : 2r = 0}.

Hy(RP™; R) =
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9.4.2 EIl espacio proyectivo complego
Se define el espacio proyectivo complejo de dimension n, CP™ del modo siguiente: en el espacio
complejo de dimension n + 1, C**!, se considera el subespacio
S = {2z = (21, .., 2n01) €EC"T 2|2 = |l21lP + - .- + [l 20sa]* = 1}
Se define sobre S la siguiente relacion de equivalencia
z~z dysolosiexistence C: ||| =1y 2 = cz.

El cociente bajo esta relacion de equivalencia es CP". Sea g,,: S>**1 — CP" la aplicacion
cociente. Intuitivamente hablando, S?**! esun producto torcido de CP" y S': sedice que S?**!
es un fibrado sobre CP", defibraS!. Por gjemplo, CP° esun punto y CPP* es homeomorfo aS?.
Laaplicacion cociente ¢;: S* — CP! se llama aplicacion de Hopf.

Proposicion 9.36 Severifica

(i) el espacio proyectivo complejo de dimension n, CPP" seobtieneal adjuntar al espacio CP"~!
una 2n-celda a través de la aplicacion canonica ¢,,_: S** ! — CP"1;

(ii) la anterior descripcion permite calcular

R Sqg=0,2,4,...,2n

H,y(CP"; 1) = { {0} enotrocaso

9.4.3 LaboteladeKlen

Proposicion 9.37 Severifica
(i) la botella de Klein K? se obtiene adjuntando una 2-celdaa S! v S!;
(i) la anterior descripcion permite comprobar que

R Sqg=0
R®R/2R siq=1
Tory(R) Sig=2
{0} Sq>2

H,(K*R) =

9.4.4 Eltorogeneralizado

El toro generalizado es un producto de esferas S™ x S™. Aunque calcularemos mas tarde su
homol ogia utilizando la formula de Kiinneth (ver & teorema 10.11), se puede usar también un
argumento detipo Mayer-Vietorisy laproposicion 9.34 para conocer sus modul os de homol ogia
singular
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Proposicion 9.38 Severifica

(i) denotamos por I al intervalo unidad de R. El n-cubo I" C R™ tiene como frontera
fra™) ={(x1,...,z,) € R": existeital quez; =001}.

Asi, I™ x I" = Ity frImn) = (fr(I™) x I") U (I™ x fr(I")). Sean z,, € S™
y z, € S™ puntos base. Existe una aplicacion entre pares fi: (I*, fr(I*)) — (S¥, z),
para k € {m,n}, que es un homeomorfismo relativo, es decir, tal que la restriccion
Silw— praey: T8 — fr(IF) —S* — 2, es un homeomorfismo. Tomando productos carte-
sianos, se obtiene una aplicacion f,,, x f,: 1™ x I"—S™ x S™, quelleva fr(I™*") so-
bre S™ v S™. Se concluye que S™ x S™ es homeomorfo al espacio obtenido adjuntando
una (m + n)-celdaaS™ v S™ viala aplicacion fr(I™+") ~ S™+t=1 — §™ v §";

(ii) utilizando la sucesion de Mayer-\Mietorisy (i) se pueden calcular 1os modul os de homologia
de S™ v S™: se comprueba que H.(S™ x S"; R), m,n > 0, eésun R-modulo libre con
cuatro generadores, en las dimensiones 0, m, n 'y m + n.



Homologia en productos

Acércate.
Junto a la noche te espero.

“Ofrecimiento”
Carmen Conde Abellan (1907-1996)

Los productos de espacios no se comportan bien para las propiedades de homologia. Por
gjemplo, ya sabemos que H,(T?; R) ~ R, pero Hy(S'; R) x Hy(S'; R) ~ 0.

Vamos adividir el analisis de este mal comportamiento en dos partes
(i) e primer paso es topoldgico, relacionando S, (X x Y; R) con S,.(X; R) ®@g S« (Y; R);

(ii) e segundo paso es algebraico, relacionando las homologias de los complejos de cadenas
H.(C®rC)y H,(C)®gr H.(C.

10.1 Estudio Topolbgico

S w:A,— X x Y es un n-simplice singular, w puede expresarse de manera Unica como
w=(0,7),dondec = pxowy T = py ow sonn-simplices sobre X eY respectivamente. Para
0 < p < n, vamos a denotar

(i) \p:A,— A, alainclusion natural, la aplicacion afin A, = (ege; .. .¢,), €s decir, la
aplicacion cara p frontal;

(i) pr—p: Ay, — A, alaaplicacion &fin p,_, = (eyept1 - - - €,,), €S decir, laaplicacion cara
n — p dorsal.

Se asociaentonces acadapar w = (o, 7) € elemento
(00X) @r (T 0 pnp) € Sp(X; R) Or Snp(Y; R),
es decir, la p-carafrontal de o tensorizada por la (n — p)-caradorsal de 7.
Si se extiende por linealidad, se obtiene un homomorfismo

Ay Sn(X XY R)— S,(X; R) ®r Sp—p(Y; R), para pe{0,...,n}.
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Vamos a sumar todos |los homomorfismos asi obtenidos. Para ello, denotamos

(S(X; R) @ S(V; R)),, = @ (S,(X; B) ©r S (V5 ).

p=0
Definicion 10.1 El homomorfismo de Alexander-Whitney,
A Sp(X xY;R)— (S(X;R) ®r S(Y; R)),,,

es laaplicacion que asocia a cadan-simplice singular w = (o, 7) € elemento,

n n

An(o,7) =3 Anp(o,7) =3 ((00X) @k (T puyp)) -

p=0 p=0

Lema 10.2 El homomorfismo de Alexander-Whitney es functorial en (X,Y").

10.2 Estudio homologico

Vamos a definir a partir de la sucesion de modulos {(S(X; R) ®r S(Y; R)),, }nen un complegjo
de cadenas, introduciendo un operador borde. En general, si (C.,d) y (C.,d’) son complejos de
cadenasy se denota

n

(C KR C/)n = @ (Cp KR C;l_p) ,

p=0
se puede definir un operador frontera

d2:(CorC), — (C®r(C)

n—17
por
dy (2 ®r2') = (dp(2) ®r ) + (1)’ 2 @r d,, (%),
donde » @y 2’ € C, ®r C,,_,, Y que se extiende por linealidad. Claramente, se verifica que
df?*l @) d% — O
En nuestro caso, trabajamoscon C,. = S.(X; R) y C. = S.(Y; R), y se obtiene

Lema 10.3 El homomorfismo de Alexander-Whitney es un homomorfismo de cadenas, es decir,
para el diagrama siguiente

Spit(X x Y R) Oty S.(X x Y3 R) On, Sp_1(X x Y R)
[ An+1 [ An [ ATL—I
%, ®
(S(X;R) @R S(Y;R)),,, = (S(X;R)@rS(Y;R)), 2% (S(X;R)®rS(Y;R)),

se verificaque A,,_; 0 02 = 9% o A, para cada entero n.
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Se pueden formar 1os médul os de homologia H,,(C ®r C') del modo habitual, considerando
Z,(C®rC)=Ker(d?) y B,(C®rC)=Im(d%,,),

y entonces
H,(C®r(C)=Z,(C2rC")/B,(C®rC").

El lema 10.3 garantiza entonces que, tomando C,, = S.(X; R) y C. = S.(Y; R), A induce
un homomorfismo paracadan > 0,

Ho(An): Ho(X X Y R)— H,(S(X; R) @r S(Y; R)).

La prueba del siguiente teorema de Eilenberg-Zilber se basa en e método de los mode-
los aciclicos, que es un método general para construir morfismos de complejos de cadenas y
homotopias entre morfismos

Teorema 10.4 Paracadan > 0, H,(A,) esunisomorfismo. De hecho, A esuna equivalencia
en cadenas entre los complejos S.(X x Y; R) Yy S.(X; R) ®r S«(Y; R).

Veamos ahora cua es larelacion entre la homologia del complegjo S(X; R) ®r S(Y; R) y
el producto tensorial de las homologias de los espacios X eY'.

SzeZ,(X;R)yz € Z,_,(Y; R),entonces z®@r 2’ esuncicloen (S(X; R)QrS(Y; R))n,
y se puede entonces definir una correspondencia bilineal

H,(X;R) x Hy p(Y; R) — H,(S(X;R) @r S(Y; R))

que asocia a par (z + B,(X;R),z + B,—,(Y;R)) € H,(X;R) x H,_,(Y; R) el elemento
2®pr 7 € H,(S(X; R) ®r S(Y; R)). Asl, tenemos un homomorfismo nico

H,(X;R)®r Hy,—p)(Y;R) — H,(S(X;R)®@r S(Y; R))

que envia (z + B,(X; R)) ®r (' + B,—p(Y; R)) en z ®@g 2’. Del mismo modo que antes, S
denotamos

(H(X; R) @ H(Y; B)) = @ (Hy(X; B) ©n Hy (Y3 R))

p=0
se tiene un homomorfismo

in: (H(X; R) @p H(Y; R)) — Ho(S(X; R) @5 S(Y; R)),
dado por i, [ > (= + B,(X; R)) ®r (z’+Bnp(Y;R))) = ) z®pg 2. Claramente, i, es

p=0

functoria en el par (X,Y).

p=0



72 10. Homologia en productos

Vamos a adoptar la siguiente notacion

(H(X;R) ®p H(Y; R))n - H,(S(X;R) ®r S(Y: R)) 2% H,(X x Y R),
dondes (z + B,(X;R)) ®gr (' + B,—p(Y; R)) € Hy(X; R) ®g H,—,(Y; R), se denota
B, o in((z+ Bp(X; R)) ®rg (Z/ + Bn,p(Y; R))) =z x 2.

Para facilitar los calculos, vamos a tratar un caso mas general, reemplazando S(X; R) y
S(Y'; R) por complejos de cadenas arbitrarios (C., d) y (C., d'), y consideramos

(C ®g C/)n = @ (Cp ®r O;) .
p+g=n

Se define el operador frontera como se haindicado anteriormente

d;: (C®r ('), — (C®rC)

n—1’
por
d7 (28R 2) = (dp(2) ®r 2) + (=1)P2 @R d,,_, (),
dondez ®p 2’ € C, @ C;,_,.
Tenemos el homomorfismo de cadenas canbnicoi: H(C) @ g H(C') — H(C ®x C'): vamos

a determinar su nicleo y su conicleo, suponiendo que R es un anillo de ideales principales y
queC, eslibre, esdecir, cada C,, esun R-modulo libre.

Observacion 10.5 Si X esun espacio topoldgico, tomando C,, = S,,(X; R) seobtiene de hecho
un R-moédulo libre.

Sean Z, y B, los complejos definidos por los ciclosy losbordesde C,.. Sea 5, €l complejo
dado por B, = B, ; paraq > 0. Entonces, tenemos una sucesion exacta de complejos de
cadenas

0O—Z2 —C 2B — 0. (10.1)

Como por hipotesis B, es libre, la anterior sucesion escinde, por [o que tensorizando por C.,
obtenemos otra sucesion exacta de complejos de cadenas

O 2, 0C — C.orC "% B-opC — O.

Por el argumento habitual, esta sucesion induce una sucesion exacta infinita de homologia

<I)n—l

. — H,(Z@r(C") — H,(C®rC)—H,(B~®rC") == H, 1(Z®rC") — ... (10.2)

Pero Z, es un complejo libre, cuyo operador frontera es idénticamente nulo. Por lo tanto su
homologiaes H.(Z) = Z,, y se obtiene €l siguiente resultado

Lema 10.6 El homomorfismoi: Z, @ H.(C') — H.(Z ®@x C’) esun isomorfismo.
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De manera similar, se demuestra que
Lema 10.7 El homomorfismoi: B, ®@r H.(C')— H.(B~ ®g C’) esunisomorfismo.

Sustituyendo estos modul os isomorfos en la sucesion exacta (10.2), se obtiene otra sucesion
exacta

— (Ber H(C"))y — (Z0r H(C"))p — H,(CRrC)—(BRr H(C))p1 — ...
En otras palabras, setiene la sucesion exacta
0 — Coker(®,) — H,(C®rC") — Ker(®,_1) — 0, (10.3)
donde ®,,: (B®gr H(C')),— (£ ®r H(C")),, esel homomorfismo de enlace.

Para determinar Coker(®,,) y Ker(@n_l), se utiliza la sucesion exacta

0—B, — Z,—H,(C) — 0, (10.4)

que en general no escinde. Si se tensorizapor H,,_,(C’), Se obtiene la sucesion exacta

By @ Hy (C') "5 Z, @p Hy(C')—H,(C) ©r Hyp(C) — 0. (10.5)

La flecha de laizquierda no es necesariamente inyectiva, pero como la sucesion (10.4) es una
resolucion libre de H,(C) (yaque Z es un complejo libre), el nicleo de esta aplicacion es por
definicion Tory (H,(C), H,—,(C")).

Como @,, = ), ®r 1, S se suman todas estas sucesiones, se obtiene una sucesion exacta
p

0— P Tori(H,(C), H,p(C')) — (BRH(C))n Zn, (Z@rH(C"))y—(H(C)®RH(C)), — 0,

que proporciona el nicleo y conlcleo buscados, y se obtiene la sucesion exacta de K iinneth

Teorema 10.8 S R es un anillo de ideales principales y C, es libre, para cada n se tiene la
sucesion exacta

0— P(H,(C) ®r Hop(C)) — H,(C @ C")— @Torl C),Hu—p-1(C"))—0.

Observacion 10.9 Asi, existe un isomorfismo
H,(CoC)~ @ (H(C)® H,(C'))® & Tori(Hy(C), Hy(C")).

p+q=n p+g=n—1

Observacion 10.10 La sucesion de Kiinneth escinde, pero no de manera candnica: en efecto,
la sucesion (10.1) escinde, con lo que se tienen sendas proyecciones

mCi—2Z, y n:C.—2Z.
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Si se componen estas proyecciones con los homomorfismos cociente
ViC— H.(C) 'y :CL— H.(C),
se obtiene e homomorfismo
H. (Y @r): H(C®rC)— H.(H(C) ®x H(C)) = H.(C) ®x H.(C),

que es una proyeccion y hace de H..(C) ®x H.(C') un factor directo.

En el caso topologico, en queC, = S.(X; R)yC. = S(Y; R), se puede usar € teoremade
Eilenberg-Zilber para calcular la homomologiade X x Y en funcion delade X yladeY, es
decir, laformula de K iinneth topol 6gica

Teorema 10.11 S Resunanillodeidealesprincipales, paracadan € N setieneunisomorfismo

HL(X x V) = ea (H,(0X) @ o)) © @ Tors (H,(X). Hooaoy().

Corolario 10.12 S todos los modulos de homologia de Y (o de X) son libres en dimensiones
menores que n (por gemplo, si R es un cuerpo) entonces

Ho(X % V) = @ (Hy(X) ® Hy(Y)).

p=0

Observacion 10.13 El calculo de la homologia del toro generalizado de la proposicion 9.38,
puede ahora cal cul arse facilmente usando formula de K iinneth.

Si seconsideraC, = S.(X,Z)y C. dadopor Cj; = Ry C!, = 0 paran # 0, setiene e
isomorfismo
(C®rCp=8.(X,Z2)®z R~ S,(X,R),

y se obtiene &l teorema de los coeficientes univer sales

Teorema 10.14 La sucesion
0 — H,(X,Z)®z R — H,(X,R)—Tor(H, 1(X,Z),R))—0
es exacta y escinde.
Corolario 10.15 Setiene el isomorfismo
H,(X;R) ~ (H,(X,Z) ®z R) @ Tor,(H,_1(X,Z), R)).

En particular, s R es libre de torsion, entonces T'ory (H,,—1(X,Z), R)) = 0 paracadan y es
H,.(X;R)~ H,(X,Z) ®z R.



Ejemplo 10.16 Si X = Y = RP?, entonces
(i) Ho(RP? x RP?% Z) ~ Z:;

(i) H(RP? x RP%Z) ~ (ZQRZ/2Z) ® (Z)2Z. R L) ~ 7.)]27 ® 7./ 2Z;

(i) Hy(RP? x RP?;,Z) ~ Z,/27 @ Z/27 ~ 7./ 2Z;
(iv) Hy(RP? x RP% Z) ~ Tory (Z/2Z,7,/2Z) ~ 7./27Z.

Observacion 10.17 En el caso relativo, setiene la sucesion exacta

0— @ (X, A R) @ Hap(Y, Bi R)) — H,(S(X, A; R) @5 S(Y, B; R))—

—>@T07“1 (X, A R), H,—p—1(B; R))—0
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Dualidad

Altos muros del agua, torres altas,
aguas de pronto negras contra nada,
impenetrables, verdes, grises aguas,
aguas de pronto blancas, deslumbradas.

“Mar por latarde”
Octavio Paz (1914-1998)

11.1 Cohomologia de complejos

Sea un complejo de cadenas (C., d),

d d d d_
—2>Cl—1>CO—O>C,1—1>

y M un R-modulo. Se define el complejo de cocadenas (Hompg(C., M), d*), siendo
d" = (=1)"d! ., Homp(Cy, M) — Homp(Cpi1, M)

paran € Z, donde
., : Homp(Cp, M) — Homp(Cpi1, M),

sedefinepor d, () = p o dy1.

Definicion 11.1 Homg(C,,, M) esel n-ésimo R-modulo de cocadenasde (C.., d) convaloresen
M. Unelementode Ker(d") sellamaunn-cocicloy unelemento de I'm(d"~!) esunn-coborde.

Definicion 11.2 Paran € Z se define el n-ésimo modulo de cohomologia de (C., d) con coefi-
cientesen M/ como

H™C., M) := H"(Homg(Cy, M), d*) = Ker(d")/Im(d"™").

Observacion 11.3 El coeficiente (—1)™ que multipilicaaladiferencia se explicara mas tarde,
ala hora de enunciar € teorema de dualidad de Poincaré. En agunos textos se elimina este
factor corrector.
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Se obtiene la sucesion exacta larga de conomologia
Lema 11.4 Sean M un R-moduloy C,, C., C complejos de cadenas. S la sucesion
O — Homg(C., M) — Hompg(C., M) — Homg(C, M) — O
es exacta, entonces existe otra sucesion natural, exacta 'y larga
..— H"(C,,M) — H"(C,, M) — H"(C!, M)v
—s H"(CL, M) — H" ™ (C,, M) — H"™(C!/, M) — .. ..

Vamos adar larelacion entre H,,,(C.) y H™(C., M).

Definicion 11.5 Sea C, un complejo de cadenasy M un R-modulo. Dadas una n-cocadena
v € Homg(C,, M) y unacadenac € C,, sedefine

(p,c) == (c) € M,

y sellamaproducto escalar o producto de Kronecker de ¢ y ¢. También sehabladelaevaluacion
de ¢ en c¢. Cuando ¢ Yy c tienen distinta dimension, es decir, ¢ € Homg(C,, M)y ¢ € C, con
p # q, sedefine (p, c) = 0.

Corolario 11.6 SeaC, un complegjo de cadenasy M un R-modulo. El producto escalar es una
aplicacion bilineal y para ¢ € Homg(C,,, M)y ¢ € C,,44, Setienela formula

(d"(¢), c) = (=1)"(¢, dnya(c)).

Observacion 11.7 El producto escalar induce una aplicacion R-lineal, e homomorfismo de
evaluacion,

(pn,cn), Sinpar
> ep@e,— { B O
ptaen 0 S n Impar
donde (i, ¢;) =08 p # q.

Lema 11.8 SeaC, un complejo de cadenasy M un R-modulo. El homomorfsmo de evaluacion
induce un homomorfismo natural

k: H"(Cy., M) — Homp(Hy(C.), M), por s([¢])([c]) = ¢(c),
con las notaciones obvias. S M esun R-modulo inyectivo, x es un isomorfismo.
Setiene @ siguiente teorema (algebraico) de los coeficientes en cohomologia

Teorema 11.9 Sea (C., d,) un complejo de cadenas tal que Z,,(C.) y B, (C.) son proyectivos
para cadan € Z. Entonces, paratodo n € 7Z existe una sucesion exacta natural y que escinde,

{0} — EBxtyp(H,1(C,), M) — H"(C,, M) > Homg(H,(C.), M) — {0},
donde r([¢]) = ([c] — ©(c)).
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11.2 Cohomologia singular

L os modul os de cohomologia para espacios topol 6gi cos no se conocen hasta que se acanza un
mayor desarrollo dela Topologia Algebraica en 1930, cuando L efschetz formula algunos de los
teoremas de dualidad para variedades.

La cohomologia es dual de la homologia en dos sentidos
() hay una aplicacion bilineal entre cadenasy cocadenas,

(if) H? esun functor contravariante.

Definicion 11.10 Sea (X, A) un par de espacios topologicosy M un R-modulo. Seintroducen

(i) e grupo de las n-cocadenas singulares de (X, A) con valores en M es el R-mbdulo
SM(X,A; M) := Hompg(S,(X, A; R), M);

(i1) el operador cocadena singular
d™: S™(X, A; M) — S" (X, A; M);
sedefinepor d*(¢)(o) = (—1)"¢(dni1(0)), parap € S™(X,A; M)yo € S,11(X, A; R)
y se extiende por linealidad. (S*(X, A; M), d*) resulta ser un complejo de R-modulos;

(iii) diremos que p € S™(X, A; M) es un n-cociclo cuando d"(¢) = 0y un n-coborde si
¢ € Im(d"'). Sedenotapor Z"(X, A; M) a grupo delosn-cociclosy por B™(X, A; M)
el grupo de los n-cobordes, y entonces

H™(X,A; M) := Z"(X, A; M)/B"(X, A; M) = H"(S*(X, A; M), d*),
se llaman-grupo de cohomologia singular de (X, A) con valoresen M.
Observacion 11.11 Setiene un isomorfismo
S"(X, A; M) = {p € Homp(S,(X, R), M) : ¢[s,(a;r) = 0}

Aqui, S, (X, A; R) esun R-modulo libre sobre e conjunto S,,(X)/S,(A) delos n-simplices
singulares o: A,,— X con Im(o) ¢ A. Por lo tanto, S"(X; M)y S™(X,A; M) pueden
interpretarse como los espacios de funciones ¢: S,,(X) — M y ¢:S,(X)/Sn(A) — M res-
pectivamente. Los R-mbdulos S™(X; M)y S™(X, A; M) son, por |o tanto, isomorfosalasuma
directade tS,,(X)y #(S,(X)/S.(A)) de copias de M, respectivamente.

Observacion 11.12 Si M esun R-modulo libre (respectivamente, proyectivo, l1ano), por ggem-
plo, st M = R, entonces S™(X, A; M) es un R-mbdulo libre (respectivamente, proyectivo,
[lano).

Observacion 11.13 Envirtuddelosanterioresargumentos, S™ (X, A; M) puededefinirsetambién
como Homz(S,(X, A;Z), M).
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Definicion 11.14 Sea M un R-moduloy unaaplicacion entrepares f: (X, A) — (Y, B). Sobre
los complejos de cadenas se tiene la aplicacion inducida f.: S.(X, A; R) — S.(Y, B; R), y se
define entonces el homomorfismo dual de f,,

[* = Hompg(fs; M):S*(Y,B; M) — S*(X, A; M),

dado por f*(¢) = ¢ o f.. f* esun homomorfismo de compleos de cocadenas, que induce a su
vez un homomorfismo entre los R-modul os de cohomologia

fre=H"(f;M): H*(Y,B; M) — H"(X, A; M).

Corolario 11.15 En las condiciones anteriores, H": ParTop— Modg es un functor con-
travariante de la categoria de pares de espacios topol 6gicos en la categoria de R-modul os.

Observacion 11.16 De hecho, H"™: HomPar Top — Mody es un functor contravariante de la
categoria de homotopia de pares de espacios topol dgicos en la categoria de R-modul os.

Se obtiene & teorema (topol 6gico) de los coeficientes en cohomologia

Teorema 11.17 Sea R un anillo de ideales principales, /M un R-mbduloy (X, A) un par de
espacios. Para cadan € Z existe una sucesion natural exacta, que escinde

{0} — Eatp(H,-1(X,A;R), M) — H"(X, A; M) = Homp(H,(X, A; R), M) — {0},
donde x([¢]) = ([¢] — ¢(c)) esla aplicacion inducida.

Corolario 11.18 Sea R un anillo de ideales principales, M un R-moduloy (X, A) un par de
espacios. S H, 1(X, A; R) eslibre (por giemplo, si R es un cuerpo) o M es inyectivo, se
obtiene un isomorfismo

K HM(X, A; M) = Hompg(H, (X, A; R), M),

dado por ([«0]) = ([¢] = #(c))

11.3 Productoscup y cap

Algo que distingue la cohomologia de la homologia es la existencia de una operacion interna
natural, el producto cup, que hace de los R-modul os de cohomologia una R-agebra graduada.
Y este anillo de cohomologia operara sobre los R-moédul os de homologia através del producto

cap.
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11.3.1 El producto cup

Vamos a definir el producto cup sobre S*(X; R) = €pSU(X; R)

qeN

Definicion 11.19 Sea X un espacio topologico. Se define
(i) parap,q € N, sea A, ., € (p + ¢)-simplice estandar. Tenemos dos inclusiones naturales
At Ay — Ay, Ay =(eo...€p)
Pg: Dg——Bpig,  pg = (€ps-- - €pig);

(i) parap,q € N,seanc € SP(X; R)y d € S X; R) doscocadenas singulares. Se define una
(p + q)-cocadena singular c U d € SP™(X; R) del modo siguiente: paracada (p + ¢)-
simplicesingular o: A, — X sea

(C U d)(O') = <C U da U> = <C7 0o )‘p><d7 g0 10(1>a
¢ opera sobre lap-carafrontal de o y d opera sobre la g-caradorsal;
k l
(iii) dadas ¢, d € S*(X, R), existen k,l € Ntdesquec = > ¢,y d = > _d,, donde para cada

p=0 q=0

p=0,....,kyq=0,...,lesc, € SP(X;R)yd, € SX; R). Entonces se define
cUd::Zk:zl:chdq € S*(X; R).
p=0 q=0
Queda asi definida una operacion bilineal
U:S*(X;R) x S*(X;R)— S*(X;R) por Uf(c,d) =cUd,
llamada el cup-producto de S*(X; R).

Definicion 11.20 Si M esun R-modulo, esuna R-algebras paracadaa,b € Myr,s € Res
(ra)(sb) = rs(ab). Si ademas M = M, con M, R-submodulos tales que M, M, C M,.,,

q
entonces M es un algebra graduada. Un homomorfismo de R-algebras f: M — M’ es una
aplicacion R-linedl y tal que f(ab) = f(a)f(b).

Lema11.21 Sea X un espacio topologico. Entonces

(i) (S*(X; R),+,U) esun anillo con elemento unidad 1 € S°(X; R) tal que (1,0) = 1 para
cada o € Sy(X; R). Snembargo, este anillo no es en general conmutativo;

(i) seana € SP(X; R)yb € S1(X; R); paraladiferencial d en S*(X; R) se verifica
Pt (aUb) = (—1)%(dPa) Ub+ a U (dD),

es decir, el operador coborde es una derivacion del anillo graduado S*(X; R);
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(iii) Z*(X; R) :== @Z"(X; R) es un subanillo de S*(X; R) y B*(X; R) := @B (X;R)
peN qeN
es un ideal bilatero de Z*(X; R). Asi, por paso del cup al cociente, se deduce que

H*(X;R) := @H"(X; R) esun R-algebra graduada con unidad;

peN

(iv) s f: X —Y escontinua, se obtienen dos homomorfismos de R-algebras
f8"(Y;R)—S*(X;R) y f“H'(Y;R)—H"(X;R),
definidos de la manera obvia.

Observacion 11.22 S* y H* son functores contravariantes de la categoria Top de espacios
topol bgicos en la categoria GradAlg,, de R-algebras graduadas.

Teorema 11.23 (H*(X; R), +,U) esun anillo anticomutativo, es decir, si [a] € H?(X; R) Y
b] € HI(X; R),es[a]U[b] = (—1)P[b] U [a]. Enparticular, S a = by pimpar, es[a] U [a] = 0,
S R tiene caracteristica distinta de 2.

Ejemplo 11.24 Laanterioridentidadnoesvélidaen (S*(X; R), +,U): enefecto, sean X = Ay,
a € S°%A; R)y b e S'Y(Aq; R) definidos de modo que

S ocS(AR), es <a,o—>:{1 So=¢

0 SiO'#eo
s S(ALR)., e (hoy={l S7=1a
o c 1( 1, )7 <70>_{0 S'O.?élAl'
Entonces
(aUb,1a,) = (a,1a, 0 Ag) (b, 1a, 0 p1) = (a,e0) (b, 1a,) = 1.1 =1,
(bUa,1a,) = (b, 1a, © M ){a,1a, 0 po) = (b,1a,)(a,e1) = 1.0 =10

11.3.2 El producto cap

Este producto es esencial para enunciar |os teoremas de dualidad.

Definicion 11.25 Sea X un espacio topoldgico. Dadas una cocadenasingular a € SP(X; R)y
un simplice singular o € S,,,(X; R) se define

aNo:=(a,00N,)(00p,) € S,(X;R).
Extendiendo la definicion por linealidad, se obtiene una aplicacion lineal

N: S*(X; R) X S4(X; R)— S.(X; R),
llamada producto cap de S*(X; R) y S.(X; R).
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Observacion 11.26 Parag € N, puede identificarse S,(X; R) con Hompg(S?(X; R), R), aso-
ciandoaoc € S,(X; R), laaplicacion quellevab € S(X; R) en(b, o).

Lemal1l.27 Seana € SP(X; R) yo € S,+4(X; R). Entonces se puede mirar a N ¢ cOmo un
elemento de Homg(S?(X; R), R), donde paracadab € S(X; R) es

(ano)(b) :=(b,ano) = {(aUb,0o).
Lema11.28 Severifica

(i) N eshilineal y define una multiplicacion escalar del anillo S*(X; R) sobre S, (X; R): esto
hace de S, (X; R) un S*(X; R)-modulo a la derecha;

(i) para cada a € SP(X;R) ycada z € S,.,(X;R), la diferencial posee la propiedad
dpanz) = (~1)P(a N dyeg(2)) — (dP(a) N 2);

(i) N induce una multiplicacion escalar
N: HP(X; R) X Hpi(X; R) — Hy(X; R)

de H*(X; R)en H.(X; R). Asl, e producto cap hacede H,.(X; R) un H*(X; R)-mbdulo
graduado;

(iv)s f: X — Y escontinua, setieneunhomomorfismodemoédulos f.: H.(X; R) — H.(Y; R)
sobreel homomorfismodeanillos f*: H*(Y; R) — H*(X; R), esdecir,paraa € H*(Y; R)
yze H(X;R)es fu(f*(a)Nz) =an fiz).

11.4 Orientacion

11.4.1 Orientacion en variedades

Si se toma homologia con coeficientes en Z, la idea ahora es mirar las dos posibles el ecciones
de generadoresen H,, (R", R™ — {0}) ~ Z como las dos orientaciones alternativas en R". Esto
puede justificarse heuristicamente como sigue: si laposicion del n-simplice estandar A,, en R”
estal que 0 € R™ estaen € interior de A,,, entonces lainclusion de A,, en R™ representa un
generador i de H,,(R™,R™ — {0}), yaque estainclusion induce un isomorfismo

y H,(A,,0A,) esta generada por la identidad de A, en A,,. Si f:R" — R" es una trans-
formacion lineal inversible, entonces larestriccion f|a, es un ciclo relativo que representa la
clase H,(f)(i) € H,(R",R" — {0}). Pero H,(f)(i) esi 6 —i dependiendo del signo del de-
terminante de f, luego H,,(f) preservalos generadores de H,,(R", R™ — {0}), lo cual significa
que f preserva la orientacion en R™, con lo que es natural identificar los dos generadores de
H,(R™,R™ — {0}) con las dos orientaciones de R".
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Lema 11.29 Sea M unavariedad n-dimensional, n > 1. Paracadax € M yq € Z, €S

R sSqg=n
{0} sig#n’

Definicion 11.30 Sea M unavariedad dedimensibnny x € M. Laeleccion de un generador
de H,(M, M — {z}; R) ~ R sellamauna R-orientacion local de M enz. Para R = Z sehabla
de orientacion local de M en z.

H,(R", R"—{0); R) =~ H,(M, M —{z}: R) ~ H,(M, M —{«};Z) @R — {

Observacion 11.31 Si R = Z, hay dos Z-orientaciones locales de M en x, al tener Z dos
generadores. Si R = Z,, hay una (nica Z,-orientacion local de M en .

Una orientacion global para M existe, cuando las orientaciones local es se pegan de manera
coherente. ¢Como elegir coherentemente una orientacion local en cada punto de la variedad?
En pequefios entornos, esto siempre funciona

Lema 11.32 Sea M una variedad de dimension n y x € M. Existe una base local B, en €
punto x, tal queparacada U € 3, y caday € U & homomorfismo inducido por lainclusion

es un isomorfismo.

Definicion 11.33 Sea M unavariedad dedimension ny U C M un abierto. Paracaday € U
sea

3¥ Hy(M,M — U; R)— H,(M, M — {y}; R)

lagplicacioninducidapor lainclusion. Unelementoo € H, (M, M —U; R) esuna R-orientacion
local de M en U, si paracaday € U, a,, = 55 (o) esun generador de H,,(M, M — {y}; R). Una
Z-orientacion local de M en U, se llama sencillamente orientacion local de M en U.

Proposicion 11.34 Sea M unavariedad dedimensionn y o, una R-orientacionlocal enxz € M.
Existe un entorno abierto U de x, tal que o, se extiende de forma Unica a una R-orientacion
local sobre U.

Definicion 11.35 Sea M unavariedad de dimension n, {U; };c; un cubrimiento por abiertos de
M y paracadai € I seao; una R-orientacion local de M en U;. Al sistema {U;, 0;}ic; Sele
[lama sistema de R-orientacion local de M. Si R = Z, se habla de un sistema de orientacion
local de M.

Definicion 11.36 Sedice que untal sistemaes coherente, cuando dadosi,j € Iy x € U; N U,
esj (o) = jgj(oj), con las notaciones obvias

Definicion 11.37 M se dice R-orientable, s admite a menos un sistema de orientacion local
coherente.
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Definicion 11.38 Sea M una variedad de dimension n. Se puede siempre inducir un sistema
coherente a partir de uno R-orientado {(U;, ;) }ic; del modo siguiente

r— o0, :=7%(0;) paa icl y z€Uj,

en cada punto x € M, y esto proporciona una R-orientacion local bien definida. Dos sistemas
coherentes se dicen equivalentes, si sus R-sistemas |ocal es inducidos coinciden.

Definicion 11.39 Una R-orientacion para M esunaclasede equivalenciadesistemaslocales R-
orientados coherentesde M. Unavariedad se dice R-orientada si se hafijado una R-orientacion
en M. Sediceorientada s es R-orientaday R = Z.

Proposicion 11.40 Se verifican las siguientes propiedades

(i) s R tiene caracteristica 2, toda variedad topologica es R-orientable. En particular, toda
variedad esta Z,-orientada: € grupo de homologia relativo H,,(M, M — {x},Z,) es
ciclico de orden 2, por lo que tiene un Gnico generador o,. S o esla funcién que asigna
acadax € M € elemento o,, se dice que es una orientacion (mod 2) para M;

(ii) dos R-orientaciones de una variedad topol6gica conexa son iguales si y solo si coinciden
en un punto;

(iii) una variedad es orientable si y sblo si es R-orientable para todo anillo R.

Para estudiar el problema de la orientacion en variedades, resulta (til asociar a una variedad M
otravariedad orientable

Definicion 11.41 Sea M unavariedad de dimension n. Sea
M :={(z,0,) : © € M, o, orientacion local del M en z}.

El revestimiento de las orientaciones p de M de M es la proyeccion p: M — M, que lleva
p(z,0,) = x. Unaaplicacion s: M — M con p o s = 1), sellamauna seccion de p.

Observacion 11.42 Paracadax € M,p~!(x) poseedospuntoso: € H,(M, M —{z};Z) ~ Z.
Por el lema 11.29 para cada punto = € M existe un entorno U, tal que
P (U) =UF uU; ={(y.0) 1y € U} U{(y.0,) sy € Us}

cono, = j. o (5¥)~"(o7) y donde o; eslaorientacion local elegidaparael punto . Se puede
definir una topologia sobre M del | modo siguiente: un conjunto V' C M sera abierto, si para
cadax € M losconjuntos p(V NU;)y p(V NU; ) son abiertosen M.



86 11. Dualidad

Teorema 11.43 Sea M unavariedad n-dimensional y p: M — M el revestimiento delasorien-
taciones. Entonces

(i) p esun revestimiento de dos hojas de M,
(i) laaplicacion M — | J H, (M, M — {z};Z) quelleva z en o,, donde o, esun generador

zeM
de H,, (M, M — {x};Z) escontinua. Asi, queda fijada una orientacion de )M, en cuanto

se da la aplicacion s: M — M definida por s(z) = (z, 0,).
Corolario 11.44 Sea M una variedad de dimension n. Entonces
(i) st M esta orientada, lo esta cualquier subespacio abierto de M;
(if) M esta orientada cuando cada una de sus componentes conexas |0 esta;
(iii) s M es conexa, existen excatamente dos orientaciones;

(iv) M es orientable cuando el revestimiento de las orientaciones p: M — Mes equivalente
al fibrado trivial p;: M x SY — M,

(v) S M esconexo, es orientable si y sblo si M tiene dos componentes.

Corolario 11.45 Sea M unavariedad dedimensionny xq € M. S M €S conexo por caminos
y €l grupo 7, (M, ) no contiene ninglin subgrupo deindice 2 (en particular, si es simplemente
conexo), entonces M es orientable.

Lema 11.46 S M esuna variedad de dimension n, entonces M es una variedad de dimension
n y orientable.

11.4.2 Fibrado delasorientacionesy clase fundamental

Sea M una variedad topologica de dimension n. Ya hemos construido el revestimiento de dos
hojas de |as orientaciones p: M — M, con fibra

p Hx) ={(z,0.) : 0, € Hy(M, M — {z};7Z) : 0, esgenerador} ~ {+1} ~ 7Z/27.
Vamos a construir ahora un revestimiento de infinitas hojas ¢: O, — M.
Definicion 11.47 Sea Oy = {(v, o) : ¢ € M, € H,(M, M — {z};Z)}. Para cada
abietoU ¢ Myz € U,seajV:H,(M,M —U;Z)— H,(M,M — {z};Z) la aplicacion
inducida por lainclusion. ParaU C M abiertoy oy € H,(M,M — U;Z), se define €

conjunto (U, apy) = {(z, ) : # € U, o, = jY () }. Seap: Oy — M laproyeccion canonica
p(z,a,) = z. Laterna (Oyy, p, M) sellamafibrado de las orientaciones de M.
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Lema 11.48 En las condiciones anteriores

(i) lafamilia {(U, ay) : U C M abierto, oy € H, (M, M — U;Z)} esbase de una topologia
sobre Oy

(ii) p: Oy — M esun revestimiento con fibra discretap='(z) = H,(M, M — {x};Z) ~ Z.

En las condiciones anteriores, se define laaplicacion 5: Oy — Z, por B(x, o) = |a,| Y Se
denota Oy, (r) := 3 !(r) parar € NU {0}.

Observacion 11.49 Paracadaz € M, tenemos dosisomorfismos H,, (M, M — {z}; Z) — Z,
lo que garantiza que

() 0 estabien definida, es localmente constante y por |o tanto continua;
(i) Oy eslasumatopologicadelos Oy, (r) parar € NU {0};

(iii) O;(1) es homeomorfo a M:;

(iv) Opr(r) >~ Op (1) parar € Ny Oy (0) ~ M.

Definicion 11.50 Sea M unavariedad dedimension My Z C M. El conjunto de las secciones
de O,, sobre Z es

[(Z,0h) :={s: Z— Oy : continuay pos=1,}.

Seidentificacadaseccion s € I'(Z, O,,) con laaplicacion x — (x, o,) atravésdelaaplicacion
continuaz — o, € H,(M, M — {x};Z) ~ Z, es decir, se puede pensar s como una aplicacion
continua Z — Z.

(M, Oyr) sedenomina el conjunto de las secciones globales de M.

Definicion 11.51 Paras € T'(Z, O,y), susoporte, sop(s), eslaclausurade{z € Z : s(x) # 0}.
El conjunto de las secciones sobre Z con soporte compacto se define por

Le(Z,0y) :={s € '(Z,0y) : sop(s) es compacto}.

Severifica
Proposicion 11.52 Dada una variedad M de dimension n, existe una biyeccion entre
(i) e conjunto de las orientaciones sobre M;
(ii) e conjunto de las secciones globales s € T'(M, O, ) talesqueim(s) C Op(1); y

(iii) el conjunto de las trivializaciones del revestimiento de las orientaciones O,,(1) de M.

Sea M una variedad de dimenson My A ¢ M. Paaa € H,(M,M — A,7Z), seala
aplicacion j4(a): A— Oy dadapor ja(a)(z) = (z,52(«)), que es continua. ;4 es ademas
una seccion de O, sobre A. T'(A, O,,), esun grupo abeliano con lasuma

(814 s2)(x) = s1(x) + so(x) € Hy(M,M — {a};Z) ~ Z
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Y setiene
Teorema 11.53 En las condiciones anteriores, si A C M escerrado, entonces
(i) H (M, M — A;Z) = {0} paracada g > n;

(ii) e homomorfismo candnico j: H,, (M, M — A;Z)—T'(A, O,) dado por j4(a) como
antes, esinyectivoeim(j4) = L'c(A, Oy );

(iii) en particular, para A = M, es H,(M,Z) ~ T'c(M,0On) y H,(M,Z) = {0} para cada
q>n.

Observacion 11.54 Claramente, si A escompacto, esT'(A, Oy) = T'e(A, On).

Corolario 11.55 Sea M una variedad de dimensibn n 'y A C M cerrado, conexo, pero no
compacto. Entonces, H,, (M, M — A;Z) = {0}.
En particular, s M una variedad de dimension n conexa y no compacta, es H,,(M;Z) = {0}.

Definicion 11.56 Sea M una variedad topologica de dimension ny A C M. S existe una
seccion s € T'(A,Oyy) tal que paracadaxz € A € elemento s(z) € H,(M,M — {z};7Z) es
generador, se dice que M esorientablealo largo de A.

Corolario 11.57 Sea M unavariedad dedimensibn ny A C M compacto con k& componentes
conexas. Entonces, M esorientablealolargode Ay H,, (M, M — A;7) ~ 7Z*.

Corolario 11.58 Sea M una variedad de dimension n compacta y conexa. Entonces,

7 s M orientable

Hn(M,Z) = { {0} enotrocaso

Observacion 11.59 Son orientables S, R™, CP" y RPP™ paran impar. No son orientables la
botellade Klein, labanda de Mobius M y RP" paran par. Ademas, a ser S* orientabley M no
orientable, se deduce que la orientabilidad no es una propiedad de homotopia.

Definicion 11.60 Un elemento o € H,,(M;Z) se llama clase fundamental de M/ cuando para
cadar € M d elemento j (o) € H,(M, M — {z};Z) esun generador.

Ejemplo 11.61 Paran € N, S™ posee una clase fundamental. Sin embargo, R™ no posee clase
fundamental, pues H,,(R™; Z) = {0} y H,(R",R" — {z};Z) ~ Z.

Corolario 11.62 Sea M una variedad de dimension n, entonces
(i) s M posee una clase fundamental, M esorientable;
(if) s M escompacta y orientable, posee una clase fundamental;

(ilf) s M es compacta y orientable, existe una correspondencia uno a uno entre las clases
fundamentales de M y las orientaciones de M.
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11.5 Teoremadedualidad de Poincaré

11.5.1 EIl caso compacto

Empecemos con el teorema de dualidad de Poincar & par a variedades compactas

Teorema 11.63 Sean M una n-variedad orientable, conexa y compactay z,,; una clase funda-
mental de M. Para cada ¢ € Z, el homomorfismo de Poincaré

P: H?(M;Z) — H,_,(M; Z)
definido por P(c) = ¢ N 2z, esunisomorfismo.
Teorema 11.64 Sean M una n-variedad orientable, conexa y compacta. Entonces
(i) para cada q € N setiene un isomorfismo
Ho(M;Z)[T(Ho(M; Z)) ~ Hyg(M; Z) T (Hy,—(M; Z)),

donde T'((H,(M:;Z))yT(H,—,(M;Z)) son los respectivos grupos de torsion. En parti-
cular, paralos nimeros de Betti definidos por 3, = rg(H,(M;Z)), se deducelaigualdad
ﬂq = /anq;

(ii) paracada g € N, setiene un isomorfismo T'((H,(M;Z)) ~ T'(H,—,(M;Z)).

Ejemplo 11.65 Sea M unavariedad de dimension 3, orientable, compactay conexa. Vamos a
calcular los grupos de homologiade M, atravésde H, (M ; Z)

(i) como M esconexa, es Hy(M;Z) = 7Z, que no depende de H, (M ; Z);
(ii) por €l teorema 11.64, es
Hy(M; Z) ~ Hy(M; Z) /T (Hy(M; Z)) & T (Hy(M; Z)) ~
~ H\(M;Z)/T(H(M;Z)) & T(Ho(M; Z)) ~ Hi\(M; Z)/T(H\(M; Z));
(iii) como T'(Hs(M; Z)) ~ T(H_(M;Z)) ~ {0}, es Hy(M; Z) ~ Ho(M;Z) ~ Z.

Teorema 11.66 Sea M una variedad de dimension n, orientable, compacta y conexa. S n es
impar, x(M) = > (-1)78, =0.

qEZ

11.5.2 EIl caso no compacto

El primer paso para probar la dualidad de Poincaré en variedades arbitarias es construir clases
fundamental es.
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Lema 11.67 Sea M unan-variedady K C M compacto. Entonces

(i) H,(M,M — K;R) = {0} paraq >ny H,(M,M — K;R) = {0} si y sdlo si suimagen
en H,(M, M — {z}; R) estrivial paracadaz € K;

(i) s x — o, esuna R-orientacion de M, existe una Unica clase o € H,,(M, M — K; R)
cuyaimagenen H, (M, M — {z}; R) eSo, paracadaz € K

(iii) en particular s M es cerraday orientable, tomando K = M en (ii) se obtiene una clase
fundamental para M.

Proposicion 11.68 Sea X un espacio topologico, X = | J X, union de una familia dirigida de

subespacios con la propiedad de que cada compacto en X estacontenidoenal gun X, . Entonces
laaplicacion natural  limH,(X4; R) — H,(X; R) esunisomorfismo para cada g.

Definicion 11.69 Sea X un espacio topol6gico. Lafamiliade sus subespacios compactosforma
un sistemadirigido paralainclusion, yaqgue launion de dos compactos es un conjunto compacto.
A cadacompacto K seleasociael grupo H4(X, X — K; R) congfijoy acadainclusion K; C K,
de compactos se le asocia el momomorfismo natural

HY(X,X — Ki;R) — HY(X,X — K3; R).
El grupo resultante
HL(X;R) = lim HYX,X — K;R),
es el g-ésimo grupo de cohomologia singular con soporte compacto de X.

Observacion 11.70 El nombre se debe a que los elementos de este grupo se representan con
cocadenas ¢ gue se anulan sobre todos los simplices singulares en el complementario de un
compacto K, C X. Si X escompacto, H%(X; R) = HY(X; R) pues X esel Gnico compacto
maximal que contiene alos compactos de X .

Observacion 11.71 Enrealidad es
HL(XGR) = HYX,X —K;R) |/ ~,
K CX,compacto
donde si K3, K; C X son dos compactos, dados dos elementos « € HY(X, X — K1; R) y
B € HI(X, X — Ky R),esa ~ [ cuando existe K C X compactotal que K; UK, C Ky
ii(a) = 15(03), dondei;: (X, X — K) — (X, X — K;) eslainclusion natural paraj = 1, 2.

Observacion 11.72 Si X es un espacio topologicoy I' ¢ {K C X : K compacto} es un
sistema cofinal de espacios compactos (es decir, para cada compacto K C X, existe K’ € I" td
que K C K'), entoncesparacadag € Z es

HE(X;R) = lim{H(X, X — K;R) : K € T}.
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Ejemplos 11.73 Setienen los gjemplos
1. sea X compacto; entonces
HL(X;Z) = HE(X, X — X3 Z) = HY(X; Z),
yaquel' = { X} esun sistema cofinal de conjuntos compactos,

2. sea X = R" ~ S" — {z}. El espacio {B,(0) C R" : r € RT} de las bolas cerradas
centradas en €l origen, es un sistema cofinal de compactos. Parag € Ny r € R*, sea
f:R"—S8" — {z} e homeomorfismo usual. Con las notaciones del problema 12.3 del
capitulo 12, se obtiene

HY(R",R" = B,(0); Z) ~ HU(S" — {},8" — ({} U f(B,(0)); Z) ~
HI(S",S" — f(B.(0)); Z) ~ HY(S™; Z).
Y entonces
HE(R™ Z) = lim{H(R",R" — B,(0);Z)) : r € R"} = HI(S; Z).
Observacion 11.74 Si f: X — Y escontinuay K C X compacto, entonces f(K) C Y es
compacto, pero en general f(X — K) ¢ Y — f(K), esdecir, f no induce ninguna aplicacion

HY Y)Y — f(K);Z) — HY(X,X — K;Z), y en genera tampoco induce ninguna aplicacion
HL(Y;Z) — HL(X;Z).

Sean o una R-orientacionde M, K C M compactoy oy € H,,(M, M — K;7Z) laUnicaclase
que le corresponde segiin el lema 11.67. El producto cap con ox produce un homomorfismo
—Nog:HI(M,M — K;Z)— H,_,(M;Z), a— anogk.
Por la naturalidad del producto cap, los homomorfismos asi definidos para diferentes con-
juntos compactos son compatibles en € siguiente sentido: s K; y K5 son compactos y

K, C Ky, entoncess f: HI(M,M — K,)— HY(M, M — K5) es unaaplicacion, se verifica
que (— Nok,) = (—Nog,) o f. Pero, por las propiedades bésicas de |os limites directos

Definicion 11.75 Unatal familia compatible de homomorfismos induce un homomorfismo del
limite directo,

P:H{(M;Z) =lim  HY(M,M — K;Z)— H,_o(M;Z),
gue se llama homomorfismo de Poincaré.

Y se deduce el teorema de Mayer-Vietorisrelativo en conomologia

Teorema 11.76 Sea X un espacio topologico, A, B C X, demodo que Ay B son abiertos en
AU B. Entonces, existe la sucesion exacta larga

HY(X,AUB;Z) — HY(X,A;Z)® HY(X, B;Z) — HY(X,AN B;Z) — H"" (X, AU B; 7Z)
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Lema 11.77 El limitedirecto lim es un functor exacto.

Y usando el teoremal1l.76y € lema11.77, se concluye el teoremadedualidad de Poincar &

Teorema 11.78 Sea M una variedad de dimension n y orientable. Entonces el homomorfismo
de Poincaré, P: Hi(M;7Z) — H,,_,(M;7Z) esun isomorfismo, para cada q.

11.6 Otrosteoremasde dualidad

11.6.1 Ladualidad modulo 2

Laversion mod 2 del teorema de dualidad de Poincaré es mas débil puesto que sblo se aplicaa
la homologia'y cohomologia de grupos con coeficientes en Z,. Pero tiene la ventgja de que se
aplica atodas las variedades, orientables 0 no.

Si M esunavariedad de dimension n arbitraria, paracadax € M, seao, € Unico elemento
no nulo del grupo de homologialocal H,, (M, M — {x};Z,) y paracadacompacto K C M sea
ok € Unico elemento de H,,(M, M — K;Z,) que le corresponde para cada = € K, segln €l
lema 11.67.

Sea (G un espacio vectorial sobre Z,. Se define el homomorfismo
—Nog:H,(M,M — K;G)— H,_(M;G)

por laformula (— Nog)(xz) = x N ok, usando & isomorfismo natural G ® Z, ~ G paradefinir
este producto cap. Los homomorfismos asi definidos para cada compacto K son compatibles, y
quedadefinido un homomorfismo sobreel grupo limitedirecto, P: HY(M; G) — H,,_,(M, G),
gue es e homomorfismo (mod 2) de Poincaré.

Teorema 11.79 Para cada variedad M de dimension n y cada Z,-espacio vectorial G, P, es
un isomorfismo.

11.6.2 Ladualidad sobrevariedades cerradas. Dualidad de L efschetz

Definicion 11.80 Una variedad de dimension n con borde es un espacio de Hausdorff M, en
gue cada punto tiene un entorno abierto homeomorfo aR™ o al semiespacio
RY = {(z1,...,2,) € R" : 2, > 0}.
Si z € M corresponde por untal homeomorfismo aun punto (x4, . .., z,) € R? conz, =0,

entonces por excision setiene

Hy(M, M — {z}) = H,(RL, R} — {z}) =0,
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y si z corresponde a (1, . .., x,) € R} conz, > 0 0aun punto deR", entonces
H,(M,M — {z}) ~ H,(R",R" — {0}) = Z.

Definicion 11.81 Los puntosde M con H, (M, M — {x}) = 0 forman un subespacio 9 M bien
definido, el borde de M, que es una variedad de dimension n — 1, con frontera vacia. Por
gemplo, OR" ~ R" !y gD" ~ S,

Definicion 11.82 Si M esunavariedad con borde 9 M, un entorno collar de 9M esun entorno
abierto homeomorfoadM x [0, 1), através de un homeomorfismo quellevadM en OM x {0}.

Proposicion 11.83 S M es compacta con borde, 9 M posee un entorno collar.

Observacion 11.84 Mésen general, se pueden construir collares paralos bordes de variedades
paracompactas.

Definicion 11.85 Una variedad compacta con borde M se dice R-orientable s M — OM es
R-orientable como variedad sin borde.

SiOM x [0,1) C M esunentorno collar de 9M, entonces H,(M, 0M; R) es naturalmente
isomorfo a H,(M — OM,0M x (0,1/2); R). Asi, s M es R-orientable, tenemos una clase
fundamental relativazy € H, (M, 0M; R), por restriccion auna orientacion dada en cada punto
de M — OM.

Asi, se puede generalizar ladualidad de Poincaré a variedades cerradas

Teorema 11.86 Sea M unavariedad dedimensionn, compactay R-orientable, cuyo borde 9 M
se descompone en la unidn de dos variedades A y B de dimension n — 1, compactas, tales que
ANB = 0A = 0B. Entonces, € producto cap por una clase fundamental z5 € H,,(M,0M; R)
define isomorfismos D},: HY(M, A; R)— H,,_,(M, B; R), para cada q.

Observacion 11.87 En el anterior teorema, no se excluye el casoenque A, B6 AN B = (.
Los casosen que A 6 B = () se suelen llamar dualidad de Lefschetz.

11.6.3 Cohomologia de Cech

Hay unamanera de extender estos teoremas de dualidad, reemplazando la cohomologiasingular
por otra cohomologia llamada cohomologia de Cech. Esta cohomologia se define del modo
siguiente
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Definicion 11.88 A cadal/ = {U,} cubrimiento abierto de un espacio X, se le asocia un
complejo simplicial N (i) llamado nervio de 4, donde

(i) acadaabierto U, sele asociaun vértice v,

(i) unconjunto de & + 1 vértices {v,,, - . . , Va,,, } defineun k-simplice, semprequelosk + 1
abiertos correspondientes {U,,, . . ., U,,,, } tengan interseccion no vacia.

Si otro cubrimiento V = {Vj3} es un refinamiento de ¢/, cada Vj; esta contenido en agun U,
y estas inclusiones inducen una aplicacion simplicial N(V) — N(U) que estéa bien definida,
salvo homotopia.  Se puede entonces formar el limite directo lim /(N (/); &) con respecto
a cubrimientos abiertos cada vez mas finos. El grupo limite es por definicion e grupo de
cohomologia de Cech, H1(X; G).

Observacion 11.89 Con una definicion analoga de grupos relativos, la cohomologia de Cech
verificalos mismos axiomas que la cohomol ogia singular.

Para espacio homotdpi camente equival entes a CW-compl gjos, lacohomol ogiade Cech coin-
cide con la cohomologia singular, pero para espacios con anomalias locales, esta cohomologia
resulta en general mas razonable

Ejemplo11.90 Si X es e subespacio de R? que consiste en la union de las circunferencias
1 1 . .
X =Us ((—,O, O) ,—), contrariamente a lo que se pudiera esperar es H3(X;Z) # 0.
neN n n
Pero, H*(X;Z) = 0y H*(X;Z) = Z> suma directa de una familia contable de copias de
Z. Sin embargo, los correspondientes grupos de homologia de Cech definidos usando limites
inversos, no se comportan tan bien, porque el axiomade exactitud falla, puesel limiteinverso de
sucesiones exactas no es necesariamente una sucesion exacta. Pero, hay una manera de salvar
este problema, usando una definicion mas refinada, que es la teoria de homologia de Steenrod.

Existen muchas mas teorias de homologiay cohomol ogia, adaptadas a diversas situaciones.
Y para cada unade €ellas, se pueden dar |os correspondientes teoremas de dualidad.



Algunos g ercicios

En las noches claras,
resuelvo el problema de la soledad del ser.
Invito a la luna'y con mi sombra somos tres.

“En las noches claras’
Gloria Fuertes (1917-1998)

12.1 NUmerosde Betti y caracteristicade Euler

L a caracteristicade Euler-Poincaré de un espaci o topol 6gico es un poderoso invariante que tiene
numerosas aplicaciones fueradel ambito de latopologia, por g emplo

1. sblo las esferas impares admiten campos de vectores que no se anulan. Estas son justo las
esferas con caracteristica de Euler-Poincaré nula. Se puede definir la nocion de campo
de vectores sobre una variedad diferenciable X (ladiferenciabilidad se precisapara poder
hablar de vectores tangentes). Si X es compacto y conexo, existe un campo de vectores
tangente no nulo si y sblo si x(X) = 0. Luego, para superficies compactas, solo T? y
K? poseen un tal campo de vectores. Si X es de dimension impar y compacta, siempre
admiteuno. Con argumentos de geometriadiferencial, sepruebaques X no escompacto,
siempre admite un tal campo de vectores;

2. unaclase un poco mas general de caracteristicade Euler juega un papel clave en el teorema
de Riemann-Roch para variedades algebrai cas proyectivas no singulares.

Si G esun grupo abeliano finitamente generado, se sabe que |os elementos de orden finitoen G
constituyen el subgrupo detorsion 7'y que €l grupo cociente G/T" es abeliano libre. El nimero
minimal de generadoresde G/T" esel rango de G.

El rangode H,,(X; Z) (paraaquellos espacios X en quelos que tenga sentido esta definicion)
se llama n-ésimo nimero de Betti, 3,(X), de X. S H,(X;Z) es un grupo abeliano libre,
esta caracterizado por su rango; en otro caso, hay mas informacion contenida en € grupo de
homologia.

95
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Se define también la caracteristica de Euler, x (X ), por laformula
X(X) =3 (=1)"Ba(X),
n>0

cuando esta suma esfinita
Estos dos nUmeros son, por supuesto, invariantes topol6gicos. Se pide

(i) calcular los nUmeros de Betti y la caracteristica de Euler de S*, RP", CP", larosa de r
pétalos y la superficie compacta de género g;

(i) dada una sucesidn exacta de grupos abelianos finitamente generados
0— A -5 Ay 25 22 4, — 0,

probar querg(Ar) —rg(Az) + ...+ (=1)""rg(A,) = 0;

(iii) s Z se obtiene a partir de Y adjuntandole una n-celday x(Y) esta definido, entonces
X(Z) =x(Y)+ (=)™

(iv) aditividad de la caracteristica de Euler: s X es un espacio topolégico, A,B € X'y
X =A U B (condicion de Mayer-Vietoris), entonces si x(X), x(4), x(B) Yy x(AN B)
estan definidos, es x(X) = x(A) + x(B) — x(AN B);

(V) s X esun poliedro regular en el espacio de dimension tres (homeomorfo aS?), se divide
su superficie en triangulos de modo que si dos de ellos se cortan, o hacen en un vértice o
unaaristacomin. Si F' esel nUmero decaras, E e dearistasy V' el de vértices, entonces
V — E+ F = 2: ésteesun vigo teoremade Euler;

(vi) si R esun dominio de ideal es principales, |0s resultados sobre grupos abelianos se pueden
generalizar amodulos sobre R. Y se puede definir
X(X;iR) =) (=1)"H,(X; R).
q>0
Probar que s las caracteristicas de Euler x(X; R) y x(Y; R) estan definidas, entonces
X(X x Y; R) estatambién definiday x(X x Y; R) = x(X; R)x(Y; R).

12.2 Teoremadel punto fijo de de L efschetz

Sea V' un espacio vectorial real dedlmenson finita, con base {v1,...,v,} yseay: V—V una

aplicacion lineal dada por ¢ (v;) Za”v] Seatr(vy Za” latraza de ¢ (Que no depende
7j=1

delabase elegida). Sean X un espacmtopologlcoy f:X —>X una aplicacion continua. Para

n € N, sea

M) i= tr (Ho(f): Hu(X; R) — H, (X; R))
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Se define e indice de Lefschetzde f por A(f) := > _(—1)"A.(f) € R. Se pide probar
neN

(i) los anteriores numeros estan bien definidos, es decir, no dependen de |as bases el egidas;
(i) An(idx) = Bn(X) y Alidx) = x(X);

(iii) si f, g: X — X son aplicaciones homotopas, entonces A\(f) = A(g);

(iv) s c: X — X esunaaplicacion constante, es A(¢) = 1;

(v) teorema del punto fijo de Lefschetzz Sea X un poliedro compactoy f: X — X ta que
A(f) # 0. Entonces, f tiene un punto fijo.

12.3 Espacios asféricos

Sea (C,, d) un complejo de cadenas, con C,, = 0 sin < 0. Se define

Definicion 12.1 Una aumentacion sobre € anillo R para el complejo C, es un epimorfismo
e:Co— R, talquec o =0y Cy/Ker(e) ~ R.

Dado un complejo de caderlas (C.,d) cone aumentacione: Cy — R, se puede formar el complejo
de cadenas reducido (C.,d), tomando C, = C, si ¢ > 1, Cy = Ker(e) y d; = d,. Como
]m(dl) C K@T({f), Setiened1: (& —>C().

Definicion 12.2 Un complejo de cadenas con aumentacion esaciclico si el complejo de cadenas
reducido lo es, esdecir, si Im(d,1) = Ker(d,) e Im(d,) = Ker(e).

Se pide probar la siguiente propiedad

Proposicion 12.3 Un complejo (C,, d) con aumentacion ¢: Co— R, es aciclico si y solo s
H,(C)=0parag >0y Hy(C) ~ R.

Definicion 12.4 Un espacio X es asférico si toda funcion continua f: S" — X se extiende a
disco f: D"*! — X . Paran = 0, lapropiedad dice simplemente que X esconexo por caminos.

Ejemplos 12.5 Algunos € emplos de espacios asféricos son

1. un convexo X en un espacio euclideo: seap € X; representamos los puntos de D™ +! por
coordenadas polares (t,z) con0 <t < 1,z € S*y (0,z) = (0,2') esel origen. Los
puntos de S” tienen coordenadas (1, z). Dada f: S® — X, definimos f: D"+ — X por
ftx) =1 -t)p+tf(z);

2. un espacio contréactil X: sea H: X x [0, 1] — X lahomotopia que contrae, es decir, para
r € XesH(z,0) =xy H(z,1) = p paraadgin punto fijop € X. Se define entonces
D — X por f(t,x) = H(f(z),1 —t);
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)):0<z<1}Uu{(0,y): =1 <y < 1} junto

3. lacurva seno topologico S = {(x,sen(%
1) a(1,senl) (y solo cortaa S en estos puntos) es

con un arco de curva que va de (0, —
asférica, pero no es contractil.

Se pide probar la siguiente propiedad

Teorema 12.6 S X esun espacio asférico, entonces S, (X; Z) es aciclico.

12.4 Homologiareducida
Dado un espacio topolégico X, e R-mbdulo H§(X ; R) se obtiene a considerar un operador
borde diferente sobre las 0-cadenas: 88(296%%) =) v, . Conestadefinicion, severificaque
8881 = 0, y se define lahomologia reducida de X porz
HY(X; R) = Ker(d8)/Im(d,) ypara >0, HAX)=H,(X).
Se pide probar
(i) S X esconexo por caminos, entonces Hy(X; R) = 0;

(i) s X tiene k componentesconexas, H: (X ; R) esun R-modulolibrecon (k—1) generadores.

12.5 Homologia de un g emplo de complgo de cadenas

Sea (C,, d) un complejo de cadenas tal que

7Z sSn=0
Zo Sin=1
H,(C:Z) = 2=
(, ) Zs Sin=2
0 Sn>2
Probar que
Zg ssn=0
Zo Sn=20,12 0 sSn=1
H,(C:Z :{2 . L, H,(C:Zs) = |
(GZ2) =" gn>2 R I R

0 sn>3



99

12.6 Algunos g emplos de homologia de espacios

Demostrar que
Lema12.7 Parala k-esfera Sk, H,, (S*; Z) eslibre en cualquier dimension.
Deducir la siguiente propiedad
Proposicion 12.8 Sea Y un espacio topol 6gico, entonces
H,(S*xY;7Z) ~ Hy(Y;Z) D Hp_ (Y3 7).

Usando esta propiedad, calcular las homologias de
(i) T? y € toro generalizado;

(i) RP? x S* y RP? x S*% sus grupos fundamentales son isomorfos, pero sus grupos de
homologia no o son, de lo que se deduce gue no tienen el mismo tipo de homotopia;

(iii) CP3 y S* x S*: sus grupos fundamentales no son isomorfos, aunque si 10 son sus grupos
de homologia.

12.7 El teorema de separacion de Jor dan-Brouwer

Probar |as siguientes propiedades, consecuencias del teorema de separaci bn de Jordan-Brouwer

(i) sl Aesuna(n—1)-esferaembebidaenR" (donden > 2), entoncesR" — A tiene exactamente
doscomponentesconexas, unadelascualesesacotaday laotrano. Lacomponenteacotada
es aciclicay lano acotada posee la misma homologia que S"*;

(i) invarianza del dominio: st U C R™ esabiertoy V' C R"™ eshomeomorfo aU, entonces V/
es también abierto;

(i) invarianza deladimension: s U C R"y V' C R™ son abiertos homeomorfos, entonces
m = n.

12.8 ¢Esmegor la cohomologia que la homologia?

Sealaunion por un punto de dos copias de S! y unacopiade S?, esdecir, X = S' v St v §2. El
espacio asi obtenido X es conexo, por lo que Hy(X;Z) ~ Z. Paran > 0 esféacil ver que

7Z®7Z sSn=1
H,(X;Z)~ H,(S';Z) ® H,(S";Z) ® H,(S*Z) ~ {Z Sn=2.
0 sin>2



100 12. Algunos ejercicios

Luego X tiene la mismahomologia que €l toro T?, es decir, es un toro homol ogico.

¢Es X homotopi camente equival ente al toro? Usando solo homol ogia, no se puede responder
a esta pregunta, pero la cohomologia resulta muy Util en este caso, se pide probar

Proposicion 12.9 En calidad de anillos graduados H*(X; Z) y H*(T?; Z) no son isomorfos.

Y delo anterior, se deduce que X e T? no son homotopi camente equival entes.

12.9 ¢Por quéladualidad?

JPorquénoes H,(X:;Z) ~ H,_,(X;Z), envez del isomorfismo H,(X;Z) ~ H" P(X;Z)?

Ladualidad de Poincaré es casi €l isomorfismo H,(X;Z) ~ H,_,(X;Z), excepto porque
existen espacios orientables “ con torsion” . Estos espacios tienen una especie de propiedad de
autoenrollamiento. Entre estos espacios, |0os més sencillos son |os espacios lenticulares L(p, q),
conpy q enterosrelativamente primos. sealaesferaS? considerada como subconjunto del plano
complgo

83 = {(Zl,Zz) € (CQ : |Z1|2 + ’22|2 = 1},

2w 2miq

y & homeomorfismo h: S* — S?, definido por i(zy, 20) = (21.€ 7 , 2. » ). Se comprueba
facilmente que que A = 1gs. El grupo ciclico Z,, opera sobre S* por

n.(z1,22) = h"(21,22) para n € Z,.

Laaplicacioncocientep: S* — S* /Z, esunrevestimientoy el espaciocociente L(p, ¢) = S*/Z,,
se llama espacio lenticular. Se pide probar

(i) el grupo fundamental de L(p, ¢) esciclico de orden p;

(i) L(2,1) esel plano proyectivo real de dimension 3, RP3;

(iii) para estos espacios es

{Z sn=0,3

0  enotrocaso.
Pero .
Z 9n=0,3
FWM%@ﬂDz{ZLQn=2
0 €n otro caso.

Asi, es H,(L(p, q); Z) ~ H*(L(p,q); Z.), pero Hy(L(p, q); Z) % Hy(L(p, q); Z).
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