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LA CONJECTURE DE BAUM-CONNES POUR
UN FEUILLETAGE SANS HOLONOMIE DE

CODIMENSION UN SUR UNE VARIÉTÉ FERMÉE

A bstract

MARTA MACHO STADLER

In [C2], Baum-Connes state a conjecture for the K-theory of C*-algebras
of foliations . This conjecture has been proved by T . Natsume [N2] for
C°°-codimension one foliations without holonomy on a closed manifold .
We propose here another proof of the conjecture for this class of foliations,
more geometric and based on the existence of the Thom isomophism,
proved by A . Connes in [C3] . The advantage of this approach is that the
result will be valid for all C'-foliations .

0. Introduction

Baum-Connes énoncent dans [C2] une conjecture pour la K-théorie des C* -
algébres des feuilletages . Cette conjecture a été démontrée par T. Natsume [N2]
pour les feuilletages de classe C°°, de codimension un et sans holonomie sur une
variété fermée . On propose ici une autre démonstration de la conjecture pour
cette classe de feuilletages, plus géométrique et qui s'appuie sur 1'isomorphisme
de Thom, démontré par A. Connes dans [C3] . L'avantage de cette approche
est que le résultat sera valable pour tous les feuilletages de classe C° .
La démarche comporte essentiellement trois étapes :
La structure transverse d'un feuilletage est décrite par son pseudogroupe

d'holonomie . Pour un feuilletage sans holonomie (M, .17), il existe toujours
une transversale fermée totale, que l'on peut prendre comme axe d'un bon
recouvrement . Par conséquent, le pseudógroupe d'holonomie de (M, .F), qui
agit sur un axe connexe, est en fait un groupe d'homéomorphismes sans points
fixes de S 1 . Un tel groupe est équivalent (comme pseudogroupe, dans un sens
qu'on précisera plus ta.rd) á un groupe d'homéomorphismes sans points fixes
de R .
La dynamique topologique de ces groupes décrit la dynamique topologi-

que des feuilletages, ce qui nous donne une premiére classification en termes
d'ensembles minimaux . Cette étude est abordée au paragraphe 1 .
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A partir de ces groupes, on construit á la fois :
(1) Le classifiant de (M, .F), qui est un feuilletage par plans Fo sur le tore

T' de dimension n, oú n est le rang du groupe d'holonomie Hol (F)
de F. Ce feuilletage Po est défini par une action libre de Fan-1 . Cette
construction est réalisée au paragraphe 3 .

(2) La C*-algébre de (M, .F), qui est aussi la C*-algébre de (T n,Fo), ce qui,
est fait au paragraphe 2 .

L'isomorphisme de Thom, perinet finalement la vérification de la con-
jecture de Baum-Connes pour les feuilletages considérés .

Je voudrais exprimer ma reconnaissance au Professeur Gilbert Hector pour
m'avoir proposé ce travail .

1 . Feuilletages sans holonomie. Étude des sous-groupes sans points
faxes de Homéo+ (R) et Homéo+ (51)

Considérons la situation ci-dessous :

M

9

M

D
R

oú q est le revétement universel d'une variétéM de groupe fondamental 7r, (M)
et D est une fibration (triviale) . On définit une action de 7r, (M) sur R á 1'aide
d'un homomorphisme :

h : 7r, (M) -+ Homéo (R) .

Si D est équivariante par rapport á 1'action de 7r1(M), elle induit sur M un
feuilletage F de codimension 1, dont la structure transverse est complétement
décrite par le groupe Imh=Ho1 (F) . De plus, F est sans holonomie (c'est á
dire, le groupe d'holonomie de toute feuille est trivial) si et seulement si
Hol (.F) est sans points faxes (c'est á dire, tout g E Hol (F), g :~ Id, est sans
point fixe) . Bien plus, on a la réciproque suivante ([HH], VIII, théoréme 2.2.8) :

Théoréme 1 .1 . Tout feuilletage de codimension 1 sans holonomie sur une
variété fermée es¡ défini par une fibration équivariante comme e¡-dessus.

Ceca nous conduit de facon naturelle á 1'étude des sous-groupes sans points
fixes de Homéo+ (R) .
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Relation d'ordre partielle sur Homéo+ (R) . Sous-groupes sans points
fixes .

Soit Homéo+ (R) le groupe des homéomorphismes croissants de R . On définit
un ordre partiel < sur Homéo+ (R) par :

g < h si g(x) < h(x) pour tout x E R.

Un sous-groupe G de Homéo+ (R), sans points fixes est totalement ordonné
et archimédien, done abélien . Le théoréme de Hdlder permet de construire un
isomorphisme de G dans un sous-groupe de R . Cet isomorphisme est unique á
une homothétie prés .

Dynamique topologique .
So¡t G C Homéo+ (R) . Le sous-groupe G agit sur R par :

A :GxR-~R

(g, x) --a A(g, x) = g(x) .

Cette action est effective, et on considére la relation d'équivalence pG sur R
dont les classes d'équivalence sont précisément les orbites de l'action A, c'est
á dire, G(x) = {g(x) : g E G} (x E R) . Un ensemble minimal M de pG est
un ensemble fermé, non vide, saturé pour pG et tel qu'aucun sous-ensemble
non trivial deM posséde les mémes propriétés ; ce qui est équivalent á dire que
G(x) = M pour tout x E M. En général, pG n'admet pas d'ensemble minimal,
mais ce sera le cas si G est de type fin¡ .

Lemme 1.2 . Si G C Homéo+ (R) est de type fní, alors pG posséde au moins
un ensemble minimal.

Preuve : Considérons 1'ensemble Sta (G) = {x E R : g(x) = x pour tout g E
G} . Si Sta (G) 7É 0, la conclusion est immédiate . Supposons done que
Sta (G) = 0. Alors, lim inf G(x) = -oo et lim sup G(x) = oo pour tout x E R .
Considérons une famille {g l , . . . , gn } de générateurs de G. Soit I = [-a, a] (a >
0) tel que gi(0) E I pour tout i E {1, . . .,n} . Alors, G(x) n I 0 pour tout
x E R. Si on applique le lemme de Zorn aux fermetures des saturés pour pG
qui coupent I, on obtient un ensemble minimal MI. Le saturé de MI par pG
est un ensemble minimal pour PG .

L'existence d'ensembles minimaux permet une premiére classification des
groupes sans points fixes :

Proposition 1 .3 . Si G C Homéo+ (R) est sans points fxes, on a les possi-
bilités suivantes:

(1) Si le rang de G est 1, toute orbite est propre fermée, done un ensemble
minimal.
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(2) Si le rang de G est plus grand que 1, pG posséde un ensemble minimal
unique M. De plus, on a deux cas:

( i) Toutes les orbites sont denses dans R, donc M= R (on dit alors
que G est minimal).

( ii) M est un fermé saturé, sans points isolés et d'intérieur vide .
Donc, c'est un Cantor (non compact) : on dit que M est un minimal.
exceptionnel.

Preuve :
(1) C'est trivial .
(2) Supposons que pG posséde un minimal exceptionnelM. Pour x E R -M,

soit J,; = (u .,:, v .,) la composante connexe de R - M qui contient x .
Puisque ux E M,, G(u) est une orbite non propre car G(ux ) = M.
Comme u,; n'est pas asolé dans M, il existe une suite {g,, : n E N} C G
telle que

	

lim g�(ux) = ux . Les intervalles gn(J.,) (n E N) sont deux á
n-c<)

deux disjoints, donc u, = lim gn(x) E G(x). On déduit que G(u x ) C
n-oo

G(x) et alors M C G(x) . Ceca prouve que M est unique .

Étude des modéles .
Pour les sous-groupes de Homéo+ (R) que. nous sommes en train d'étudier, on

va voir que Pon peut toujours se ramener á 1'étude d'un groupe de translations .
Pour cela, on doit d'abord introduire la notion de conjugaison de groupes .
Définition 1 .4 . Soient G et G' deux sous-groupes de Homéo+ (R) .
(1) On dit que G est semi-conjugué á G', s'il existe une application surjec-

tive, croissante et continue T : R -3 R et un homomorphisme surjectif
<p : G -> G', de fagon á avoir le diagramme commutatif suivant :

R R

(2) Si T est un homéomorphisme, ~o es forcément un isomorphisme et on
parle alors d'une conjugaison entre les groupes G et G' .

Remarque. Si G et G' sont deux sous-groupes sans points fixes, la propriété
archimédienne de G prouve que cp : G -> G' est toujours un isomorphisme .
Avec ces définitions, et puisqu'on travaille avec des groupes axchimédiens, on

obtient le résultat fondamental suivant :

Théoréme 1 .5 . Si G est un sous-groupe sans points faxes de Homéo+ (R),
on a les possibilités suivantes: .

(1) Si le rang de G est 1, G est conjugué au groupe des translations entáéres .
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(2) Dans les autres cas, G est semi-conjugué á un groupe de translations
de F8 . La semi-conjugaison est une conjugaison si et seulement si G est
minimal.

Dans le cas C2 , on a un théoréme de type Denjoy-Sacksteder ([HH], VI,
théoréme 3.10) :

Théoréme 1.6 . Soit G un Bous-groupe du groupe Diff +(R) des difféomorphis-
mes de classe C2 croissants de F8, de type fini et tel que pG poss¿de un ensemble
minimal exceptionnel M. Alors, il existe g E G et xo E M, tels que g(x0) = xo
e¡ Dg (xo ) < 1 .

Corollaire 1 .7 . SÍ G C Diff +(18) est de type fini et sans points fixes, alors
G es¡ conjugué á un groupe de translations .

Le passage de Homéo+ (FI) á Homéo+ (5 1 ) .
On peut obtenir Homéo+ (S1) á partir de Homéo+ (F8) de la fa~on suivante :
Considérons D(51) = {f E Homéo+ (R) : f(x + 1) = f(x) + 1} . Si on

désigne par Ra la translation de module a dans ffI et on considére 1'ensemble
C = {Rk : k E Z}, on a un isomorphisme Homéo+(S 1 ) - D(S1)/C . Si
q : R --+ S1 est 1'application exponentielle et f E D(S1

), on a un diagramme
conlmutatif:

1'
ld

	

lú

q

oú f E Homéo+ (51) est 1'application induite par f. On appelle f un reléve-
ment de f. Alors, Ya est la rotation de S1 d'angle ca(mod Z) . Considérons
G C Homéo+ (S1) et G 1'ensemble des relévements des éléments de G. On a
une suite exacte :

O->7L->GhG->0

oú hl (k) = Rk et h2 (f) = f, pour k E 7L et f E G .
Le théoréme 1 .5 permet le passage de G á G, si G est un sous-groupe de

Homéo+ (R) sans points fixes . Alors, G est un groupe de type fini (de rang
,n) et sans points fixes si et seulement si G est un groupe de type fin¡ (de rang
n- 1) et sans points fixes . En particulier, G est abélien . On définit pc de fagon
analogue á PG . Les orbites de pc sont simplement les images par 1'application
exponentielle des orbites de PG . On déduit alors de fa~on evidente les énoncés
analogues de la proposition 1 .3 et du théoréme 1 .5 pour G .

Bien que G et G ne soient pas isomorphes comme groupes, la notion d'équiva-
lence de pseudogroupes nous fournit un isomorphisme á un autre niveau, adapté
á 1'étude des feuilletages :
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Définition 1.8 . Deux pseudogroupes de difféomorphismes locaux ([HH],
II, définition 2.1.3) (Q, P) et (Q', P') sont dits équivalenis s'il existe une famille
<I> = {~oi}iEI de difféomorphismes cp i de domaine Vi C Q et image Vi' C Q', tels
que :

(1) {Vi }¡EI est un recouvrement ouvert de Q.
{Vi'}iEI est un recouvrement ouvert de Q' .

(2) Pour tout f E P et tout couple (i, j) tel que f' = cpj o f ocpi 1 soit défini,
onaf'EP'.

(3) Pour tout f E P' et tout couple (¡j) tel que f = cp i 1 o f' o cp i soit
défini, on a f E P .

o¿ est appelé un isomorphisme de P sur P' .
L'application exponentielle q : R -> S1 est un homéomorphisme local, d_onc

elle est localement inversible . Cette observation, et la construction de G á
partir de G, permettent de vérifier aisément le résultat suivant :

Proposition 1 .9 . L_'application exponentielle q : R -> 51 définit une équivalen-
ce entre (R,G) et (51, G) comme pseudogroupes de difféomorphismes locaux .

Remarque: La proposition 1 .3 a un équivalent en termes de feuilletages,
obtenu en faisant jouer á la relation d'équivalence définie par F de róle joué
par PG . ([HH], IV, section 2.2) .

2 . C*-algébre et K-théorie associées aux Bous-groupes sans
points fixes de Homéo+ (R) et Homéo+ (S1 ) .

Soit G C Homéo+ (81 ) sans points fixes et de type fin¡ . Soit G C Homéo+ (R)
le relevé de G selon les notations du paragraphe 1 . Alors, G est sans points
fixes et de type fin¡ . Soit n le rang de G. L'action A de G sur R induit une
action de G sur Co (R) par *-automorphismes :

A* : GXCo (R)--->Co (R)
(g, f) ->A* (g,f)

x) A* (g, f)(x) = f(g -1 (x)) .

Comme G est abélien, donc moyennable, le produit croisé Co (R) XG et le pro-
duit croisé réduit Co (R) x,. G (associés au systéme dynamique (G, Co (R), A*))
comcident ([P]) .

Définition 2 .1 . La C*-algébre C* (G; R) = Co (R) x G est appelée la C*-
algébre de groupes de transformation pour l'action de G sur R.

De la méme fagon, on définit C* (G ; 51) = C (51) m G. La proposition 1 .9,
permet d'obtenir le résultat suivant (voir [BGR] et [MRW]):
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Théoréme_2 .2 . Considérons les pseudogroupes de diféomorph¡smes locaux
(R, G) et

	

Alors, on a un ¡somorph¡sme de C*-algébres :

(Co(R)xG)®k- (C(S')xG)®k

oú k est l'algébre des opérateurs compacts sur un espace de Hilbert séparable et
de dimension infinie .

Ce résultat réduit 1'étude des C*-algébres antérieures á 1'étude d'une seule
d'entre elles . On va étudier les propriétés de C* (G; 51 ).
On va d'abord introduire la notion de tore non commutatif, qui est sans

doute 1'exemple le plus accessible de variété différentiable non commutative .
Définition 2.3 . Le ¡ore non commutatif d'ordre n est la C*-algébre univer-

selle engendrée par n opérateurs unitaires U,, . . . , Un sur un espace de Hilbert
séparable, qui vérifient les conditions de commutativité suivantes :
u¡uj u¡ -' uj-' = pü E 5' pour tout i, j E {1, . . .,n} .

Ces C*-algébres possédent une structure différentiable naturelle, définie par
une action ergodique naturelle de T' comme groupe d'automorphismes ([C2]) .

Théoréme 2.4 . Soit G C Homéo+ (5') un groupe sans points faxes et de
type fin¡ (rang n - 1) . On a les possibilités suivantes:

(1) S¡ n = 1, alors C* (G ; 5') - C(S') .
(2) Si n > 1, on a encone deux possibilités :

( ¡) Si G est conjugué á un groupe de rotations, alors C* (G; 5') est
un tore non commutatif de dimension n .

( ¡¡) Si G est sem¡-conjugué á un groupe de rotations I', on a une
suite exacte :

0

	

> C* (C; U) -+ C* (C ; 5') --> C* (G; M) , 0,

o-ú M est le minimal exceptionnel de p~ et U = S' - M.

	

C* (G; M) est un
¡ore non commutatif de dimension n et C* (C:; U) es¡ ¡somorphe á une somme
® Co (F8), ov. I C N! (éventuellement fin¡) .
iEI

Preuve : Il sufit de voir (2¡¡) . Si M est le minimal exceptionnel pour la
relation d'équivalence pG,

	

_U = S' -M est un ouvert saturé dense dans S' qui
nous fournit un idéal bilatére fermé non trivial C* (G ; U) de C* (G ; 5 1 ) .

	

En
plus, on a un homomorphisme surjectif :

C* (G; S') --> C* (G ; M),

dont le noyau est justement C.'* (Ci ; U) ([G]) . On a donc une suite exacte de
C*-algébres :

0---+C'*(G;U)-+ C*(G;5') ---+ C*(G;M)----- 0.
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En outre, G agit sur 1VI comme groupe de rotations I', donc C* (G ; M) est
un tore non com_mutatif de dimension n . Soit J une composante conn_exe de
U . Vaction de G sur J est triviale . Soit Sat (J) = Ug(J) ; 1'action de G sur

gEG
Sat (J) est libre et propre et J - Sat (J)lG .

	

Donc, U = UV;, oú les Vi =
áEI

Sat (Jz) (J2 est une composante connexe de U) sont des ouverts saturés deux
á deux disjoints et I C N est éventuellement fin¡ . On a alors les isomorphismes
suivants :

C* (G; V2) - Co (V,lG) ® k(L2 (G)) - Co(Ji) ® k(L2(G))

Co (R) ® k(L2(G)) .

On peut donc décrire la C*-algébre C* (G ; U) par :

C* (G ; U) = ®_ C* (G ; VE) = ®_ (Co (R) ® k (L2(G)).

Remarque. La minimalité de G_équivaut justement á la non-existente
d'idéaux bilatéres fermés pour C* (G ; V) .

Puisqu'un tore non commutatif est un produit croisé itéré d'actions de Z, on
peut utiliser la suite exacte de Pimsner-Voiculescu [PV] en plusieurs étapes,
et on déduit que les K-groupes des tores non commutatifs sont les mémes que
ceux d'un tore ordinaire de la méme dimension . On obtient alors le corollaire
suivant :

Corollaire 2.5 . Dans les conditions du théoréme 2.1, (2i), on a un isomor-
phisme en K-théorie:

h'* (C-(Z1; 5')) -K* (Tn),
ova K* signifce K-théorie pour algébres d'opérateurs ((C2]) et K* K-théorie
topologique á supports compacts .

Córollaire 2.6 . Dans les conditions du théoréme 2.4 (2ü), on obtient la
suite exacte en K-théorie suivante :

0

	

---+ Iio (C*(G ; 5')) -~ K'(Tn)

K'(Tr') ,	K l (C*(G ; 5')} '

	

®Z
4EI

Preuve : Il suffit d'utiliser la suite exacte du théoréme 2.4 (2ii), qui passe
á une suite exacte de six-termes en K-théorie [C2], le corollaire 2.5 et les
propriétés suivantes des K-groupes :

(1) K* ( .(B A2) -
¡®
K* (AÍ) pour tout famille de C*-algébres {Ai : i E I} .

11
l

(2) K* (A ® k) -K*(A) pour toute C*-algébre A.
(3) Ko(Co(R)) = K'(R) - 0
Ki (Co (F8)) - K'(F8) - Z. E



Suspension de G et de G .
Soient G C Homéo+ (S1) et G C Homéo+ (R) des groupes sans points fixes

et de type fin¡, selon les notations du paragraphe 1 . Soient n le rang de
G, {g l , . . . , gn} une famille de générateurs et A 1'action de G sur R. On définit
une action libre et proprement discontinue de G sur Rn x R par :

(g, X1 " . .,xn,X)->(X1+lil, . . .,xn+1Cn,g(X)),

oú g = 91 o . . . o 9n . On obtient un diagramme commutatif :
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3. Feuilletages classifiants des feuilletages sans holonomie

Ao :Gx (RnXR)->RnXR

E
p

Tn

oú pr est la projection canonique, 7r est 1'application quotient par Ao, q est le
revétement universel, E est 1'espace quotient et p est 1'application induite par
pr . Cette construction est appelée la suspension de G . On a en plus le résultat
suivant :

Proposition 3.1 . Dans le diagramme (1):
(1) E est difféomorphe á Tn x R,
(2) Il est muni d'une structure píate non triviale,
(3) Les nappes horizontales de ceite structure sont les feuilles d'un feuille-

tage par plans FG sur E défini par une action libre de Rn .

Preuve : Le feuilletage horizontal sur Rn x R est défini par une action libre
de Rn, qui passe au quotient en une action de Rn sur E induisant le feuilletage
'rG. Pour le reste de la proposition, on peut consulter [HH], II, proposition
1.2 .2 .

Pour G C Homéo+ (S1) on realise la construction analogue, qui fournit un
diagramme commutatif:

Rn-1 x 51

	

pr

	

Rn-1

9 e

E

	

>Tn-1

oú E est difféomorphe á Tn . E

	

Tn-1 est un fibré plat de fibre 5 1 . Les
nappes horizontales de cette structure sont les feuilles d'un feuilletage par plans
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_sur E, défini par une action libre de 18n -1 . Bien plus, on a une section
canonique a : E-; E définie de la facon suivante :

Considérons le diagramme commutatif:

E-FBnx18

	

r '
.) E=R"

k= Tn

Le feuilletage ."j sur Tn se reléve á un feuilletage par plans .'FG sur Rn, qui est

défini par une fibration localement triviale de fibre Rn-1 et base F$, f2'

	

D > R .
On définit la section Q : Rn -> 18" x E$ par Q(z) = (z,D(z)) pour tout z E Rn .

Cette application passe au quotient en une section o- : Tn --> Tn x 18 . La
transversalité de u perinet de conclure qu'il existe un feuilletage unique de
codimension 1, F = o-*jG) sur Tn, de fagon á avoir un homomorphisme de
feuilletages u : (Tn , .F) -> (Tn x R, .FG) . Par construction, ces deux feuilleta-
ges possédent des pseudogroupes d'holonomie équivalents (S1 , G) et (R, G) .

Feuilletages sans holonomie et feuilletages par plans .
On a done démontré le résultat suivant :

Théoréme 3.2 . Si G C Homéo+ (S 1 ) est un groupe sans points fines et de
type fin¡ (de rang n - 1), il existe un feuilletage par plans sur Tn, dont le
pseudogroupe d'holoraornie est (S', 17), et ¡l est unique á conjugaison prés .

L'idée d'associer une C*-algébre non commutative á une variété feuilletée
est due á A . Connes ([C1] et [C2]) . Cette C*-algébre représente Pespace des
feuilles et se construit á. partir du groupoide d'holonomie du feuilletage . Pour
la varieté feuilletée (T n , .Fc), 1e calcul de la C*-algébre est, une conséquence
immédiate de la caractérisation des C*-algébres pour les feuilletages définis par
des actions de groupes de Lie ([C2]) :

Proposition 3.3 . So¡t (Tn,FG) le feuilletage , construit ci-dessus . Alors,
on a un isomorph¡sme de C*-algébres:

C* (T72' 7775) = C (T") la Rn-1 .

Remarque: Le théoréme 3.2 établit, d'une autre part, 1'isomorphisme de
C*-algébres suivant ([R]) :

C* (Tn, .)cc)=C*(G;S')®k

La K-théorie associée á C* (Tn, FG) se déduit comme un corollaire du résultat
suivant de A. Connes ([C3]) :



appelé l'isomorphisme de Thom .
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Lemme 3 .4 . Si (A, H, a) esi un systéme dynamique, oú H est un groupe de
Líe résoluble et simplement connexe et j E Z/2 est la dimension de H module
2, alors on a un isomorphisme naturel

Ki (A x « H) - Ki+j(A),

Si on applique ce lemme au systéme dynamique (C(Tn), Rn-1 , a) (oú a
est 1'action libre de Rn-1 qui induit le feuilletage .1:5) - compte tenu de
1'isomorphisme en K-théorie K, (Co(X )) - K*(X) pour les espaces locale-
ment compacts X --, on obtient le résultat suivant :

Proposition 3.5 . Si j+1 E Z/2 es¡ n. module 2, on a 1'isomorphisme naturel
de Thom:

lii (C*(Tn,FG)) = h'+7 (Tn ) .

Finissons cette section en reliant les feuilletages sans holonomie et les feui-
lletages par plans sur des tores que 1'on vient de construire . On va introduire
d'abord la notion de feuilletage classifiant d'un feuilletage donné :

Définition 3.6 . So¡t (M, .F) une variété feuilletée . On dit que (MO,FO) est
un feuilletage classifiant de (M, .F), si on a les propriétés suivantes :

(1) Les pseudogroupes d'holonomie (Q, P) et (Qo, Po) de (M, .F) et (Mo, fo)
respectivement sont équivalents .

(2) Pour toute feuille Lo E .7o, la représentation d'holonomie
hol : 7r1(Lo) --+ hol (L o ) .est injective .

(3) Le revétement d'holonomie de toute feuille de Fo est contractile .
Considérons un feuilletage de codimension 1 et sans holonom¡e F sur une

variété fermée M. Le théoréme 1 .1 fo_urnit un groupe G = Hol (,F) sans points
fixes et de type fin¡ . Si on considére G avec les notations du paragraphe 1, on
obtient le résultat suivant :

Proposition 3.7 . Dans les cond_itions imposées, le pseudogroupe d'holono-
mie de (M,F) est équivalent ¢ (S',?!). "

	

-

Alors, on déduit de fagon immédiate le résultat clé de ce paragraphe :

Théoréme 3.8 . Dans les conditions antérieures, si n es¡ le rang du groupe
d'holonomie Hol (.F) de (M, .F), il existe un feuilletage par plans sur Tn qui
est un feuilletage classifiant pour (M,F) .

On a tous les outi1s nécessaires pour vérifier la conjecture de Baum-Connes
pour les feuilletages sans holonomie .

Cette conjecture s'énonce dans les termes suivants :
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Pour une variété feuilletée (M, .F) 1'espace des feuilles est un espace compléte-
ment intraitable en général . Il résulte alors un probléme définir la K-théorie
pour un tel espace singulier. A . Connes ([C2]) définit :

(1)

(2)

Une K-théorie analytique pour l'espace des feuilles, K* (C*(M, F)), qui
utilise la C*-algébre C*(M, .F) associée á .F .
Une K-théorie topologique pour 1'espace des feuilles, K*,, (BG), qui se
définit comme une certaine K-homologie tordúe de 1'espace classifiant
du groupoide d'holonomie du feuilletage .F.
A . Connes signale 1'eaistence d'une application naturelle :

p : K*,, (BG) --, K, (C *(M, F)),

et il conjecture que p est toujours un isomorphisme (quand les groupes
d'holonomie n'ont pas de torsion) .
Dans le cas particulier des feuilletages sans holonomie, cette conjecture

s'énonce de la fagon suivante :
Conjecture de Baum-Connes . Soit (M, F) une variété feuilletée

et (MO , .F0 ) un feúilletage classifiant de (M, F) . On á un isomorphisme
naturel :

M : K* (Mo ) --r K* (C* (M,F)) .

Donc, dans nos hypothéses, la conjecture est vérifiée comme une
conséquence immédiate de la. proposition 3.5 et du théoréme 3.8 :

Théoréme 3 .9 . Si (M, .F) est un feuilletage sans holonomie et de
codimension 1 sur une variété fermée M, la conjecture de Baum-Connes
est vraie.
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