Estudio dinamico de grafos y mosaicos™

Uno de los primeros objetivos de la Teoria de Foliaciones es el de
estudiar la influencia de la topologia de la variedad ambiente sobre la

topologia y la dindmica transversa de las hojas.

Actualmente, esta cuestion se aborda estudiando propiedades topologi-
cas, métricas o dindmicas de un conjunto residual de hojas, llamadas
hojas genéricas en sentido topologico, o bien de un conjunto de hojas
con medida total, llamadas hojas genéricas en sentido medible (se suele

considerar entonces una medida invariante por holonomia).

Desde el punto de vista de la dindamica topoldgica, el estudio de las fo-
liaciones puede reducirse al caso de las foliaciones minimales (por hojas
densas). Pero, este proceso provoca la desaparicion de la “regularidad
transversa” impuesta a cualquier foliacién, y surge de manera natural la
nociéon de laminacion, al sustituir la variedad ambiente por un espa-
cio métrico compacto (aunque las hojas siguen siendo variedades). Esta
“falta de regularidad” del espacio ambiente permite una dindmica mucho
mas rica, impensable en el caso de foliaciones minimales. Los grafos y

mosaicos proporcionan ejemplos de tales laminaciones.

* En este péster, presentamos el Proyecto de Tesis Doctoral
de Ainhoa Berciano Alcaraz, que realizara bajo la supervision
de Fernando Alcalde Cuesta y Marta Macho Stadler.



Un mosaico del plano es una descomposicion del plano en poligonos (las
teselas), obtenidos por traslacién (o mediante un subgrupo de movimien-
tos rigidos conteniendo a las traslaciones) a partir de un nimero finito
de teselas “modelo”. Se dota al conjunto de los mosaicos del plano
(copiando la construccién realizada en el caso de grafos) de la topologia
de Hausdorff-Gromov: dos mosaicos seran “préximos” si coinciden so-
bre una “gran bola” centrada en el origen, salvo pequenas traslaciones.
Identificando dos mosaicos con las mismas teselas, se obtiene un espa-
cio métrico compacto, dotado de una laminacion definida por la accién

natural del grupo de traslaciones (ver [C], [Gh], [R] y [S])-

Los mosaicos periddicos dan lugar a hojas compactas, pero los mosaicos
aperiddicos con la propiedad de “isomorfismo local” definen laminaciones
minimales. Un ejemplo tipico es el mosaico de Penrose construido a

partir de dos teselas modelo (ver [P], [C] y [R]):

Existen una infinidad no numerable de teselaciones de Penrose distin-
tas, que presentan una simetria pentagonal. El espacio de los universos
de Penrose es el resultado de identificar cada mosaico de Penrose con
cualquiera de sus trasladados, es decir, el espacio de las hojas de la lami-

nacién correspondiente.



El espacio de los universos de Penrose es un espacio no conmutativo muy
interesante (ver [C]), pese a que su topologia es trivial. El dlgebra de
funciones no contiene informacién alguna, pero su versién no conmuta-
tiva, la C*-dlgebra de la laminaciéon (a través de su grupo de K-teoria),
guarda informacién sobre la frecuencia de aparicion de ciertos motivos

(que resulta ser un elemento del grupo Z + (HT\/E) Z).

El propdsito global de la Tesis es avanzar en la comprensién de las la-
minaciones definidas por grafos y mosaicos desde el punto de vista de la
dindmica topoldgica y la teoria ergddica, y proporcionar una descripcion
precisa de los espacios no conmutativos asociados a esos objetos. En

concreto, algunos de los puntos a estudiar seran:

e la obtencion de una descripcion precisa de la estructura geométrica
de las laminaciones definidas por grafos y mosaicos, por medio del
proceso clasico de suspension;

e desde el punto de vista de la teoria ergddica, las laminaciones mi-

nimales por mosaicos admiten medidas transversas invariantes (ver



[S]). Ciertos ejemplos de laminaciones minimales definidas por grafos
sugieren un método de construccién explicita de tales medidas. Se
trataria ademas de determinar en ambos casos cuando la medida es
Unicamente ergddica;

e cabe plantear ademas el estudio de ciertas propiedades de las hojas
como el crecimiento, el niimero de finales o las propiedades de Fglner
y Liouville;

e seria interesante abordar el estudio de los espacios no conmutativos
asociados a las laminaciones definidas por grafos y mosaicos desde
una doble perspectiva topoldgica (estudio de las C*-algebras y de

su K-teorfa) y medible (estudio de las algebras de Von Neumann).
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