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| ntroduccion

0.1 ¢Queeslatopologia?

... Ademas de aquella parte de la geometria gue trata sobre cantidades y que se ha estudiado
en todo tiempo con gran dedicacion, € primero que menciono la otra parte, hasta entonces
desconocida, fue G. Leibniz, € cual la llamb geometria de la posicion. Leibniz determind que
esta parte seteniaque ocupar dela sola posiciony delas propiedades provenientesdela posicion
en todo lo cual no se ha de tener en cuenta las cantidades, ni su calculo... Por €elo, cuando
recientemente se menciono cierto problema que parecia realmente pertenecer a la geometria,
pero estaba dispuesto de tal manera que ni precisaba la deter minacion de cantidades ni admitia
solucion mediante el calculo de ellas, no dudé en referirlo a la geometria de la posicion...

L. Euler.

La topologia es probablemente la mas joven de las ramas clasicas de las mateméticas. En
contraste con el algebra, la geometria y la teoria de los nimeros, cuyas genealogias datan de
tiempos antiguos, la topologia aparece en €l siglo diecisiete, con € nombre de analysis situs,
esto es, analisis de la posicion.

Demanerainformal, latopol ogia se ocupa de aquellas propi edades de | as figuras que perma-
nencen invariantes, cuando dichas figuras son plegadas, dilatadas, contraidas o deformadas, de
modo que no aparezcan nuevos puntos, o se hagan coincidir puntosdiferentes. Latransformacion
permitida presupone, en otras pal abras, que hay una correspondencia biunivocaentre los puntos
de lafigura original y los de la transformada, y que la deformacion hace corresponder puntos
proximos a puntos proximos. Esta Gltima propiedad se Ilama continuidad, y 1o que se requiere
es que latransformacion y su inversa sean ambas continuas: trabajamos con homeomor fismos.

El topblogo considera los mismos objetos que el gedbmetra, pero de modo distinto: no sefija
en las distancias o los angulos, ni siquiera de la alineacion de los puntos. Para el topblogo un
circulo es equivalente a una elipse; una bola no se distingue de un cubo: se dice que labolay
el cubo son objetos topol 6gicamente equival entes, porgue se pasa de uno al otro mediante una
transformacion continuay reversible.

1X



0.2 Un poco dehistoria

En 1679, G. Leibniz (1646-1716) publica su famoso libro Characteristica Geometrica, en €l
cual (en términos modernos) intenta estudiar méas | as propiedades topol 6gicas que | as puramente
métricas de las figuras. Insiste en que, aparte de la representacion coordenada de figuras, “se
necesita de otro analisis, puramente goemétrico o lineal, que también defina la posicion (situs),
como €l algebra define la magnitud”.

Los matematicos en € siglo XV 111 muestran poco interés en topologia, con la excepcion de
L. Euler (1707-1783) cuyo genio comprende todas las mateméticas. En 1736, Euler publicaun
articulo con la solucion al famoso Problema de los puentes de Konigsberg, titulado “ Solutio
problematis ad geometriam situs pertinentis’. El titulo ya indica que Euler es consciente de
gue esta trabajando con una clase diferente de matemética, en la que la geometria ya no es
importante.

El siguiente paso en esta liberacion de la mateméatica también se debe a Euler. En 1750
escribe una carta a C. Goldbach (1690-1764) en la que da la famosa formula de Euler para un
poliedro: v — [ + ¢ = 2, donde v es en nimero de vértices del poliedro, [ es e nimero de
ladosy ¢ €l nUmero de caras. Estaformula, de asombrosa simplicidad, parece que fue olvidada
por Arquimedes (287 AC-212 AC) y R. Descartes (1596-1650), aunque los dos escribieron
extensamente sobre poliedros. Larazon debe ser que, paratodo el mundo antes de Euler, parecia
imposible pensar en propiedades geométricas sin que la medida estuviera involucrada. Euler
publicalos detalles de estaformulaen 1752 en dos articul os, donde da una demostraci 6n basada
en la diseccion de solidos en rodajas tetraedricas. Euler pasa por ato algunos problemas en su
prueba; por jemplo, supone que los solidos son convexos.

A.J. Lhuilier (1750-1840) continta el camino iniciado por Euler con su formula poliédri-
ca. En 1813, Lhuilier publica un importante trabajo, donde indica que la formula de Euler es
falsa para sblidos con asas sobre ellos: si un sblido tiene g asas (un asa es un toro adjuntado
al espacio), Lhuilier prueba que la formula se escribev — [ + ¢ = 2 — 2¢g. Este es €l primer
resultado conocido sobre invariantes topol 6gicos.

A.F. Mobius (1790-1868) publica una descripcion de la banda que [leva su nombre en 1865.
Intenta escribir la propiedad de una Unica cara de la banda en términos de no orientabilidad.

J.B. Listing (1802-1882) es el primero en usar |a palabratopologia. Susideastopolbgicas se
deben principal mente a su maestro C.F. Gauss (1777-1855). Listing escribe un articulo en 1847
[lamado “ Vorstudien zur Topologie” y en 1861, publicaotro articulo, en el cual describelabanda
de Mobius (cuatro afos antes que Mobius) y estudia la nocién de conexion de las superficies.
Listing no es el primero en examinar las componentes conexas de |as superficies, B. Riemann
(1822-1866) estudia este concepto en 1851 y de nuevo en 1857 cuando introduce | as superficies
de Riemann.

C. Jordan (1838-1922) publica en 1882 su “ Cours d’ Analyse”, que contiene pruebas ri-



gurosas de resultados topol 6gi cos i ntuitivamente obvios sobre curvas en el plano, introduciendo
ademas otro método para estudiar la conexion de las superficies.

Listing examina la conexion en el espacio euclideo de dimension tres, pero E. Betti (1823-
1892) extiende estas ideas a dimensiones arbitarias.

L aideade conexion esdescritaconrigor por H. Poincaré (1854-1925) en unaseriedearticulos
bajo el titulo de* Analysissitus’ en 1895. Poincaréintroduce el concepto dehomologiay dauna
definicion precisa de los nimeros de Betti asociados aun espacio. E. de Jonquiéres (1820-1901)
generaliza en 1890 la férmula para poliedros convexos de Euler a poliedros no necesariamente
convexos. Asimismo, en relacion con la conexion, Poincaré introduce € concepto de grupo
fundamental de unavariedad y la nocion de homotopia.

Un segundo camino en €l cual se desarrollalatopologia es a través de la generalizacion de
ideas de convergencia. Este proceso se inicia en realidad en 1817 cuando B. Bolzano (1781-
1848) asocia la convergencia con un subconjunto acotado infinito de nimeros reales, en vez de
pensar exclusivamente en convergencia de sucesiones de nimeros.

G. Cantor (1845-1918) introduce en 1872 el concepto de conjunto derivado (o familia de
puntos limite) de un conjunto. Define los subconjuntos cerrados de larectareal como aquellos
conteniendo a su conjunto derivado e introduce la idea de conjunto abierto, un concepto clave
en latopologia de conjuntos. Y se define el concepto de entorno de un punto.

En 1906, M. Fréchet (1878-1973) llama a un espacio compacto si cada subconjunto infinito
acotado contiene un punto de acumulacion. Fréchet es capaz de extender la nocion de conver-
gencia de un espacio euclideo, definiendo los espacios métricos. Prueba gque los conceptos de
abierto y cerrado de Cantor se extienden naturalmente a espaci 0s métricos.

En & Congreso Internacional de Mateméticos de Roma de 1909, F. Riesz (1880-1956)
propone un nuevo acercamiento axiomatico alatopologia, basado en una definicion conjuntista
de puntos limite, sin un concepto de distancia subyacente. Unos cuantos afios mas tarde, en
1914, F. Hausdorff (1868-1942) define los entornos a través de cuatro axiomas, de nuevo sin
consideraciones métricas. Este trabajo de Riesz y Hausdorff realmente da lugar ala definicion
de espacio topol 6gico abstracto.

Hay unaterceraviaen laque los conceptos topol 6gicos entran en las matematicas, a saber, a
traves del analisis funcional. Esta es un area que surge de la fisica mateméticay la astronomia,
debido a que los métodos del andlisis clasico eran inadecuados a abordar algunos tipos de
problemas.

J. Hadamard (1865-1963) introduce la palabra funcional en 1903 cuando estudia los fun-

b
cionales lineales F’' de laforma F(f) = nhiﬁlo/ f(z)gn(x)dx. Fréchet continla el desarrollo
de estateoria, definiendo la derivada de un funcional en 1904.



E. Schmidt (1876-1959) examinaen 1907 |anoci on de convergenciaen espaciosdefunciones;
la distancia se define a través un producto interior. S. Banach (1892-1945) redliza un paso
posterior en la abstraccion en 1932, cuando pasa de los espacios con producto interior a los
espacios normados.

Poincaré desarrolla muchos de sus métodos topol 6gicos cuando estudia ecuaciones dife-
rencialesordinariasqueprovienen del estudio de ciertos problemasastronomicos. Estacoleccion
de métodos se transforma en una compl eta teoria topol 6gica en 1912, con los estudiosde L.E.J.
Brouwer (1881-1966).

0.3 Organizacion dela memoria

Esta memoria esta organizada en 18 capitulos, en donde se explican los conceptos mas impor-
tantes de Topologia General, excepto €l Tema XVII que trata una teoria que puede pensarse
como un primer capitulo de un curso de Topologia Algebraica.

Cadauno delostemas constade definiciones, resultados (sin prueba), y unaextensacol eccion
de gemplos. Al final de cada capitulo aparece una relacion de problemas, algunos de €ellos
elementales, otros ya més elaborados, otros son una mera excusa paraintroducir algiin gemplo
deespacioimportante,... en donde se deben aplicar |as propiedades estudiadas en laparte tedrica.

El Temal no es un capitulo de Topologia, en & aparece un breve repaso de algunas nociones
basicas a las que se hace referencia a lo largo de la memoria, y que he preferido incluir por
comodidad.

El Gltimo capitulo, e Tema XVIII, es un compendio de algunos eemplos de espacios
topol 6gicos de especial relevancia en todas | as areas de la Matematica.

Managua, Febrero 2002



Temal

Preliminares

1.1 Un poco de algebra de conjuntos

Sea X un conjunto. Si x esun elemento de X, sedenotapor z € X. Andlogamente, © ¢ X
denotala no pertenencia de z a conjunto X. El conjunto vacio () es el conjunto sin elementos.

Definicion 1.1 Dados A, B C X, sedice que A esta contenido en B, A C B, s para cada
re A,esre B.Y AesigualaB,A=B,s AC By B C A.

Definicion 1.2 Si A, B C X, sedefinen

1) lainterseccionde Ay B, por AN B = {z € X : © € Ayx € B}. Claramente,
ANB C A,B. Ay Bsedicendisuntossi AN B = 0;

2)launibnde Ay B,por AUB={r€ X :x € Abx € B}. Claramente, A, B C AU B;

3) el complementariode Aen X, por X — A= {z € X : z ¢ A}. S no hay duda de respecto
a que conjunto se esta tomando el complementario, se suele denotar por A¢;

4) ladiferenciade Ay B,por A— B=ANB‘={reX:x€ Ayzx ¢ B}.
Lema 1.3 Las propiedades fundamental es de estas operaciones son

(i) leyesidempotentes: AN A= A= AU A;

(ii) leyesasociativas: (AUB)UC =AU (BUC)Y(AnB)NC=AnNn(BNCQC);

(iii) leyes conmutativas: AUB =BUAYANB = BNA;

(iv) leyesdistributivas: AN(BUC) = (ANB)U(ANC)yAU(BNC) = (AUB)N(AUC);
(v) identidades: ANX =A=AUD, AUX =XyAN)=10;

1



2 Preliminares

(vi) propiedades del complementario: AU A= X, AN A =0, (A°)° = Ay X =(;
(vii) leyesde DeMorgan: (AU B)¢ = AN By (AN B)¢ = A°U B“.

Definicion 1.4 Se llama partes de X o conjunto potencia de X a conjunto de todos los sub-
conjuntos de X, y se denotapor P(X) 6 2. Esdecir, A C X siysolosi A € P(X).

Definicion 1.5 El producto cartesiano de A por Bes A x B = {(a,b) :a € Ayb € B}. Sus
elementos son pares ordenados. Claramente, Ax B # Bx A.Y Ax B =(),siysolos A = ()
0 B = (). Dos pares ordenados (ay,b1), (az,bs) € A x B, soniguaes (a1,b;) = (az,by) Sy
solo s a; = (lgybl = b,.

En general, dada una familiafinita de conjuntos { A4, - - -, A,,}, se define su producto carte-
sianoporHAi =A x - x A, ={(a1,-+,a,) 1 a; € Aj;i € {1,---,n}}. S A; = A para

=1
cadai € {1,---,n}, € producto cartesiano se denota por A".

Definicion 1.6 Seal # () un conjunto de indicesy unafamiliaindicada de subconjuntos de X,
{4; :i € I}. Sedefine

(1) lainterseccion generalizada: (A; = {z € X : Vi € [,z € A;},y

el

(2) launion generalizada: | JA; = {x € X : 3i € I tal quex € A;}.

iel

Si el conjuntodeindices ! esfinito, estasdefinicionescoinciden conlasyaconocidas. Secumplen
también en este caso |as propiedades distributivas, las leyes de De Morgan ([ 4;)¢ = | JASy

i€l el
(UA)" =45, etc.

el el

1.2 Funciones

Una aplicacion o funcion f: X — Y, es una correspondencia que asociaa cada xz € X, un
elemento y sdlo uno de Y, que se denota por f(zx).

Ejemplos 1.7 Algunos g emplos de funciones son
1) laaplicacion identidad: 1y: X — X, definidapor 1x(z) = x,
2) laaplicacioninclusion: s A C X, i4: A— X, definidapor is(z) = x;

3) laaplicacion constante: ¢,,: X — Y, definida por ¢, (z) = yo, donde y, es un punto fijo
deY;



4) lai-esima proyeccion coordenada: p;: HAj — A;, dadapor p;((ay,---,a,)) = a;
j=1

5) lainyeccion diagonal: d: X — X", definidapor d(z) = (x,- - -, x);

6) lafuncion caracteristica de un conjunto: st A C X, xa: X — {0, 1}, definida por

0 szdA
XA(x):{l giim

7dada f: X —Y y A C X, larestriccion de f a subconjunto A es: f|4: A— Y, definida
por fla(a) = f(a);

8)sg:A—YyAC X, entonces f: X — Y esunaextensiobndeg a X, s f|4 = ¢g. Las
extensiones no son Unicas;

9s f:A—Y yg:B—Y sondos aplicaciones, donde AU B = X y f(z) = g(z), para
cadax € AN B, sepuede definir lacombinada de f y g, como laaplicacion h: X —Y
definida por
[ flx) sxzeA
h(x>_{g(x) sxeB’

10) el producto cartesiano generalizado: dada una familia de conjuntos { X };c;, su producto
cartesiano es
HXi = {f:[—>UXi s fli) e X, Vi € [}.
il i€l
Lai-ésima proyeccion coordenada eslaaplicacion sobreyectivap;: | [ X; — X, dadapor
i€l
pi(f) = f(i). Se precisa el axioma de eleccion para probar que €l producto cartesiano
de una familia no vacia de conjuntos es no vacia. De hecho, esta afirmacion equivale al
axiomade eleccion. Si X = X; paracadai € I, HXZ- se denotapor X’ y esel conjunto
i€l
delasfuncionesde I en X.
Definicion 1.8 Dadaunaaplicacion f: X — Y, X sellamael dominiode f eY essucodominio.
El grafo de f esel conjunto G = {(z, f(x)) : € X} C X x Y, que en muchas ocasiones se
identificacon f. Dosaplicaciones f: X — Yy g: Z — W son iguales, cuando coinciden sus
dominios (X = Z), suscodominios (Y = W)y f(z) = g(z), paracadaz € X.

Definicion 1.9 Dada f: X — Y, e conjunto f(A) = {y € Y : Ja € Atad que f(a) = y} se
llamaimagen directade A. f(X) sellamarango delaaplicacion. Si B C Y, suimageninversa
esel conjunto f~}(B) = {r € X : f(z) € B}. SI A C X esdelaformaA = f~1(B), sesuele
decir que es un conjunto saturado para f.
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Lema1l.10 Dada f: X — Y, se verifica
() f(@) =0, f(X)CYys A0, entonces f(A) # 0;
(i)s Ay, Ay C X,y Ay C Ay, entonces f(A;) C f(As);
(i) s A; € X parai € I, f({JA:) = UF(A) y F(NA) € N F(A);

el el el el
(iv)s Ay, Ay C X, f(A1) = f(A2) C f(AL— Ag) yenparticular f(X) — f(Az) C f(X —A)
(entreY — f(As)y f(X — As) no hay en general ninguna relacion);

(v) f74(0) = 0, y puede existir ) # B C Y tal que f~1(B) = ;

Vi) f71(Y) = X;

(Vi) si By, B, CY 'y B C B, entonces f~1(By) C f~Y(Bs);

(viiiys B; C Y parai e [, f71((B:) = (f1(B) y fH(UB) = U (Ba);

i€l i€l i€l i€l
(iX) s By,By CY, f~1(B) — By) = f7(B1) — f~(Ba), y en particular, (Y — B,) =
X — f71(By);

XsACX,AcC fYfA);
(x)s BCY, f(f'(B)=f(X)NnBC B;
(ii)S AC XyBCY,f(ANfY(B)) = f(A) N B.

Definicion 1.11 Dadasdosfuncionesf: X — Yy g: Y — Z, sedefinelacomposiciondegy f,
porgo f: X — Z,donde(go f)(z) = g(f(x)), paracadax € X . Lacomposicion defunciones
esasociativa, foly = fylyog=g. Ademés s C C Z,es(go )~ (C) = f~'(g7'(C)).

Definicion 1.12 Sediceque f: X — Y essobreyectiva, s f(X) = Y, esdecir, paracaday € Y/,
exister € X, ta que f(x) = y. Y esinyectiva, s dados z; # xs en X, es f(z1) # f(z2) (O
equivalentemente, si f(z1) = f(z2), entonces r; = x»).

Lemall3d Sea f: X — Y. Severifica
() B= f(f~Y(B)) paracada B C Y,si ysolos f essobreyectiva;
()Y — f(A) C f(X — A) paracada A C X siysdlos f essobreyectiva;
(ili) S g, h: Y — Z y f es sobreyectiva, entoncesgo f = h o f implicaque h = g;
(ivyS ¢g:Y— Xy fog=1y,entonces f essobreyectiva;
W) A= f1(f(A) paracada A C X,d ysolos f esinyectiva;
(Vi) f((4:) = [ f(A;) para cada familia indicada de conjuntos {4; C X },c; sy solos f

icl . el
es inyectiva;



(vii) S f essobreyectiva, entoncesparacada A C X esY — f(A) = f(X — A)siysolos f
esinyectiva;

(viii) si g, h: Z— X y f esinyectiva, entonces f o g = f o himplicaqueh = g;
(iX)sg: Y — X ygo f =1y, entonces f esinyectiva.

Definicion 1.14 f: X — Y esbiyectiva s es sobreyectiva e inyectivaalavez. Enta caso, la
correspondencia definida por f~': Y — X, donde f~'(y) = z sy sdlo s f(z) = y, esuna
funcion.

Lemall5 Sea f: X — Y. Severifica
(i) s f eshiyectiva, entonces f~! también lo es;
(i) s f eshiyectiva,entonces flo f =1x, fofl=1yy(f )t =F;
(iii)S ¢: Y —Xvygof=1xYyfog=1y,entonces f eshiyectivay g = f~;
(ivVS f: X—Y yg:Y — Z sonbiyectivas, g o f tambiénloesy (go f)™' = f~log™.

1.3 Relacionesbinarias

Definicion 1.16 Unarelacion de equivalencia sobre X es una relacion binaria reflexiva, smé-
tricay transitiva. Dada R unarelacion de equivalencia sobre X, sellamaclase de x a conjunto
] = {y € X : zRy}. El conjunto cociente X/R, es el conjunto de todas las clases de
equivalencia

Lemal.17 Severifica

(i) z € [z] (z sellama representante de su clase), luego [z] # 0,
(i) zRy sy sdlosi [z] = [y],

(iii) 2] # [y] siysOlos [z] N [y] = 0.

Definicion 1.18 Unaparticionde X esunafamiliaP? = {P; : i € I} de subconjuntos no vacios
de X, talesque

(i) x =U~,
el
(i) s P, # P;, entonces P, N P; = .
Eslo mismo dar una particion de X que unarelacion de equivalencia sobre &l.
Definicion 1.19 Existe una aplicacion canbnica, p: X — X/ R, que asigna a cada elemento =

su clase de equivalencia p(z) = [z]. Sellama aplicacion cociente y es sobreyectiva. Una vez
dada la aplicacion cociente, cada clase de equivalenciaen X es precisamente p~! (p(x)).
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Definicion 1.20 Unarelacion < sobre X esun orden parcial si es unarelacion reflexiva, anti-
simétricay transitiva. Se dice también que X esta parcialmente ordenado. El orden se llama
total, si dos elementos cualesguierade X son comparables por esta relacion.

Definicion 1.21 S A C X yu € X estal quea < u paracadaa € A, se dice que u es una
cota superior de A. Lamenor de las cotas superioreses el supremode A. S A C Xyle X
estal quea > [ paracadaa € A, sedice que! esunacota inferior de A. Lamayor de las cotas
superiores es el infimo de A. Un elemento x se dice maximal, si no existey € X tal quex <y

yx #uy.

Definicion 1.22 Se dice que X es inductivo si toda cadena (es decir, toda parte totalmente
ordenada) posee una cota superior.

Lema 1.23 Los siguientes enunciados son equivalentes y se admiten como validos

(i) si {4; : I € I'}} esunafamilia de conjuntos no vacios dos a dos disjuntos, existe B C | J A;
tal que B N A, tiene exactamente un elemento para cada i € I; !
(i) s {A; : I € I} esunafamiliade conjuntosno vaciosdosa dos disjuntos, existe una funcion
f:I—|J A tal que (i) € A;, paracadai € I (f sellama funcion de eleccion);
i€l
(iii) lema de Zorn: todo conjunto ordenado inductivo posee un elemento maximal;
(iv) teorema de Zermelo: todo conjunto puede ser bien ordenado;

(v) axioma de eleccion: dados dos conjuntos X e Y y f: X — Y sobreyectiva, existe
gY—Xtalquefog=1ly.

1.4 Cardinalidad de conjuntos

Definicion 1.24 Dos conjuntos se [laman equipotentes, si existe una correspondencia biyectiva
entre ellos.

Definicion 1.25 X sedicefinito s existen € N, tal que X esequipotentea{1,---,n}. Obvia-
mente, dos conjuntos finitos son equipotentes si y solo si poseen € mismo nimero de elementos.

Un conjunto X esinfinito, si no es finito, lo cual equivale a decir que es equipotente a un
subconjunto propio de si mismo. X es numerable si es equipotente aN. X es contable si es
finito o numerable.

Larelacion de equipotenciaes unarelacion de equivalencia. A cadaclase de equipotenciase
le puede asignar un nimero cardinal: un objeto matematico w es un nimero cardinal, si existe
un conjunto X tal que Card(X) = w.



Definicion 1.26 Un conjunto A es de potencia menor o igual que B, Si existe una aplicacion
f: A— B inyectiva, con lo cud Card(A) < Card(B) (equivaentemente, si existe una apli-
cacion f: B— A sobreyectiva).

Teorema 1.27 (de Cantor-Bernstein) Sean X e Y dos conjuntos. S Card(X) < Card(Y)y
Card(Y) < Card(X), entonces Card(X) = Card(Y).

Definicion 1.28 Dadosdosnimeroscardinalesw, y wq, sedicequew; < wo, Si existen conjuntos
X eYconCard(X) =w Yy Card(Y) = ws y tales que la potencia de X es menor o igual a
lapotenciade Y. Setratade unarelacion deorden. Sl w; < ws Y wy # wo, Sedice que w, €s
estrictamente menor que ws.

Lemal.29 Severifica
(i) s X escontabley A C X, entonces A es contable;
(i) s X noescontabley X C Y, entoncesY no es contable;
(iii) S X esinfinito, existe A C X, numerabley propio;

(iv) N x N es numerable y como consecuencia, el producto cartesiano de una familia finita de
conjuntos contables, es contable;

(V) la union de una familia contable de conjuntos contables es contable;

(vi) Z y Q son contables, pero R no lo es.

El Card(() = 0, ese cardinal minimo. Sin embargo no existe un cardinal maximo, ya que
Teorema 1.30 (de Cantor) Para cada conjunto X, Card(X) < Card(P(X)).

En particular, Card(N) = X, < Card(P(N)) = 2%; estanotacion proviene de la siguiente
propiedad: s A esfinito, de cardinal n, entonces Card(P(A)) = 2". Puede probarse que
2% = Card(R) = ¢, que sellamael cardinal del continuo. De agui se concluye que X, < c.

Desde principios de siglo, se ha intentado en vano establecer si existe un niumero cardinal
N, entre Xy y ¢. Cantor hace la siguiente conjetura

Proposicion 1.31 (Hip6tesis del continuo) ¢ = N, es decir, no existe ningln conjunto A, tal
que R, < Card(A) < c.

En 1963, Cohen establece que la hipbtesis del continuo es indecidible: afiadiendo como
axiomasu veracidad o su falsedad, los fundamentos de la M atemética siguen siendo coherentes.
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1.5 Propiedadesdelosnimerosreales

Lema 1.32 (R, <) esun conjunto total mente ordenado.

Proposicion 1.33 (Axioma de la cota superior) S A C R esta acotado superiormente (es
decir, existe M € R, tal que M > a, paracadaa € A), existe el supremo de A. Y en tal caso,
s =sup(A) siysolos

(i) paracadaa € A,esa < s,y

(ii) paratodo e > 0, existea. € Atal quea, > s — .

Corolario 1.34 S A C R esta acotado inferiormente (es decir, existe m € R, tal quem < a,
paracadaa € A), existe el infimo de A. Y entonces, i = inf(A) sy solo s

(i) paracadaa € A,esa > i,y

(ii) paratodo e > 0, existea. € Atal quea. < i+ €.
Lema 1.35 R esarquimediano, es decir, el conjunto N no esta acotado superiormente.
Corolario 1.36 (Propiedad arquimediana) Paratodo x > 0, existen € N, tal que0 < % <.

Corolario 1.37 (Densidad de losracionales) Dados dos nUmerosreales x < y, existe r € Q,
tal quezr < r < y.

Corolario 1.38 (Propiedad de losintervalos de encaje) Dada una familia {[a,, b,] : n € N}
de intervalos cerrados y encajados (es decir, si n < m, €S [am, by, C [an,b,]), entonces

ﬂ (@, bn] # 0.

neN

1.6 Algunas nociones sobre grupos

1.6.1 Grupo (no abeliano) libre con dos generadores

Sea E' el conjunto de las palabras finitas (comprendida la palabra vacia) que se pueden formar
al yuxtaponer los simbolos o y b?, con p, g € Z. Dada una palabra, esta permitido efectuar las
siguientes reducciones

(i) reemplazar un grupo de dos simbolos consecutivos a?, a? por el simbolo a”*? y o mismo
con b,

(ii) suprimir a® y v°.



Unapalabra paralaquetodareduccion esimposible, esunapalabrareducida. Estaformada
por unasucesion de simbolos alternativamente de laformaa? y b2, con exponentes no nulos. Se
verifica facilmente que toda palabra admite una tnica reduccion.

Se denota por L(a, b) @ conjunto de las palabras reducidas dotado de laley de composicion
siguiente: el producto m.m’ de dos palabras, esla palabra reducida asociada a la palabra (no
necesariamente reducida) obtenida al escribir m y m/ juntas.

Para esta ley, L(a,b) es un grupo, para el que la palabra vacia es el elemento neutro y
(aPrb~9 ... a”P1b~ %) eslainversadelapaabra (b a?* ... b7 aPr).

Las aplicaciones @, b: Z— L(a, b) definidas por a(p) = (a?) y b(¢q) = (b?) son dos ho-
momorfismos inyectivos. Ademas, si G esun grupo 'y ¢, v: Z— G son dos homomorfismos,
entonces existe un tnico homomorfismo ¢: L(a,b) — G tal quefoa = py f o b=1,yse
define por 6(a”) = ¢(p) y 0(b?) = ¥(q).

1.6.2 Grupo libre sobreun conjunto

Es una generalizacion de lanocién anterior. En vez de formar palabras con laayudade letras a
y b, se utilizan todos |os elementos del conjunto .S. En particular, si S es un conjunto finito de
n elementos, se obtiene el grupo libre de n generadores, que se denota L(.S).

1.6.3 Productolibre dedos grupos

Es otrageneralizacion de laprimeranocion. Sean GG, y G, dos grupos; se considera el conjunto
de las palabras finitas constituidas por elementos de G; y elementos de GG,. Se autoriza a
reemplazar dosletras consecutivas g, y g; Si estan en el mismo grupo G, por latnicaletrag, .g;,
y lo mismo con G,. Ademas, se suprimen los elementos neutros. Como antes, una palabra
reducida es una sucesion finita de elementos provenientes alternativamente de G, y G». El
conjunto delas pal abras reducidas, dotado de laley de composicion evidente constituye €l grupo
G * G, producto libre de ambos grupos.

LasaplicaCioneS(gli Gl — Gl * GQ Yy 923 G2 — Gl * G2 dadaSpOI’ (91(91) = (92)1 son homo-
morfismos inyectivos. Ademas, si G esun grupo y u;: G; — G son homomorfismos, entonces
existe un tnico homomorfismo u: G1 * Go — G ta que i o ; = p;.

Observaciones 1.39 Parael producto libre de grupos, se verificaque

() unatal propiedad universal basta para caracterizar el producto libre G * G5, salvo isomor-
fismos;

(if) s G5 sereduce a elemento neutro, entonces ¢, es un isomorfismo.
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1.6.4 Producto amalgamado de dos grupos

Recordar que si H esun grupo, sediceque N esun subgrupo normal en H, s paracadah € H
yxz € N,esh™'zh € N. Si K esun subgrupo de H, se denotapor K alainterseccion detodos
los subgrupos normales en H que contienen a K. Este grupo esta constituido por lafamilia de
loselementos h'kh conh € Hy k € K y por todos sus productos, y es € menor subgrupo
normal gque contienea K.

Sean G, G1 Yy G gruposy p;: Go — G; homomorfismos. Sea N el menor subgrupo normal
en G; * GGy que contiene todos los elementos de laforma

{(1(9)p2(9)1), (p2(9)e1(9)™") : g € Go},

y seayu: G x Gy — G4 * Go /N lasobreyeccion canbnica. SedenotaGy « Gy /N = G xg, Ga,
y sedice que es el producto de GG, y G amalgamado por Gy.

Los homomorfismos iy = o 61y pe = 11 o 02 satisfacen larelacion i o 1 = s 0 @9, ya
quelos elementos 0 (v1(g)) Y B2(¢2(g)) difieren en un elemento que estaen e nicleo N de .

Ademéas, si H esungrupoy ¢;: G; — H Y 15: Gy — H sonhomorfismostalesque,op; =
19 © o, entonces existe un Unico homomorfismo ¢: Gy *¢, Go— H tal que ¢y = Yoy y
19 = 1) o uy. EN efecto, existe un tnico homomorfismo ¢': G * G, — H ta quey; = ¢’ 0 6,
y 1y = 9’ o O,; pero la propiedad 1), o ¢ = 15 o 5 prueba que & nlcleo de ¢’ contiene los
elementos de laforma (¢ (g)w2(9) 1) Y (¢2(9)p1(g) ') parag € Gy, y por lo tanto, contiene
a N; luego ¢’ pasaal cociente por N.

¢Como se caracterizan los elementos de N? Para que una palabra (no necesariamente
reducida) represente un elemento de G; * G, que esta en N, es necesario y suficiente que se
puedareducir al neutro (pal abravacia) por unasucesi dn de manipul acionesdelostipossiguientes

(i) reemplazar unaletra v (g) por ¢2(g), g € Go 'y reciprocamente;

(if) reemplazar dos letras consecutivas g; ¥ ¢; (donde g;,g9; € G;, ¢ = 1,2), por la letra
9! = gi.g, € G;, y reciprocamente, descomponer una letra g!’ en una sucesion g;, g;, S
g/ = g;.g. (estamanipulacion no cambiael elemento correspondientede G x G y permite
alcanzar la palabrareducida);

en efecto: todo elemento de N se escribe como un producto (a='¢:i(g)p2(g)~ta), donde
a € G1*x Gy, g € Gy (0 productos de los inversos de estos elementos). Por una manipu-
lacion de tipo (i) y una de tipo (ii), se puede reducir a (a='a), que sereduce a () en G * Go.
Inversamente, veamos que Si (my1(g)ma) € N, entonces (myp2(g)me) € N: en primer lu-
gar, (o1(g)mamy)(mit)(mip1(g)ms)(m,) estaaln en el subgrupo normal N. Multiplicando
por (p2(g)p1(g)~t) € N, se obtiene, tras una reduccion de tipo (ii) (que no cambia la palabra
reducida) (y2(g)mam ), después, de nuevo por conjugacion, se obtiene (m;y2(g)ms), que esta
por lo tantoen V.
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Observaciones 1.40 Como casos particul ares, tenemos
(i) s Go = {1}, N sereduce d neutroy la suma amalgamada esisomorfaa G, x G;

(i) s Gy = {1}, entonces NV esel subgrupo normal engendrado por el conjunto deloselementos
{1(9) : g € Go}. Ademés, G, * G5 esisomorfo a GGy (observacion 1.39, (i)). Lasuma
amalgamada es entonces €l cociente de GG; por € menor subgrupo normal ¢, (Gy), que
contiene a ¢ (Gy).

1.7 Problemas

1.- Sea R unarelacion de equivalenciasobre X' y p: X — X/ R laproyeccion canbnica. Sedice
que S C X esun conjunto R-saturado, si dado x € S, todo y € X relacionado con x pertenece
tambiéna S. Dado A C X, sellama R-saturacion de A a menor conjunto R-saturado de X
que contienea A, y se denota por Sat(A). Se pide

(i) probar que Sat(A) = p~'(p(A)) = Jp 'p(z);

€A
(i) st A C B, probar que Sat(A) C Sat(B);
(iii) probar que S es R-saturado si y solo si existe V € X/Rtal que S = p~(V);
(iv) probar que Sat(| JA;) = (JSat(A;), Sat([)A;) C (Sat(A) y X — Sat(A) C
i€l i€l el i€l
Sat(X — A);

(v) probar que la interseccion y la reunion arbitrarias de conjuntos R-saturados, asi como la
diferencia de conjuntos R-saturados es de nuevo un conjunto R-saturado;

(vi)si S es R-saturadoy AN S = (), probar que S N Sat(A) = 0;
(vii) si Sy .S; (i € I) son conjuntos R-saturados, probar que p(| JS;) = Jp(S:), p(()S:) =
i€l i€l el
p(S) ¥y p(X = 8)=X/R—p(S);
el
(viii) dados S; y S, conjuntos R-saturadosy disjuntos, probar que p(S1) N p(Ss) = 0;
(ix) sobre R, se define la siguiente relacion de equivalencia
xRy s ysolos existek € Z, tal quex = k + v.

Cacular Sat(N) y Sat({/2}).

2.- Sea f: X — Y unaaplicacion. Se pide

(i) probar que larelacion binaria xRy siy solos f(z) = f(y), es unarelacion de equiva-
lencia sobre X;



12 Preliminares

(ii) si p esla proyeccion canonica, probar que existe una nica aplicacion f:X/R;— Y, td
gue f op = f,y que esinyectiva;

(iii) concluir que toda funcién f factorizadel modo f = ¢ o h, donde g es inyectivay h es
sobreyectiva.

3.- Sea { X }ic; unafamiliade conjuntosy paracadai € I, A; C X;. Se pide probar
(i) seaJ C I, entonces [[A; x [[X: = (Np; ' (4;), en particular, [J4; = (p; ' (A));

jeJ igJ jeJ i€l iel
(i) s A c J[ X, entonces A C [ [p:i(A);
el el

(i) pi([JA) = Avy pi ' (4) = A x [ X5

iel i



Tema ll

Espacios Topologicos

A lo largo de cas toda la Historia de las Mateméticas, han ido apareciendo sus estructuras y
especialidades obligadas por |a necesidad de resolver problemas cuantitativos. Por ello, dichas
estructuras u objetos matematicos tenian ciertarigidez, forzados por € problema de la medida
que intentaban resolver. Hasta hace unos doscientos afios, ningln matemético se interesd por
las propiedades cualitativas de los objetos a los que dedicaba su atencion. Estas propiedades
fueron apareciendo, por un lado, como simples observaciones a la existencia de cualidades
gue no dependian de las magnitudes y que permitian distinguir diversos objetos entre si. Por
otra parte, se hicieron necesarios al surgir € Calculo Infinitesimal, como técnica que obligaba a
considerar correctamentey formalizar lasnocionesvagasde proximidady continuidad. Estosdos
caminos, unas veces independientemente y otras conjuntamente, desembocaron a principios de
estesiglo enladefinicion correctade proximidad, continuidad y propiedad cualitativa, esdecir, se
encontrd un objeto matematico, un espacio topol gico, en el que |os anteriores conceptos tenian
su verdadero significado y donde todas las intuiciones de |as que se habia partido encontraban
un tratamiento riguroso.

En este curso se trata de exponer alguna de esas propiedades cudlitativas que, haciendo
abstraccion de toda mediday magnitud, son el fundamento de la Topologia.

13
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2.1 Definicion de Topologia

LaTopol ogia es unageneralizacion de algunas de | as propiedades deinterval o abierto en larecta
real, propiedades independientes de otras presentes en R como la suma, el orden o ladistancia.

Definicion 2.1 Unatopologia sobre un conjunto X, esunafamiliar C P(X), verificando
0, X er,
(i)s A,Ber,entoncesANB e T,

(iii) si {A;}ier C 7, entonces | JA; € 7.
el

Los elementos de 7 se llaman abiertosy €l par (X, 7) sellama espacio topol gico.
Ejemplos 2.2 Seintroducen algunos ejemplos fundamental es en topol ogia

1) sobre X, 7;,4 = {0, X'} eslatopologiaindiscreta;

2) sobre X, 74, = P(X) eslatopologia discreta;

3) s X esinfinito, 7.,y = {0} U{A C X : X — A esfinito} eslatopologia cofinita;

4) s X esinfinito no contable, 7., = {0} U{A C X : X — A escontable} eslatopologia
cocontable;

5 s X ={a,b}, Tsier = {0, X, {a}} eslatopologiade Serpinski;

6)s XyAcC X,7a={0}U{B cC X : AC B} eslatopologia A-inclusion (observar que
T0 = Tais Y TX = Tind);

NsXyAc X, ={X}U{Bc X:An B = 0} eslatopologia A-exclusion (observar
queTy = Tagis Y Tx = Tind);

8) ko = {0, R} U{(a, ) : a € R} eslatopologiade Kolmogorov sobreR, y € par (R, 7x4)
es larecta de Kolmogorov;,

9 Tseo ={UCR:U=AUB: A€ 1., B C I} eslatopologia*“ scattered” sobre R, y
par (R, 75.,) eslarecta” scattered” ;

10) los espacios métricos son espacios topol dgicos (ver 2.5, problema 6), por gjemplo larecta
rea (R, 7,s)-
Observar que sobre un mismo conjunto se pueden definir distintas topologias.

Definicion 2.3 Dadas 7, y 7, dos topologias sobre X, se dice que 7; es menos fina que 7, (0
que , esmasfinaquer), s C . Siu C 071 C 7, sedice que las topologias son
comparables.
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Ejemplo 2.4 Por g emplo, sobre
1) X,y paratodatopologia, €S 7i,g C T C Tais;
2) R, €57.0f C Tus Y Teof C Teoer PENO Teoe Y Tyus NO SON COMparables;

3) R! Tus < Tscar TKol T Tuss etc.

2.2 Conjuntosabiertosy cerrados

Definicion 2.5 En (X, 7), unconjunto A C X sedicecerrado, si sucomplementario X — A es
abierto. Denotamos por C alafamiliade cerradosen (X, 7).

El concepto de conjunto cerrado es asi dual delanocion de conjunto abierto, y unatopologia
puede especificarse del mismo modo a travées de la familia de sus conjuntos cerrados C, sencil-
lamente através del proceso de complementacion.

Lema2.6 En (X, ), lafamiliade cerradosC verifica
()0, X ecC,
(i)s F,G € C,entonces F UG € C,
(iii) s {F;}ier C C, entonces () F; € C.

i€l
Ejemplos 2.7 En los ejemplos anteriores, tenemos
1) en (X, Tina), €8Cina = {0, X };
2) en (X, 74is), €8 Cais = P(X);
3) s X esinfinito, C.,y = {0} U{A C X : A esfinito};
4) si X esinfinito no contable, C.,. = {0} U {A C X : A escontable};
5 s X = {a,b}, Csier = {0, X, {0} };
6)S XYACX,Cy=1%
7S XyACX,CA=ry;
8) Crot = {0, R} U {(—00,da] : a € R};
Cseo ={UCR:B=FNH:FeC, QCH}.

Observacion 2.8 La propiedad de ser abierto o cerrado es independiente launa de laotra. Un
conjunto puede ser simultaneamente abiertoy cerrado, abierto y no cerrado, cerradoy no abierto
0 ninguna de las dos propiedades.



16 Espacios Topolégicos

2.3 Basey subbase de una Topologia

Hay topologias que poseen demasiados abiertos y a veces es dificil especificarlos todos. Por
ello, seintroduce el siguiente concepto

Definicion 2.9 En (X, 7), unafamilia C 7 esunabasede 7, s paratodo U € 7y paracada
xeU,existe B € f,ta quex € B C U. Loselementos de 5 se llaman abiertos basicos.

Lema2.10 S 3 esbase de 7, todo abierto puede escribirse como union de abiertos basicos.

Teorema2.11 S § C P(X),  esbase de alguna topologia 73 sobre X, S y solo s
i) x=UB,

Beg

(ii) paracada By, B € fycadax € B; N By, existe B; € ftal quex € By C B; N Bs.
Y,ental caso, 75 = {U C X : existe {B;}ic; C 6: U = |JB;}.

i€l
Ejemplos2.12 Algunos g emplos de bases de topologia son
1) unatopologia es obviamente base de si misma;
2) sobre X, Bina = {X};

3) sobre X, Guis = {{z} : v € X}. Ademés, § = {[a,b] : a,b € R} es base de |latopologia
discreta sobre R;

s ACX,fs={AU{z}: 2 € X} esbasedery,;
5 sAcC X, ={{z}:2€ X - A} U{X} esbaseder?;
6) 51 = {(a,b) : a,b € R}y 5o = {(a,b) : a,b € Q} son bases de latopologia usua sobre R;

7) Bsor = {[a,b) : a < b,a,b € R} esbase para una topologia sobre R, |lamada topologia de
Sorgenfrey; € par (R, 75,,) Sellamarecta de Sorgenfrey.

Como se ha visto en los anteriores gemplos, una topologia puede generarse a traves de
diferentes bases. Esto sugiere la siguiente definicion

Definicion 2.13 Dos bases de topologia sobre X 3; y 3, son equivalentes, si generan lamisma
topologia.

Se pueden comparar topologias sobre X conociendo solo sus bases. Intuitivamente, cuanto
mas peguerios sean |os elementos de |a base, mayores seran las topol ogias generadas

Teorema 2.14 Sean (3, y [, bases para las topologias 7, y 7, sobre X, respectivamente. En-
tonces, » C 7 Sy sOlo s paracada B, € 5, y cada xz € B,, existe B, € [, tal que
T € By C Bs.
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Ejemplo 2.15 Aplicando este criterio, se comprueba que 7,; C Tsor € Tus-

A veces, también es Gtil disponer de la nocion de subbase

Definicion 2.16 Unafamilac C P(X) es una subbase para alguna topologia sobre X, s la
familia de las intersecciones finitas de elementos de o es una base para una topologia sobre X .

Lema2.17 Todoo C P(X)tal que | J S = X essubbase para alguna topologia sobre X .

Seo
Ejemplos 2.18 Algunos gy emplos de subbases son
1) 0 = {(—00,a), (b,o0) : a,b € R} es subbase para,; sobre R;
2) 0 = {(—00,da],[b,0) : a,b € R} essubbase para,;; sobreR;

3) toda topol ogia es subbase de si misma.

2.4 Espaciosde Fréchet y de Hausdor ff

El axioma 7T fue introducido en 1914 por Hausdorff. El axioma 7} se atribuye a Fréchet. El
proposito principal de los axiomas de separacion (como 77 y T5), esel de hacer |os puntosy los
conjuntos de un espacio topol dgicamente distinguibl es.

Definicion 2.19 Unespacio (X, 7) esdeFréchet 0 73, si paracadapar de puntosdistintosx # y,
existeU e ttalquex e Uey ¢ U.

Definicion 2.20 Un espacio (X, 7) es de Hausdorff o 75, si existen dos abiertos disuntos U y
V,talesquex € Uey € V. SesueledecirqueU y V separan z ey.

Lema22l S (X, 1) esT,, entoncesesT; .

Observacion 2.22 En lasdefiniciones anteriores, pueden reemplazarse | os abiertos por abiertos
bésicos.

Ejemplos 2.23 En los espacios introducidos anteriormente
1) Taiss Tsear Tsor Y 18S topologias metrizables (problema 6 en 2.5) son 15 (luego T1);
2) Teor Y Teoe SON T, pero no 1s;

3) Tinds Tsiers Tiol, T4 Y T4 (para A # X, () no son 7} (Iuego no son 73).

Proposicion 2.24 Cualquier topologia mas fina que una T (respectivamente, T5), es T) (res-
pectivamente, 75).
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2.5 Problemas

1.- Sea {r;};c; unafamilia de topologias sobre X. Probar

(i) |7 essubbase para unatopologia, sup(7;), lamenor topologia que es mas finaque cada 7;;
i€l

(i) ()7: esunatopologiaen X, inf(;), lamayor topologia que es menos fina que cada 7;;
i€l

(ii)s X = {a,b,ct, 7 = {0, X, {a},{a,b}} y72 = {0, X, {a}, {b, c} }, encontrar sup{ry, 7}
einf{r, m}.
2.- Unabase de cerrados F en (X, 7) esunafamiliade cerrados, tal que todo cerrado en (X, 7)
se puede escribir como lainterseccion de una subfamilia de elementos de F. Probar
(i) F esbasede cerradosen (X, 7)siysolos g ={X — C: C € F} eshaseder;
(i) F esbase de cerrados para algin espacio topologico si y solo s
(a) dados 1, Cy € F, entonces C; UC, sepuede escribir como intersecci on de elementos
de F,y
(b) (Y C=0.

ceF

3.- Sea (X, 7) un espacio topolbgico, donde X es un conjunto infinito. Paracada A C X, A
infinito se sabe que A € 7. Probar que 7 eslatopologia discreta

4.- Dar un jemplo de espacio topol 6gico no discreto, en el que coincidan lasfamilias de abiertos
y cerrados.

5.- Describir todas las posibles topologias sobre un conjunto con dos o tres puntos. Estudiar
cualesde entreelasson T, 0 7.

6.- Un espacio métrico es un par ordenado (X, d), donde X esun conjuntoy d: X x X —R
es unafuncién gque satisface las siguientes propiedades

(1) lafuncién es positiva: d(z,y) > 0, Vx,y € X,

(2) propiedad idéntica: d(x,y) =0s ysolos =z =y,

(3) propiedad simétrica: d(x,y) = d(y,x),Vx,y € X,

(4) desigualdad triangular: d(z, z) < d(z,y) + d(y, ), Vz,y, 2z € X.

Lafunciond sellamamétricasobre X . Si envez delapropiedadidéntica, severificalapropiedad
(2*) d(z,z) = 0,Vx € X, (X, d) sellamaespacio pseudométrico y d es una pseudométrica.
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Probar gque |os siguientes son espaci os métricos

n

@ (R™, d,s), donde d,s(x,y) = Z(mi — y;)?, llamada la métrica euclidea de R”, siendo
i=1
T = (x1>“'axn)ey: (ylvayn)’

(b) (Rn’ dl)’ dondedl(xu y) = Z‘xl —Yi
i=1

(C) (Rn7d2)' donded?(‘ruy) = max{\xl - y1|7 ) |‘TTL - yn|}|

(d) (X,d),donded(z,y) =18 = # yyd(z,z) = 0, llamadala métrica discreta sobre X .

Dado un espacio métrico (respectivamente, pseudométrico), € X y ¢ > 0, se define la bola
abierta de centro x y radio e por B (z,¢e) = {y € X : d(x,y) < e}. Y sediceque A C X es

abierto si paracadar € X, existee > 0 ta que B (x,¢) C A. Probar que la familia de los
conjuntos abiertos, 7, €s unatopologia sobre X, llamada topologia métrica (respectivamente,
topologia pseudométrica).

Se dice que un espacio topolbgico (X, 7) es metrizable (respectivamente, pseudometrizable), si
existe una métrica (respectivamente, una pseudomeétrica) d sobre X, tal que = ;. Se pide

(i) ¢pueden distintas métricas en X generar la misma topologia? Se dice entonces que las
mEétricas son topol dgicamente equival entes;

(ii) probar que (X, 7;,4) NO €s metrizable, pero si pseudometrizable;

(i) probar que todo espacio metrizable es T y 15 ¢es cierta esta propiedad para espacios
pseudometrizables?

(iv) si (X, ]|.|]) esun espacio vectorial normado, queda definida una métrica d), | sobre X por
da&jOSZL’, Yy < X, d”.H(ZE, y) = ||$ - yH

7.- Sea’P unaparticion de X. Probar que es base de algunatopologiar sobre X eidentificarla.

8.- Sea X un conjunto infinitoy 7., = {U € X : X — U esinfinito} U {X}. ¢ES 7, una
topologia sobre X ?
9.- Probar que en (XX, 7) son equivalentes | as siguientes condiciones

(i) (X,7) esTh,

(ii) paracadaz € X, {z} = N{C cerrado : = € C},

(iii) paracadaz € X, {«} esun conjunto cerrado,

(iv)paracada A C X, A=\Uer:ACU}.
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10.- Sea X un conjunto finito. Si (X, 7) es T}, probar que es necesariamente discreto.

11.- Sea (X, 7) un espacio topologico 1> y o unasubbasede 7. Si = # y, ¢se puede asegurar
queexisten U,V € o tlesquez e U,y e VyUnNV =(?

12.- Sea X un conjunto infinitoy {7; : i € I} lafamilia de todas las topologias 7> sobre X.
Probar que 7., = igﬂ‘-

13.- Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado. Para«, v € X, se consideran |os conjuntos
Vi={reX: o<}, Bp={reX:z>atyM,,={reX:a<z<y}=B,NV,.
Sepide

(i) probar que lafamilia g = {V,, B,, M, : a,7 € X} esuna base para una topologia 7,
en X, llamadatopologia del orden. ¢Es (X, 7oq) T1? (Y T2?

(i) probar que e conjunto {z € X : o <z < v} escerrado, paracadac,y € X;

(iii)s se toma R (respectivamente, N) con el orden usual, ¢cuél es la topologia del orden
asociada sobre R (respectivamente, N)?

(iv) en [0, 1] x [0, 1] se considera el orden lexicografico
(al,ag) < (bl,bg) S yS(’)IOSI a; < by ()(ll =b Yas < bs.

Probar que latopologiadel orden asociado no es comparable con latopologia euclideade
0, 1] x [0, 1];

(V)si X = {1,2} x N con €l orden lexicogréfico, ¢cuél eslatopologiadel orden asociada?
14.- Probar que lafamilia 8* = {(a,b) : a < b,a,b € Q}, es una base para |a topologia usual
sobre R. Sin embargo, lafamilia’ = {[a,b) : a < b,a,b € Q} genera unatopologiar’ sobre
R estrictamente mas fina que 7,,; y estrictamente menos fina que 7., .

15.- En R, se considerala coleccion 7 = {R, 0} U {(r, 00) : r € Q}. Probar

@) U (s, 00) = {(iﬂf(S), c0) s S C R estaacotado inferiormente.
seS ’ R en caso contrario '

(@ii) (r1,00) M-+ N (rp,00) = (r,00), donder = max{ry, -, r,};

(iii) concluir que T no es unatopologia sobre R.
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16.- Sea X = R U {p}, dondep ¢ R. Se consideran |as colecciones
(i) ={rust U{U C X : X — U esfinito} y
(i) 7o = {rus} U{U C X : X — U escerrado usua y acotado}.

Probar que se trata de dos topologias sobre X y compararlas.

17.- Sobre R?, se considera

(i) un conjunto U sellamaradialmente abierto, s paracadax € U, U contiene un segmento de
lineaabiertaen cadadireccion alrededor del punto. Lafamiliadelosconjuntosradialmente
abiertos, 7,..4, €S Una topologia, |lamada topologia radial. Compararla con la topologia
euclideay estudiar si es7; 0 T5;

(ii) describir la topologia cuya subbase esta formada por la familia de todas |as lineas rectas.
Lo mismo, si se considera como subbase lafamilia de las lineas rectas paralelas al ge de
abscisas;

(iii)s 7 ={0} U{Gy : k € R}, donde G, = {(z,y) : > y + k}. ¢EST unatopologia sobre
R2? ¢loessik € Z? ¢Y s k € Q?

(iv) probar que lafamilia3 = {{z} x R : x € R} es base para unatopologia sobre R?. ¢Es

18.- En R?, se define unafamilia F de subconjuntos de X', como sigue
F ={0,R*} U{F c R*: F constade un nmero finito de puntosy de rectas}.

Probar
(i) F esunafamilia de cerrados para alguna topologia 7;
(i) esta topologia esla menor en la que puntosy rectas son subconjuntos cerrados;
(iii) comparar 7+ con latopologia usua y la cofinita;
(iv) ¢existe alguna topologia sobre R? en la que las rectas sean cerradas y los puntos no?

(v) ¢existe algunatopologia sobre R? en la que los puntos sean cerradosy las rectas no?

19.- Seana,b € X = NU{0}. SedefineU(a,b) = {an +b:n € X}. Probar

(i) U(a,b) NU(c,d) # B siysdlos U(a,b) NU(e,d) = U(r,s), donde r = mem{a,c}y
s =min{U(a,b) NU(c,d)};

(i) U(a,b)NU(c,d) =0siysdlosi k = MCD{a,c} nodivideab — d;

(iii) 8 ={U(a,b) : a'y b son relativamente primos} es base para unatopologia ™ en X;
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(iv) para cada nimero primo p, & conjunto C,, = {kp : k € X'} escerradoen (X, 7);
(v) e conjunto de los nlmeros primos no contiene ningin abierto no vacio en (X, 7).

20.- Decimosque U C N es abierto s dado n € U, todo divisor de n pertenece tambiéna U.
Probar que esta relacion define una topologia r sobre N, que no esladiscreta. ¢Es (N, 7) T5?

21.- SeaN y paracadan € N consideremos € conjunto O,, = {n,n + 1,...}. Probar que
7 ={0,01,0,, ...} esunatopologia sobre N. ¢Qué abiertos contienen al 1? ¢Es (N, 7) T5?

22.-Sea X = {f:0,1]—10,1]}. SIS C [0,1],seaAs = {f € X : f(z) = 0,Vx € S}.
Probar que lafamilia § = {As : S C [0, 1]} es una base para unatopologia  sobre X. ¢Es
(X,T) TQ’)

23.- Sea X la familia de todos los polinomios de coeficientes reales y paracadan € N, sea
B, = {p € X : pesdegradon}. Probar quelafamilia = {B, }.cN €S una base para una
topologia T sobre X. ¢Es (X, 1) T5?

24.- Para cada subconjunto A C N, definimos N (n, A) = Card (AN {1,2,...,n}). Sea

, . NnU
TAPZ{UCN11¢U0 <1€Uy,}520¥:1>}~
Probar que 74, es una topologia sobre N, |a topologia de Appert, y estudiar los axiomas de
separacion.

25.- Sea P lacoleccion de los polinomios en n variablesreales. Paracada P € P, sea
Z(P)={(z1,--,x,) € R": P(xy, -+, 2,) = 0}.
Sepide

(i) probar que {Z(P) : P € P} esuna base de cerrados para una topologia sobre R", 7z,
[lamada topologia de Zariski;

(ii) probar que 7z, esde 717, pero no Ts;

(ili) sin =1, 724, = Teos. Pero, sin > 1, estas dos topol ogias son distintas.
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Entornos

L os espacios métricos y sus variantes, introducidos en 1906 por Fréchet, se basan en el concepto
dedistancia. El conceptointuitivo decercania setrasladaal concepto matematico masmanejable
de entorno.

Hausdorff en su “Grundziige der Mengenlehre’, en 1914, utilizd € concepto de entorno
(usado yapor Hilbert en 1902, en unaformulacion axiomaticaespecial dela Geometria Euclidea
Plana) y edifico unateoria definitiva de |os espacios abstractos basada en este concepto.

3.1 Entornosy sistemas de entornos

L os entornos constituyen lamaneramas natural de describir topologias. Esta herramientaindica
como funcionan las cosas cerca de cada punto, es decir, se trata de dar una descripcion local.

Definicion 3.1 Un entorno de un punto z en (X, 7), es un subconjunto N C X tal que existe
un abierto U € 7, verificando x € U C N. En esta definicion, puede cambiarse el abierto por
un abierto basico. Lafamilia\, de todos los entornos de z se [lama sistema de entornos de .

Teorema 3.2 El sistema de entornos de x en (X, 7) verifica las siguientes propiedades
(N1) paracada N € N, esz € N,
(N2) sl N, N, € N, entonces Ny N N, € N,
(N3)ss N e N,yN C M, entonces M € N,
(N4) paracada N € NV, existe M € N, tal que N € N, paracaday € M, y ademas

(N5) U € 7 siysdlosi U esentorno de cada uno de sus puntos.

23
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Y reciprocamente, si a cada = seleasigna unafamilia no vacia de subconjuntos M., verificando
(N1) a (N4), y seusa (N5) para definir el concepto de conjunto abierto, se obtiene una topologia
7 sobre X, parala que M, = N, en cada punto.

Ejemplos 3.3 Enlos g emplos ya vistos, tenemos
1) en (X, 7inq), paratodo z € X, es N4 = { X };

2) en (X, 74:), paracadar € X, esN¥ ={N C X : 2 € N};

3) en (X, 7.y), paratodoz € X, esN® ={U € 7pp : 7 € U};

4 en (X, 7)), paracadaz € X, SN = {U € 10 : x € U}

5) en (X = {a, b}, Tsier), NG = {X, {a}} y A" = {X};

6) en (X, 74), paratodoz € X,esN/4 ={N C X : {zk} UA C N};

Nen(X,74),szec AesNT = {X}ysz g AesN,={NC X :z € N};

R,

Nus szeQ

8) en ( Tsca)1eSN;ca:{{]ffcR:x€N} szel

3.2 Basesdeentornos

Es claro que no son necesarios todos | 0s superconjuntos de | os entornos de un punto paraobtener
una buena descripcion del sistema de entornos. Bastara con una familia mas pequefia

Definicion 3.4 Una base de entornos o base local de = en (X, 7) esunafamilia B, C N, ta
que, paracada N € N,, existe B € B, tal que B ¢ N. En cuanto se ha elegido una base de
entornos de un punto (hay varias formas de hacerlo), sus elementos se llaman entornos basi cos.
Lafamilia{B,}.cx sellama sistema fundamental de entornos.

Ejemplos 3.5 En los gjemplos ya estudiados, tenemos
1) en (X, 7;,q), paratodo z € X, seelige Bi"? = {X};
2) en (X, 74i5), paracadaz € X, seescoge BY* = {{x}};
3)en (X = {a, b}, Tsier), SRtOMa B = {{a}} y Bi*" = {X};
4)en (X, 7,4), paratodo x € X, seelige B4 = {{z} U A};

i oa ({X) SzeA
e (X8 = {10 g

6) en (R, 7,,), seelige B = {(x — e,z +¢) : £ > 0};

7)en (R, 75, ), SetOMa By = {[z,z +¢) : € > 0};
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8) en (R, 7x,), Secoge BE = {(x —¢,00) : & > 0};
By SzreQ,
{{z}} sSzel’

10) V. esunabaselocal en z en (X, 7).

9) en (R, Tscq),S€ tOma B = {

Teorema 3.6 Sea (X, 7)Yy {B,}.cx unsistema fundamental de entornos. Se verifica
(Bl) paracada B € B,,esz € B;
(B2) s By, By € B, existe B; € B, tal que B3 C B; N Bo;

(B3) paracada B € B,, existe B, € B,, tal que paracaday € B, existe B, € B, tal que
B, C B;yademas

(B4 U € rsiysolos paracadax € U, existe B € B,,talque B C U.

Y reciprocamente, si acada x € X seleasigna unafamilia no vacia D, de subconjuntosde X,
verificando (B1) a (B3), y se usa (B4) para definir e concepto de conjunto abierto, se obtiene
una topologia r sobre X, parala que {D, }.c x €sun sistema fundamental de entornosen .

Unaformanatural de construir bases locales es

Lema3.7 En (X, 7), B, = N, N7 esunabaselocal en z.

3.3 Topologiasy sistemas de entornos

Intuitivamente, cuanto menores son |os entornos, mayores son |as topol ogias asociadas

Teorema 3.8 (Criterio de Hausdorff) Sean 7; y 7 topologias sobre X' y {B.},cx, {B}.cx
sistemas fundamental es de entor nos asociados. Entonces, 7, C 7, Sl y solo s paracadaz € X
ycada B, € B!, existe B, € B2 tal que B, C B;.

Proposicion 3.9 Enlasmismas condiciones del teorema anterior, 7, C 7, Si y solo si para cada
re X, esN}! c N2

La Gnica diferencia entre las nociones de base local y base de topol ogia es que las bases de
entornos no constan necesariamente de conjuntos abiertos

Teorema 3.10 Sea (X, 7)y 3 C 7. Entonces,  esbasede 7 s y solo s, paracadaz € X, la
familiaB, = {B € §: x € B} esunabaselocal en z.

Observacion 3.11 Enlasdefinicionesde T’ y T», sepueden reemplazar | os abiertos por entornos
0 entornos bésicos.
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3.4 Problemas

1.-En(X,7),sediceque N C X esunentornode A C N,s existeU € r,talqueA C U C N.
Probar que N esunentornode A siy solosi paracadaz € A,esN € N,.

2.- Probar que (X, 7) esT; siy solos paracadaz € X, {z} = (| N.
NeN:

3.- Sea (X, d) un espacio métrico. Probar que B, = {JOB (z, %) : n € N} esunabase deentornos
en x paralatopologiainducida por la métrica.

4.- Sobre R, se considera
Q)sz#0,B,={(zr—e,x+¢):e>0},
(2 By ={B.,:¢>0,neN},donde B, ,, = (—00, —n) U (—¢, ) U (n, 00).

Probar que { B, } .cr €s un sistemafundamental de entornos, que define unatopologia 7. sobre
R. El par (R, 734.) Sellamarecta enlazada. Comparar 7;,. con latopologiausua deR y estudiar
los axiomas de separacion.

5.- Determinar si en (R, 7,,;) los siguientesintervalos son entornosde 0: (—1, 1], (—1,0], [0, 1)
y (0, 1]. Probar que los conjuntos Q y I no pueden ser entornos de ningn punto.

6.- Seal’ C R? & semiplano superior cerrado. Se considera

(D) By = { us ((z,y),€) - € > 0 “suficientemente pequefio” para 103% ((z,y),e) C T'},
para(z,y) € I',y # 0,
(2) Bz0) = {{(2,0)} U B : B bolaabiertatangente a eje de abscisasen (x,0)}.

Probar que {B(,.y) } 2.y)cr €S un sistema fundamental de entornos, que define una topologia 7,
sobre . El par (I, 75,) sellama plano de Moore. Comparar 7,, con latopologia euclidea sobre
' y estudiar |os axiomas de separacion.

7.- SeconsideraRI%Y = {f:[0,1] — R}, y

(i) sedefineU(f, F,6) = {g € RO - vo € F | f(z) — g(x)| < 6}, paraf € RO F [0, 1]
finitoy 6 > 0. Probar que {U(f,F,6) : F C [0,1]finito,6 > 0} forma una base
de entornos en f para una topologia, 7r,., sobre Rl que se denomina topologia de
Tychonof;

(iYpara f € ROUye > 0,seaV(f,e) = {g € ROU : vz € [0,1],|g9(z) — f(z)] < el
Verificar que {V (f,¢) : € > 0} forma una base de entornos en f para unatopologia, 7.,
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sobre R [lamada topol ogia caja;

(iii) comparar 77, Y 7., Y €studiar los axiomas de separacion para ambas topol ogias.

8-Sean L, = {(z,1) 2 €[0,1)} Sin>0,Lo={(z,0):z€ (0,1)}yX = GLn. Se

considera
(NsineNyz#0,B,1)={(z, )},
(2 By1y={U C L, :(0,+) € U, L, — U esfinito},
(3 Bieoy = {{(.0} U{(z. }) :n > 0}).
Comprobar gque se trata de un sistema fundamental de entornos sobre X y estudiar |os axiomas
de separacion.
9.- Sea([0, 1] x [0, 1], 7,-4), donde latopol ogiadel orden estageneradapor el orden lexicogréfico
sobre [0, 1] x [0, 1]. Describir los entornos de |os puntos
(i) (z,0) (con especia atencional (0,0))y (x, 1) (con especid atenciona (1,1)), s x € [0, 1],
(ii) (z,y), paraz,y € (0,1).
10.- Sea X = {a,b,c,d}, 7 = {X,0,{b},{a, b}, {b, c,d}}. Describir los sistemas de entornos

delos puntosb, cy d.

11.- Paracadaz € R?, sealafamilia
B, = {{x} U D : D esdisco centrado en z, a que le fatan un nimero finito de didmetros}.
Sepide

(i) comprobar que B, es una base de entornos en z para unatopologia, 7, en € plano. El par
(R?, 74,) sellamaplano Sotted;

(i) comparar 7, con latopologia usual;
(”I) C.ES Tslo TQ’)
(iv) ¢se puede reemplazar, en ladefinicion, finito por numerable?

12.- Sea M, (R) e conjunto de las matrices n por n de nUmeros reales. Dada una matriz
A = (aij)ij=1..n € My(R)y 7 >0, sedefine

UT<A> = {(bij)i7j:1 77777 n - |6Lij — bzg’ <, VZ,] = ]_, ... ,n}.

Probar que lafamilia B4 = {U,.(A) : » > 0} es una base de entornos en A, que genera una
topologia ™ en M,,(R). Estudiar |os axiomas de separacion.
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13.-Sea X = (R*—{(0,0)})U{0", 0"}, donde0™ y 0~ son dospuntosafiadidosaR? —{(0,0)}.
Para los puntos de R? — {(0,0)} se considera |a familia de bolas usuales y para los otros dos
puntos se consideran las familias

By = {BXfu{0"}:e> 0}, By- ={B- U{07}:e> 0},

donde BF = {(z,y) : 2> +y*> <&, y > 0}, B- = {(x,y) : 2> + y* < &, y < 0}. Demostrar
gue las familias anteriores forman bases locales, para los puntos indicados, de una topologia
sobre X.

14.- Sea X = [0, 1] U {1*}, donde 1* es un punto afadido a [0, 1], tal que = < 1* para cada
x € [0,1). Paracadax € [0, 1], los entornos béasicos son | os entornos usuales de x; 10s entornos
bésicos de 1* son los conjuntos de la forma (a, 1) U {1*}, donde a € [0,1). Demostrar que
definen unatopologia  sobre X.
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Conjuntos en espacios topol 0gicos

El operador clausura, como concepto primordial para definir estructuras espaciales (junto con
un sistema de axiomas que debe satisfacer), fue introducido por Kuratowski en su Tesis en 1920.

L osconjuntos cerrados son los elementosfijosdel operador clausura. A primeravista, parece
sorprendente que una funcion pueda determinarse Unicamente através de sus puntosfijos. Pero,
observando con un poco de calmalas propiedades, se ve que &l conjunto de |os valores tomados
por el operador clausura es exactamente el conjunto de sus puntosfijos. Ademas, laclausurade
A, A, esuno de esos conjuntos fijos que contiene a A, y méas alin, es el menor.

El concepto deinterior esel dual del concepto de clausura, através de la complementacion.

4.1 Interior deun conjunto

En(X,7),s A C X, Anotieneporque ser un conjunto abierto, pero siempre contiene conjuntos
abiertos: por lo menos el conjunto vacio (). Por ello, tiene sentido definir

Definicion 4.1 Dado (X, 7)y A C X, el interior de A esel conjunto
IZ:U{UCX:UGT)/UCA}.
Sz ejl, sedice que x esun punto interior de A.

Lema4.2 En(X,7),s AC X, esAe Tyademésjl es el mayor abierto contenido en A.

29
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Ejemplos 4.3 En los gjemplos ya estudiados, tenemos
1) en (X, Ting), paratodo A # X, es A= y)o(: X;
2) en (X, 745), paratodo A C X, &e;l: A;
3)en (X = {a,b}, 7er), {b}=0;
den(X,74), ngZTA,aB 0;

5en(X,7),s B ¢ 14, esB— B — A:

(
(
(X,

6) en (X, Teof), S A & Teop, es A= 0);
en (X, 7eoc), S A & Teoe, es A= 0;
(

8) en (R, 7x,1), S A esta acotado superiormente, es A= 0;

o us

9) en (R, 7uea), para A= (AN U (A NQ).
Lemad4.4 En(X,7),8 AC B, entonces Ac B.

Teorema 4.5 En (X, 7), se verifican las siguientes propiedades

(I11) paratodo A C X, &sjlc A,

(12) paratodo A C X, esjlzle,

o
— o

(I3) paratodo A, B C X,esAnN Bz/ol N B,
(14) X= X,y ademas

(15U € rsiysdlos U= U.

Y reciprocamente, dada una aplicacion Int: P(X)— P(X), que verifica (11) a (14), y S se
define el concepto de conjunto abierto usando (15), queda definida una topologia = sobre X,
paralacual Int esel operador interior.

Se puede caracterizar €l interior de un conjunto a través de un sistema fundamental de
entornos

Proposicion 4.6 Sea{B,}.cx unsistemafundamental deentornosen (X, 7), entoncesesx eA
siysblos existe B € 3, tal que B C A.

El interior de cualquier entorno es no vacio

Lema4.7 En(X,7), N € N, s ysdlosi Ne A,
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4.2 Clausuradeun conjunto

Un conjunto A en un espacio (X, 7) no tiene porque ser cerrado. Pero siempre existen cerrados
que lo contienen: por 1o menos, €l total X. Por estarazon tiene sentido definir

Definicion 4.8 Sea (X,7)y A C X. Laclausurade A es
A=({F CX:Fceradoy AC F}.
Si z € A, z sellama punto clausura o adherente de A.

Lema4.9 Sea (X,7)y A C X. A esun conjunto cerrado, y ademas es el menor cerrado que
contienea A.

Ejemplos 4.10 En los gjemplos ya estudiados, tenemos
1) en (X, Tinq), paratodo A # 0, es A = X;
2) en (X, 74,), paratodo A C X,es A = A4;
3 en (X = {a,b}, myier), {0} = {b} y {a} = X;
A)en(X,74),5 B¢ Cs, B = X;
5)en (X,74),s B¢ C* esB=BU A;
6) en (X, 7o), S A esinfinito, es A = X;;
7)en (X, 7..), S Anoescontable, es A = X;
8) en (R, 7x,), S A no esta acotado superiormente, es A = X;
9) en (R, 7yea), pPAAA = (A - Q) U (A" N Q).
Lema4.11 En(X,7),s A C B, entonces A C B.
Teorema 4.12 En (X, 7), se verifican las siguientes propiedades
(C1) paratodo A C X,es A C A,
(C2) paratodo A C X, es A = 4,
(C3) paratodo A, B C X,esAUB = AU DB,
(C4) ) = (), y ademéas
(C5) FeCsiysilos F = F.

Y reciprocamente, dada una aplicacion Cl: P(X) — P(X), que verifica (C1) a (C4) (es decir,
lo que habitual mente se denomina un operador clausura de Kuratowski), si se define el concepto
de conjunto cerrado usando (C5), queda definida una topologia 7 sobre X, parala cual Cl es
el operador clausura.
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Se puede caracterizar la clausura de un conjunto a través de un sistema fundamental de
entornos

Proposicion 4.13 Sea {B.}.cx un sistema fundamental de entornos en (X, 7), entonces es
rc Adysolos paracada B € B, esBN A # 0.

L osconceptosdeinterior y clausurason duales (no contrarios), como |os conceptos de abierto
y cerrado

)
o —

Proposicion 414 Sea (X, 7)y A C X, entonceses X — A= X — Ay X —A=X — A

Definicion 4.15 Un conjunto D esdensoen (X, 7),si D = X.

4.3 Puntosde acumulacion y puntos aislados

Definicion 4.16 En (X, 7), sefija un sistema fundamental de entornos {13, }.cx. Se dice que
x € X esun punto deacumulacibnde A C X, si paracadaB € B,,es(B — {z})NA # (. Al
conjunto de los puntos de acumulacion de A sele llamaconjunto derivado de A y se denota por
Al Six e A— A4, sedicequez esun punto aislado de A.

Teorema 4.17 En (X, 1), se verifican las siguientes propiedades

(i)si A C B,es A% c B

(ii) paratodo A, B C X,es(AU B)? = AU B

(i) 04 = 0;

(iv) A= AU A%

(V) FeCsysolos F'Y c F. En particular, un conjunto con derivado vacio es cerrado.
Ejemplos4.18 En los ejemplos anteriores, tenemos

1) en (X, Tinq), paratodo A # () con mas de un punto, es A4 = X yparaxr € X, es

{z} =X —{a};
2) en (X, 745), paratodo A C X, es A? = {);
3) en (X = {a, b}, Tyier), {0} = Dy {a}? = {b};

4 en(X,74),8 B¢ Cys,esB?=X —{z}cuando AN B = {z}y B® = X enotrocaso. Y
S B € C4, entonces B = ;

5)en (X,74),s Btienemasdeunpunto,es B = Aysi B = {z},es B = A — {z};
6) en (X, 7..7), S A esinfinito, A = X y si A esfinito, A% = {);



7) en (X, 7u.c), Sl A esno contable, AY = X y si A escontable, A? = 0);
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8) en (R, T...), para A C Ry con las notaciones obvias, sz € Q, esz € A? sy sdlo s

re At ysyeclesy g A

4.4 Fronteradeun conjunto

Definicion 4.19 En (X, 7), lafronterade A C X esel conjunto fr(A) = ANX —A. S

x € fr(A) sediceque z esun punto frontera de A.
Lema4.20 En (X, 7),s A C X, fr(A) esun conjunto cerrado.
Teorema4.21 En (X, 7),s A C X, severifican |las siguientes propiedades
(i) fr(A) = fr(X — A);
(i) fr(0) = fr(X) =0;
(i) A = AU fr(A) =A Ufr(A);
(V) fr(A) = A— Ay A= A — fr(A);
V) X —A Ufr(A) U (X — A) y estaunion es digunta;
(vi) A esabiertosiysolosi fr(A)N A= 0;
(vii) A escerradosi ysolo fr(A) C A.
Ejemplos 4.22 En los gjemplos conocidos, se verifica
1) en (X, Tina), paratodo A C X propio, es fr(A) = X;
2) en (X, 74s), paratodo A C X, es fr(A) = 0;

(
3) en (X = {a, b}, Tuier), fr({b}) = {b} y fr({a}) = {b};
4 en(X,74),8 B C X espropio,

B s BelCy
fT(B): X —B SiBETA ;
X €n caso contrario

5)en (X, 74),s B C X espropio, es fr(B) = 4;
6) en (X, 7.of), para X infinito,

fr(A)=4 A S A€ Ceof ;

{X —A SAe Teof
X en caso contrario
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7) en (X, Teoc), Para X no contable,

X—-A SAc€E,,
fr(A) = { A S A € Cepe ;
X €n caso contrario

o us

8) en (R, 7o), paraA C R,es fr(A) = (B NQ) — (B NQ).

45 Problemas

1.- Sea (X, 7) un espacio topologico, A, B C Xy {A; C X }ic;. Probar
(Yzec Alsystlosiz € A— {z};
(ii)ss AU B = X, entonces AU B= X:
(iii) s AN B = 0, entonces AN B= 0;
(iv) A esabiertosiy sblosi (VB C X, esANB =0siysilos AnB =0);

(v) Aesabiertosiysdlosi ANB C AN B, paracadaB C X. Y entonces, BN A = BN A4;

W)AANBCANB, AUBCAUB, (ANBYc ANBY, A-BCA-B vy

o 0 —

A — BDA - B;

o

vidU AcUdn N ASNA, UAcUdn NAS DAL UALc (UA)® y

i€l i€l i€l i€l i€l el i€l i€l i€l i€l
d d.

mAz D) (DAZ) ;

i€l i€l

(viii) ¢pueden dos conjuntos diferentes poseer e mismo conjunto derivado?

2.- Sea X un conjunto y 7, 7» dos topologias sobre X, tales que 7, C 7;. Con las notaciones
o] 2 (o]

obvias, probar que paracada A C X, setiene A CA y A c A% ¢Se pueden comparar sus
operadores derivados?

3.- Sea (X, 7) un espacio topolbgico. Probar

(YA={ze X : Aec N}

(if) st X no posee puntosaisladosy A C X esabierto, entonces A no posee puntos aislados;
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(iii) sz € A esaidado en A, entonces » esaisado en A. ¢Escierto € reciproco?

(iv)si (X,7)esTyy x € A% entonces A corta a cada entorno de = en un niimero infinito de
puntosy €l conjunto A% es cerrado;

(V) z € {y}siysolosi N, CN,. Luego, N, = N, siysdlosi {z} = {y};

(Vi) (X,7) esTy, siy solos paracadaz € X, {z} = (] N.
NeN;

4.-En (X, 7),un abierto A sellamaregular,si A =Ay uncerrado A sellamaregular s A = A
Probar

(i) s A es cerrado (respectivamente, abierto), entonces A (respectivamente, A) es un abierto
regular (respectivamente, un cerrado regular);

(ii) A esabiertoregular sy sblosi X — A escerrado regular;
(iii) st Ay B son abiertos regulares (respectivamente, cerrados regulares), es A C B s y solo
si A C B (respectivamente, AC B);

(iv) ss Ay B son abiertos regulares (respectivamente, cerrados regulares), entonces A N B
(respectivamente, AU B) esabierto regular (respectivamente, cerrado regular). En general
AU B (respectivamente, A N B) no es abierto regular (respectivamente, cerrado regular);

(v) en (R, 7,5), hay abiertos que no son regulares.

5.- Sea (X, 7) un espacio topologicoy A, B C X. Probar

(i) fr(A) =0 s ysolos Aesabiertoy cerrado alavez;

(ii) fr(A) C fr(A)y fr(A) C fr(A);
(i) s A C B, ¢es fr(A) C fr(B)?,

o
o o

(iv) s fr(A) n fr(B) = 0, severificaque AUB=A U B, ANB = ANB vy
fr(ANB) = (AN fr(B))U(fr(4) N B);

(v) engenera, fr(AU B) C fr(A)U fr(B). Si AN B = (), entonces se dalaigualdad.

6.- Construir unatabla(con seisentradas) en que serel acionen |os conceptos de conjunto abierto,
cerrado, interior, clausura, fronteray entorno.
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7.-Sea D denso en (X, 7). Probar
(s U € r,entoncesU C DNU;
(i) s £ D D, entonces E' estambién denso;
(iii) st U esdenso y abierto, entonces D N U es denso;
(iv) lainterseccion finita de abiertos densos es abierto denso;
(v) s 7' C 7, entonces D también es denso en (X, 7').

8.- SeconsiderasobreR? latopologiar = {0} U{G}, : k € R},dondeGy, = {(z,y) : z > y+k}.
Calcular € interior, el derivado y la clausura de los conjuntos {(0,0)} y {(—=x,x) : € R}.

9.- En ([0, 1] x [0, 1], 7,4 ), donde la topol ogia esta inducida por €l orden lexicogréfico, calcular
el interior, laclausuray lafronteradelos conjuntos {(%,0) : n € N}, {(1—%,3):n e N},
{(z,0):0<z <1}, {(z,3): 0<z<1} y {(3,9): 0<y<1}.

10.- Sea (N, 74,) la topologia de Appert, definida en el problema 24 de 2.5. Caracterizar sus
operadoresinterior y clausuray estudiar |os axiomas de separacion.
11.-En (X, 1), sediceque A es
(a) un F,-conjunto, si eslaunidn de unafamilia contable de conjuntos cerradosy
(b) un Gs-conjunto si es lainterseccion de una familia contable de conjuntos abiertos.
Se pide probar
(i) todo cerrado es un F,,-conjunto y todo abierto es un Gs-conjunto;
(i) en (R, 74s), [0, 1] €sun F,-conjunto y un Gs-conjunto;
(iii) en (R, 7,5), Q es un F,-conjunto, pero no es un G s-conjunto;

(iv) st A esun F,-conjunto, existe una familia contable de cerrados {F,, : n € N}, tal que

F, C F., paacadak € N,y deformaque A = U E.:
neN

(v) s A es un Gs-conjunto, existe una familia contable de abiertos {U,, : n € N}, ta que

Up D Uy paracadak € N,y deformaque A = ﬂ Un:
neN

(vi) launion contable y lainterseccion finita de F,-conjuntos, es un £,-conjunto;
(vii) launion finitay lainterseccion contable de Gs-conjuntos, es un G s-conjunto;
(viii) el complementario de un F,-conjunto es un G s-conjunto y viceversa;

(ix) ¢quiénes son los Gs-conjuntos en (R, 7.05)?,
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(X) en (R, 7 ), todo F,-conjunto es cerrado y todo G's-conjunto es abierto;

(xi) en el espacio métrico (X, d), todo cerrado es un Gs-conjunto y todo abierto es un F,-
conjunto.

12.- Sea X un conjunto y unafunciéon ®: P(X) — P(X). Sepide

o o A s Aesinfinito

i) s X esinfinitoy ®(A) = , comprobar que se trata de un operador

0 y ®(4) . LX enotrocaso P q P
clausura de Kuratowski, y ver que topologia es la que genera;

(i) lomismosi X = Ry ®(A) = (—oo0, sup(A)];

(iii) lomismosi paraB C X, ®(A) = AU B, si A esnovacio. Describir |os casos particulares
enqueB=0y B = X;

(iv) sean @, y &, dos operadores clausura de Kuratowski sobre X y sean 7, y 7, lastopologias
generadas por ellos. Con las notaciones obvias, se supone que paracada A C X, es
Oy (P (A)) € Cy. Sepide probar
(@) &5 o P; esun operador clausura de Kuratowski;
(b) Pyo®(A)={FCX:ACF,FeC nNC};
(€) 10 Dy(A) C Py0Py(A), paracada A C X.

13.- Sea X un conjunto y unafuncion ¢: P(X) — P(X). Sepide

(i) S X esinfinitoy se define p(A) — 61 z'n)étr; fagf'”'to

un operador interior, y ver que topologia es la que genera;

, comprobar que se trata de

(i) lomismos X =Ry p(A) = (inf(A), 00);

(iii)lomismosiparaB C X, p(A) = AN(X —B),s A # X. Describir los casos particul ares
enqueB=0yB=X.

14.- Sea( X, 7) unespaciotopol 6gico. Unafamiliadeconjuntos{ 4; : i € I} sellamalocalmente
finita, s cadax € X posee un entorno que corta sdlo a una cantidad finita de los elementos de
lafamilia. Se pide probar

(i) s {A,; : i € I} eslocalmente finita, también eslocalmente finitalafamilia {A; : i € };

(ii) si {A; : i € I'} eslocalmentefinita, | JA; = | JA;;

il iel

(iii) la unién de una familia localmente finita de conjuntos cerrados, es un conjunto cerrado;
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(iv) s lafamilia de conjuntos {4; : i € I} verificaque | JA; € C, probar que entonces es

el
A = UA.

el el

15.- Sea (N, 7) €l espacio topoldgico del problema 21 en 2.5. Calcular €l interior, el derivadoy
laclausuradelosconjuntos {n,n+1,...,n+p} y {2n: n € N}. Caracterizar |osoperadores
clausuraeinterior.

16.- Sea (X, 7) €l espacio topologico del problema 22 de 2.5. Calcular €l interior, € derivado
y laclausuradelosconjuntos {f € X : f(0) =0} y {f € X : f(0) = 1}. Caracterizar e
operador clausura en este espacio.

17.- Sea (X, 7) €l espacio topologico del problema 19 de 2.5. Calcular €l interior, laclausuray
el derivado de: e conjunto delos nUmeros primos, N y €l conjunto de los nUmeros pares.

18.- Sea (X, 7) el espacio topologico del problema 8 en 3.4. Calcular €l interior, € derivado y
la clausura de los siguientes conjuntos {(3,2) : n € N}, {(z,1): 0 <z < i} U{(5,0)} ¥
{(+,%):n>1}.
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Numer abilidad

En este capitulo, se definen propiedades asociadas a espacios topol 6gicos que envuelven en
alglin sentido la contabilidad.

De los axiomas de numerabilidad aqui estudiados, € mas antiguo es el de separabilidad,
debido a Fréchet en 1906. En 1914, Hausdorff introdujo € primer y segundo axiomas de
contabilidad. De esos dos, € primero fue ya sugerido en 1906 por Riesz, como una exigencia
razonableimpuestaaespaciosgenerales. Lapropiedad deLindel6f (aunque no bajo este nombre)
se usd durante algin tiempo en estudios relacionados con la compacidad y parece que fue
introducida por Kuratowski y Sierpinski en 1921.

Una de las méas importantes consecuencias del primer axioma de numerabilidad es que, en
espaci os que satisfacen dicha propiedad, |as sucesiones son adecuadas, para utilizar lafrase de
Kelley [Ke]: esto significague en estetipo de espacios no es preciso introducir otro tipo deredes
mas general es para obtener resultados bésicos.

5.1 Egspaciosprimeroy segundo numerables

Definicion 5.1 Unespacio (X, 7) sedice primero numerable o C, si todo punto posee unabase
local contable.

Proposicion 5.2 En (X, 7) son equivalentes
(i) (X, 7) es Cy;

(i) paracada z € X, existe una base local contabley decreciente;
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(i) para cada x € X, existe una base local contable y decreciente formada por conjuntos
abiertos.

Ejemplos 5.3 En los gjemplos estudiados, tenemos
1) (X, Tina) €sCy, d eegir paratodo z € X, B, = {X};
2) (X, 745) €sCy, @ tomar paratodo z € X, B, = {{z}};
3) (R, 7eor) Y (R, Teoe) NO SON C1;
4) (X = {a,b}, 7sier) €5 Cp, @ escoger B, = {{a}}y By = {X};
5) (X, 74) esCy, d elegir paratodox € X, B, = {{z} U A};
6) (X,74) esCy, d tomar parax € A, B, = {X} y paaz §Z A B, ={{z}};
7) (R, 7.s) esCy, a escoger paracadaz € R, B, = {(z — 1,z + 1) : n € N};
8) (R, 7sr) €sCr, d elegir paracadar € R, B, = {[z,z + ) n € N};
9 (R, ko) €sC;, @ tomar paracadaz € R, B, = {(z — £,00) : n € N};
10) (R, 7scq) €S Cy, @ escoger parax € Q, B, = B yparaz € I, B, = {{z}};
11) los &epaocios métricos son siempre C;, pues para cada r € X, se elige la base loca
B, ={B (z,+) :n €N}
Este axioma esta intimamente ligado ala nocion de sucesion

Definicion 5.4 Una sucesion {z, },cn convergeax en (X, 7), y sedenota {z,} — z, S para
cadaN € NV, existeny € N, tal que paracadan > ny, esx, € N.

Teorema 5.5 En (X, ) severifica
(i) sl existe una sucesion {x, },en C A que converge a x, entonces x € A4;
(if) st A € C, entonces para cada sucesion {x,, } ,en C A que convergeaz, esx € A;

(i) s A € 7, para cada sucesion {z,, } ,cn que convergeax € A, existeng € N, tal que para
cadan > ng, esx, € A;

(iv) si (X, 1) es Ty, loslimites de sucesiones son Unicos.
Ademéassi (X, 7) es C}, todas las implicaciones anteriores son eguivalencias.

Definicion 5.6 (X, 7) es segundo numerable o C};, Si existe una base contable 5 de 7.

Proposicion 5.7 S (X, 7) esCyy, entonceses C;. Ambas nociones coinciden en el caso de que
X sea un conjunto contable.
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Ejemplos 5.8 En los gemplos estudiados, se cumple
1) (X, Tina) €sCyy, d eegir g = {X};
X, Ta4is) €sCpy Sy sOlosi X escontable;
R, 7eof) Y (R, Teoe) NO sON C, luego tampoco Cyy;
X ={a, b}, Tsier) €8 Ciyp;

,Ta) €SCrr Sy solos X — A escontable

2) (

3) (

4) (

5) (X

6) (X,74) esCy; sy solos X — A escontable;

7) (R, 7s) esCyy, d elegir 8,5 = {(a,b) : a,b € Q};
8) (R, 75o) NO S Cy;

9) (R, 7x0) €8 Cyy, @ tomar Sy = {(a,0) : a € Q};

10) (R, 7scq) NO €S CYy.

5.2 Espaciosde Lindelof

Definicion 5.9 Un cubrimiento de un conjunto X esunafamiliade conjuntost/ = {U, : i € I},
talesque X C | JU;. Un subrecubrimiento de/ es una subfamila)’ C U que sigue cubriendo

icl
X.
Definicion 5.10 Un espacio (X, 7) esde Lindel of, si todo cubrimiento por abiertos de X posee

un subrecubrimiento contable (la definicion sigue siendo valida si se reemplazan los abiertos
por abiertos basicos).

Proposicion 5.11 S (X, 7) es C};, entonces es de Lindel of.

Ejemplos5.12 En los espacios topol bgicos conocidos, tenemos
1) (X, Tina) €sde Lindelof;

2) (X, 745) esdeLindelof sy sblo s X escontable;

3) (R, 7eor) Y (R, 7o) SON de Lindel of;

4) (X = {a, b}, Tsier) €s C1, luego de Lindel of;

5) (X, 74) esdeLindelof sy sblosi X — A escontable;

6) (X, %) esde Lindelof;

7) (R,

Tus) €S Cyr, luego de Lindel of;
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8) (R, 7sor-) €sde Lindel of;
9) (R, 7x01) €s Crr, luego de Lindel of;
10) (R, 7. ) €sde Lindel of.

5.3 Conjuntosdensosy espacios separ ables

Lema5.13 En (X, 7) son equivalentes
(i) D esdenso, esdecir, D = X,
(i) paracada U € 7 no vacio,esU N D # (),
(i) paracada F € Ctalque D C F,esF = X,
(iv)paracadar € X yN € N,,esN N D # (.

Esta definicion generaliza la situacion de Q en larectareal, que es un conjunto pequefio en
cardinal, pero topol 6gicamente grande, al ser denso

Definicion 5.14 Un espacio (X, 7) esseparable s existe D C X, denso y contable.
Proposicion 5.15 Un espacio (X, 7) C; es separable.
Ejemplos5.16 En los jemplos conocidos
1) (X, 7ina) €S separable, pues todo conjunto no vacio es denso;
2) (X, 745) esseparablesi y solo s X es contable;
3) (R, T.os) esseparable, puesN = R;
4) (R, 7.,.) NO es separable, pues los conjuntos contables son cerrados;
5) (X = {a, b}, Tsier) €8 Cy1, lUEgO Separable;
.T4) esseparable, puessi a € A, es {a} = X;

)
,74) esseparablesi y sblosi X — A es contable;
)

, Tsor) €S SEParable, puesQ = R;
10
11)

6) (
7) (
8) (R, 7,s) es Cyy, luego separable;
9 (R
)

(R, Tror) €S Cpr, luego separable;
(R, Tseq) NO €S Separable.

Proposicion 5.17 S (X, 7») esseparabley 7, C 7, entonces (X, 1) es separable.
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No existen relaciones entre |os axiomas de separacion, aparte de las que ya se han sefialado.
Pero, el siguiente resultado permite averiguar cuando algunos espacios no son metrizables

Proposicion 5.18 En un espacio metrizable (X, 7), son equivalentes
(i) (X, 7) esde Lindeldf,
(ii) (X, 7) esseparable,
(iii) (X, 7) esCyy.

Ejemplos5.19 Asi, concluimos las propiedades siguientes
1) (R, 74is): Cr, no Cyy, no Lindelof, no separable, metrizable.
2) (R, 7ynq): Cy, Cr1, LindelOf, separable, no metrizable (pues no es 75).
3) (R, 7wf): N0 Cr, no Cpy, Lindelof, separable, no metrizable (pues no es C;).
4) (R, Teoe): N0 Cr, no Cyy, Lindel6f, no separable, no metrizable (pues no es C).
5 (X, 7sier): Cr, Crr, Lindelof, separable, no metrizable (pues no es 75).

6) (X,74) (A propio): C;, C;y siy sblos X — A contable, Lindelof sy sdlos X — A
contable, separable, no metrizable.

7) (X, 74) (A propio): C;, C;r sy sblos X — A contable, Lindelof, separable si y sblo si
X — A contable, no metrizable.

8) (R, 7k ): Cr, Cpy, Lindel6f, separable, no metrizable (pues no es Ty).
9) (R, 7scar): Cr, N0 Cry, Lindel©f, no separable, no metrizable.
10) (R, 75or): C1, N0 Cyy, Lindelof, separable, no metrizable.

5.4 Problemas

1.- Sea (X, 7) un espacio topol 6gico, tal que existe unafamiliano contable de conjuntos abiertos
diguntos dos ados. Probar que (X, 7) es no separable.

2.- Sea (X, 7) un espacio separabley T5,. Probar
(i) s (X, 1) esCy, entonces Card(X) < ¢;

(i) s (X, 1) esCyy, entonces Card(T) < c.
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3.- Dadaunasucesion {z, } ,cn sobre (X, 7), sedice quetiene ax como punto de aglomeracion,
{x,} > z,s paracadaN € N, yn € N, existeny > n, tal quex,,, € N. Si llamamos

lim({z,})={r e X :{z,} =2} y adh({z,})={re X :{z,} >z},
se piden probar |as siguientes propiedades
() lim({z,}) y adh({z,}) son conjuntos cerrados y lim({x,}) C adh({z,});
(i) adh({z,}) = ﬂ {z, :n>m};

meN

(iii) s = € lim({x,}), entonces {z} C lim({z,});

(iv) sy C 7, entonceslim,, ({z,}) C lim,, ({z,}) y adh,,({z,}) C adh,, ({z,});

(V) si {z,(m)} €s una subsucesion de {z,}, se verifica que lim({z,}) C lIm({z,m)}) ¥y

adn({2,}) > adh({z,0 }).

4.- Sean (X, 1)y (X, 7o) espacios topologicos C';. Son equivalentes

(i) 1 =72,

(i) toda sucesion convergeen (X, 71 ) Sl y sblo si convergeen (X, 7») y lo hace a mismo punto.
Esto no es cierto si las topologias no son C';. Por €llo, las sucesiones no son adecuadas en
espacios topol bgicos (ver [Ke]).

5.- Sea {z,, }ren lasucesion dada por x,, = 2n — 1 en €l espacio topologico (N, 7.,¢). Probar
quelim({z,}) = adh({z,}) = N.

6.- Sea (R, 7.,.). Probar que 3 € [0, 1]. ¢Existe algunasucesion en [0, 1] que converjaa3?

7- En (X, 7), sediceque x € X esun punto de condensacion o w-punto limitede A C X,
s paracada N € N,, N N A es no contable. Se denota por A la familia de los puntos de
condensacion de A. Probar

(i)s A C B, entonces A C B. Ademas A ¢ A%

(i) A esun conjunto cerrado;

(i) AUB=AUBYAC A;

(iv) st A noescontabley (X, 7) esLindel6f, entonces A esno vacio;

(vV)si (X,7)esC y A C X, entonces A — A escontable. Deducir qued—A—0yA=A
Concluir el teorema de Cantor-Bendixon: un espacio C';; puede descomponerse como

unién de dos conjuntos digjuntos, uno de ellos perfecto (A es perfecto, cuando es cerrado
y A C A%y € otro contable.
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8.- Sea X un conjunto no contable y 7 unatopologia sobre X, tal que 7.,y C 7. Probar

(i) si 3 esbaseder, entonces X = | J (X — B);
Bep

(i) s X esno contabley 7 es 7., O 7.0, €NtONCES 7 NO pUede tener una base contable.

9.- Probar que en un espacio topol 6gico la combinacion de dos cualesquiera de las dos propie-
dades siguientes no implicalatercera: C;, separabley Lindelof.
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Tema VI

Continuidad

La continuidad, en sus concepciones mas primitivas, se aplica independientemente a dos situa-
ciones. lacontinuidad en lamateria de un objeto y la continuidad del tiempo. Posteriormentey
en un estado mas avanzado de abstracci on, estas dos nociones se fusionan en lade la continuidad
del movimiento de una particula a lo largo de una trayectoria. Es decir, en un instante ¢, se le
asigna un lugar f(t¢) del recorrido dado. La continuidad del movimiento se traduce entonces
en que, a variar ¢ en un intervalo de tiempo, los valores f(¢) recorren un camino continuo.
Estas observaciones fisicas, dan unaidea bastante natural de cuando unafuncion f: R — R no
es continua: s para algln instante de su dominio se produce una rotura en su recorrido. El
concepto de continuidad debe descansar en € de proximidad.

6.1 Aplicaciones continuas

Definicion 6.1 Dadaunafuncion entre dos espacios topologicos f: (X, 7x) — (Y, v ), sedice
que f es continua en a, si paratodo entorno M € N7 ), existe N € N;*, tal que f(N) C M.
Esta definicion sigue siendo valida si se reemplazan los entornos por entornos basicos. Una
funcién es continua en A si 1o es en cada punto de A.

Proposicion 6.2 Sea f: (X, 7x) — (Y, 7y) unafuncion. Son equivalentes
(i) f escontinuaen X
(i) paracada » € X y cadaentorno M € N}, es f~H(M) € NJY;
(iii) paracadax € X ycada M € B}, (una vez elegida una baselocal), es f~' (M) € N;*;

(iv)paracadaU € 1y, es f~1(U) € 7x;
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(v) paracada U € By (unavez elegida una base), es f~(U) € 7x;
(vi) paracada F' € Cy, es f~'(F) € Cx;
(vii) paracada A C X, es f(A) C f(A);

(viii) paracada B C Y,es f~}(B) D f~1(B);

(o}
o —

(iX) paracada B C Y,es f~1(B) cf~Y(B).

Ejemplos 6.3 Algunos g emplos de funciones continuas son
1) paracadaespacio (Y, v ) y todafuncion f, f: (X, 74:) — (Y, 7v) €scontinug;
2) paracadaespacio (X, 7x) y todafuncion f, f: (X, 7x) — (Y, Tina) €S cCONtinug;
3) toda aplicacion constante f: (X, 7x) — (Y, 7v) €s continug;

4) s f: (X, 7x) — (Y, 7v) esunafuncion continuay se consideran las topologias 7x C 7% Y
Ty C Ty, también es continualaaplicacion f: (X, 7% ) — (Y, 7).

Proposicion 6.4 Sean f: (X, 7x) — (Y, v) Y ¢: (Y, 7v) — (Z, 77). Severifica
(i) s fescontinuaena € X ygescontinuaen f(a), entonces g o f escontinua en a;

(ii) s f escontinuaen X y g escontinua en Y, entonces g o f escontinua en X .

6.2 Algunas propiedadesde funciones continuas

6.2.1 Continuidad y espacios Hausdor ff

Lema65 S f,¢: (X, 7x)— (Y, 7y) son aplicaciones continuas e (Y, 7y) es Ty, entonces
A={zeX: f(z)=yg(x)} € Cx.

Contragemplo 6.6 El anterior resultado no es cieto engeneral: s f = Iy g = —1p,
f,9: (R, Ting) — (R, Ting), ambas son continuasy A = {0} & Cipna-

Corolario 6.7 (Principio de prolongacion de las identidades) Sean f, g: (X, 7x) — (Y, 7v)
aplicaciones continuase (Y, 7y) T,. S D esdensoen X y f|p = g|p, entonces f = g.

Contragjemplo 6.8 El anterior principio no escierto engeneral: si f = 1ry g(z) = zxo(x),
f,9: (R, 7y5) — (R, 73,4), ambas son continuas, f|g = g|q, pero no son aplicaciones iguales.

Contragemplo 6.9 LosaxiomasT; y T, ho se conservan por aplicaciones continuas: la apli-
cacion continua 1g: (R, 745) — (R, Tiq) llevaun espacio 77 y T; en otro que no lo es.
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6.2.2 Continuidad secuencial

Definicion 6.10 Unafuncion f: (X, 7x) — (Y, 7yv) €s secuencialmente continua, si dada una
sucesion {x, },en en X que converge a un punto a € X, entonces {f(z,)}.en CONverge a
fla) €Y.

Proposicion 6.11 Una funcién continua es secuencialmente continua. S (X, 7y ) esC), ambos
conceptos de continuidad son equival entes.

Contraejemplo 6.12 Estonoesciertoengenerd: 1gr: (R, 7.,,) — (R, 74:5) €SSecuencialmente
continua, pero no es continua.

6.2.3 Continuidad y numerabilidad

Proposicion 6.13 La imagen continua de un espacio separable (respectivamente, de Lindel of)
es separabl e (respectivamente, de Lindel of).

Contragjemplo 6.14 Esto no sucede con los axiomas C; y Cr: 1r: (R, 75) — (R, 7eof) €5
continuay llevaun espacio C; y C;; en otro que no verifica ninguno de estos dos axiomas.

6.2.4 CriteriodeHausdor ff

Proposicion 6.15 (Criterio de Hausdorff de comparacion de topologias) Dos topologias
sobre X verifican , C 7 Sy sblo si lafuncion identidad, 1x: (X, ) — (X, 72) es continua.

6.3 Topologiasinducidas

6.3.1 Topologiasiniciales

Sea (Y, 7v) un espacio topoldgico y X un conjunto. Sea f: X — Y unafuncion. Setratade
encontrar una topologia 7, sobre X, tal que f: (X, 7y) — (Y, 1) sea continua. Por gemplo,
(X, 1ais) — (Y, 7v) esunadeellas. Asi, se buscalamenos finaentre las que o verifican

Definicion 6.16 La menor topologia 7, sobre X que hace f: (X, 1) — (Y, 1) continua es
7 ={f"YU): U € 1v},y sellanatopologiainicial para f.

Se puede generalizar esta situacion: sea X un conjunto, {(Y;,7;) : i € I} una familia
de espacios topologicos y para cadai € I, una aplicacion f;: X —Y;. Buscamos la menor
topologia sobre X que haga continuas atodas las funciones f; alavez
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Lema6.17 Lafamiliac = {f;""(U;) : U; € i, € I'} esuna subbase de una topologia 7;,,( 1.
sobre X, la topologiainicia sobre X parala familia {f;};c;, y que es la menos fina sobre X
gue hace continuas todas las aplicaciones f;.

Proposicion 6.18 Sea {(Y;, ;) : ¢ € I} unafamilia de espaciostopologicosy paracadai € I,
fit (X, 7x) — (Y;, 7;) una familia de aplicaciones. Entonces, 7x = Tz} Sy SOl0 S (para
cada espacio topologico (7, ;) y aplicacion g: (Z,77) — (X, 7x), g €s continua s y s0lo si
paracadai € I, f; o g escontinua).

Ejemplo 6.19 S setomaY; = X paracadai € I, y consideramos la familia de aplicaciones

continuas 1%: X — (X, 7;), eNtONCES 7;,,1i } = SUPT;.
el

6.3.2 Topologiasfinales

Se plantea ahora el problema reciproco: sea (X, 7x) un espacio topolégico e Y un con-
junto. Sea f: X —Y unafuncion. Se trata de encontrar una topologia 7, sobre Y, tal que
(X, 7x) — (Y, 77) seacontinua. Por eiemplo, f: (X, 7x)— (Y, Tinq) €Sunade ellas. Asi,
se buscalamas fina entre las que |o verifican

Definicion 6.20 Lamayor topologiasobre Y que hacelaaplicacion f: (X, 7x) — (Y, 1) con-
tinuaest; = {V CY: f~}V) € 7x}, y sellamatopologia final para f.

Se puede generalizar esta situacion: sea Y un conjunto, {(X;, ;) : ¢« € I} una familia
de espacios topologicos y paracada: € I, una aplicacion f;: X; — Y. Buscamos la mayor
topologia sobre Y que haga continuas atodas las funciones f; alavez

Lema6.21 Lafamilia 7,y = {V C Y : f; (V) € 73,Vi € I} esuna topologia sobre Y,
[lamada topologiafinal paralafamilia { f;}.c;, y que esla masfina sobre Y que hace continuas
todas las aplicaciones f;.

Proposicion 6.22 Sea {(X;,7;) : i € I} unafamilia de espaciostopologicosy paracadai € I,
fit (X5, 1) — (Y, 7v) una familia de aplicaciones. Entonces, 7y = Tings,) Sy SOlO S (para
cada espacio topologico (Z,7,) y aplicacion g: (Y, 7v) — (Z,7z), g €scontinua s y solo si
paracadai € I, g o f; escontinua).

Ejemplo 6.23 Si setoma X; = X paracada: € I, y consideramos la familia de aplicaciones

continuas 1y : (X, 7;) — X, eNtONCes 7y, (11 y = 12?”-
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6.4 Problemas

1.- Dado un espacio topologico (X, 7), se introducen |os conjuntos
C(X)={f(X,7)— (R, 7us), f continua} y C*(X) = {f € C(X) : f esacotada}.

Se definen las funciones con dominio X y codominioR, paraz € Xy f,g: X —R

(@ lasuma: (f + g)(z) = f(x) + g(x),

(b) & producto: (f.g)(x) = f(x).g(x),

(c) e producto por un escalar a € R: (a.f)(z) = a.f(x),

(d) el cociente: si f(z) # 0 paracadaz € X, %(m) = %

(e) e valor absoluto: |f|(z) = |f(z)],y

(f) las funciones méaximo y minimo: m(z) = min{ f(z), g(x)} y M(x) = max{f(x), g(z)}.
Se pide probar |as siguientes propiedades

(i) las anteriores operaciones son internasen C(X) y C*(X);

(i) C(X) y C*(X) son @gebras sobre R;

(iii) C*(X) es un espacio vectorial normado, con |as operaciones sumay producto escalar y la
norma || f|| = sup{|f(z)| : = € X};

(iv) C(X)y C*(X) son reticulos con €l orden parcid: f < gsysdlos f(x) < g(z), para
cadax € X;

(v) dadoslosespacios (X, 7x) e(Y, 7y ), todaaplicacion continua f: (X, 7x) — (Y, v ) induce
un homomorfismo entre las algebras asociadas Fy: C(Y) — C(X) (respectivamente,
Fi:C*(Y) — C*(X)).

2.- En un espacio topologico (X, 7), probar
(i) 7 = T4is Sy SOlO S paratodo (Y, 7v) y todaaplicacion f: (X, 7) — (Y, 7y), f escontinug;
(i) 7 = Tinq Sy SOlO S paratodo (Y, 7v) y todaaplicacion f: (Y, ) — (X, 1), f escontinua.
3.-Sea f: (X, 7x) — (Y, 7y) unaaplicacion continuay sobreyectiva. Probar que todo abierto
de (Y, 7y) eslaimagen por f de un abierto saturado de (X, 7). Probar la propiedad anédloga
para cerrados.
4.- Si x4 eslafuncion caracteristicade A, probar

(i) xa: (X, 7)— (R, 7,5) escontinuaen z siy solos x ¢ fr(A);
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(i) xa: (X,7) — (R, 7,,) escontinuaen X si y sblosi A esabiertoy cerrado.
5.- Caracterizar las funciones continuas f: (R, ) — (R, Teoe).
6.- Dados los conjuntos finitos X = {1,2,3,4,5} eY = {a,b} y las topologias sobre ellos
mx =40, X,{1},{3,4},{1,3,4}} y v = {0,Y, {a}}, sepide:

(i) encontrar todas las funciones continuas f: (X, 7x) — (Y, 7v);

(i) ¢cuantas funciones hay f: X — Y'? ¢cuantas son inyectivas? ¢Y sobreyectivas?
7.- Dado = € R, sellama parte entera de z, [x], al mayor entero que es menor o igual que z.
Estudiar la continuidad de lafuncion f: (R, 75,.) — (R, 7us), S f(z) = [z].
8.- Sean 1, y 7, dos topologias sobre X y (Y, 7v) un espacio topologico. Probar

(i) s 7 = inf{m, ™}, entonces la aplicacion f:(X,7)— (Y, 7y) es continua s y solo s
f:(X,m)— (Y, 7y) escontinua, parai = 1, 2;

(i) s 7 = sup{m, 2}, entonces la aplicacion f: (Y, 7y) — (X, 7) es continuas y solo s
f: (Y, 7v)— (X, 7;) escontinua, parai = 1, 2.

9.-Sea f: (R, 7,s) — R, dadapor f(x) = |x|. Describir 7, .

10.- Sea f: R— (R, 7,5), dadapor f(z) = 2® y sear = 7,,(s;. Sepide
(i) en (R, 1), calcular €l interior y laclausurade [—1, 4];

(i) ¢cudles de las siguientes aplicaciones son continuas?

1 Ssz>0

-1 sxz<0’
—1—2% d2<0
1+22 Saz>0
r+1 Sxz>0
r—1 sz<0

@ ¢: (R, 7s) — (R, 7), dedapor g(z) = {
(b) h: (R, 7,s) — (R, 7), dadapor h(z) = {

(©) k: (R, 7us) — (R, 7), dada por k(z) = {

11.- Sea f: (X, 7x) — (Y, 7y) continua. Probar que para cada F,-conjunto (respectivamente,
Gs-conjunto) B C Y, €l conjunto f~!(B) esun F,-conjunto (respectivamente, Gs-conjunto).

12.- Sea X un conjunto y f: X — (Y, d), donde d es una pseudométrica Probar que la
funcion p: X x X — R definidapor p(x,y) = d(f(x), f(y)) s una pseudométrica sobre X y
latopologia generada por p eslatopologiainicia para f.
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13.- Sea {(X,,, d,,) }nen Una familia de espacios pseudométricos, X un conjunto y para cada
n €N, f,: X — X, unafuncion. Probar que 7;,,(,..crvy estagenerada por una pseudométrica,
siguiendo los siguientes pasos

(i) paracadan € Ny paracadaz,, y, € X, lafuncion p,(z,,y,) = min{d,(z,,y,), 1} €S
una pseudomeétrica sobre X, ;

(i) d,, y p, son topolbgicamente equivalentes, es decir, generan las mismas topologias;

(iii) s paracada z,y € X, sedefine d(z,y) = Y_pu(fu(x), fu(y)).27", entonces d es una
n=1
pseudométrica sobre X;
(iv) s 7, eslatopologia generada por d, se pide probar
(@) Tings,meny C T4, demostrando que f: (X, 74) — (X, 7,) €s continua, para cada
n €N,

(0) 74 C Tings.:neny, Probando que las bolas abiertas en (X, d) pertenecen a7, (s, .neny -

14.- Una coleccion { f;: (X, 7x) — (X;, 7;) }ser de funciones sobre un espacio separa puntos

de cerrados, s paracada B € Cx,y cadaz ¢ B, existe: € [, tal que f;(z) ¢ f:(B). Se pide
probar

(i) unafamilia de funciones continuas { f;: (X, 7x) — (X, 7) }ier Separa puntos de cerrados,
sy solos, lafamilia{f; '(Vi):i € Iy V; € 7;} esunabasede 7x;

(ii) s unafamilia de funciones continuas { f;: (X, 7x) — (X, 7;) } Separa puntos de cerrados
en X, entonces 7y eslatopologiainicia inducida por lasfunciones {f; : i € I}.

15.- Sea X un conjuntoy F = {f;: X — (Y}, 7;) }ses Unafamilia de funciones. SeaG C F.
¢ES Tin(g) C Tin(F)? ¢ES Tin(F) C Tin(g)?

16.- Encontrar una sucesion de funciones continuas { f,.: (R, 7,s) — ([0, 1], Tus) }nen, CUYO
supremo no sea una funcién continua.

17.- Consideremos las funciones f1, f2, f3: R— (R™, 7,,,), dadas por

fl(‘r) = 1’2, f2(x) = TX(0,00) y fg(l') = —TX(~00,0)-
Describir lastopologiasinicial €S 7, 1,), Tin(fs)r Tin(fs)r Tin({f1,f21) Y Tin({f1,f2.02}) Y cCOMpararlas
con latopologia usual.

18.- Sea (N, 7) €l espacio topol6gico del problema 20 en 2.5. Probar que f: (N, 7) — (N, 7) es
continuasi sblo s (s m divide an, entonces f(m) dividea f(n)).
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19.- Consideremos €l espacio (R", 7,,-) definido en el problema25 de 2.5. Si P eslacoleccion
de los polinomios en n variables reales, se pide

(i) para pi,...,p, € P, laaplicacion P: (R”, 75,,) — (R", 72,,), definida por P(z) =
(p1(x), ..., pa(x)), €scontinua.

(ii) s consideramos cada polinomio p € P, como unafuncion p: R™ — (IR, 7., f), demostrar
qQUE Tzar = Tin{P}-

20.- Sea (X, ) un espacio topologico. Se dice que una aplicacion f: (X, 7) — (R, 7,s) €S
semicontinua inferiormente (respectivamente, semicontinua superiormente), si paracadaz € X
ye >0, xisteV € N, td queparacaday € V es f(y) > f(x) — e (respectivamente,
f(y) < f(z) + €). Probar

(i) toda aplicacion continua f: (X, 7) — (R, 7,s) €S semicontinua inferior y superiormente.
Reciprocamente, toda aplicacion semicontinuainferior y superiormente es continua;

(i) sean las topologias sobre R, Txo Y Tses = {0, R} U {(—00,a) : a € R}. Entonces,
f:(X,7)— (R, 7s) €S semicontinua inferiormente (respectivamente, semicontinua su-
periormente) siy solosi f: (X, 7) — (R, 7x,) (respectivamente, f: (X, 7) — (R, Tees))
es continug;

(iii) sea { fi: (X, 7) — (R, 7us) }ier una familia de aplicaciones semicontinuas inferiormente
(respectivamente, semicontinuas superiormente). Se supone que I # () y que para cada
x € X e conjunto {f;(x) : i € I} estd acotado superiormente (respectivamente, aco-
tado inferiormente) en R. Entonces, la aplicacion f: (X, 7) — (R, 7,s) definida por
flx) = 5161? fi(z) (respectivamente, f(x) = 12; fi(z)) es semicontinuainferiormente (res-

pectivamente, semicontinua superiormente);

(iv) s A C X, xa es semicontinua inferiormente (respectivamente, semicontinua superior-
mente) sl y solo s A € 7 (respectivamente, A € C).
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Homeomor fismos

Seintroduceaqui €l concepto deigual dadtopoldgica: cuando sedefine unaestructuramatemética
sobre ciertos conjuntos, laigualdad de esta estructura debe obligar a que los conjuntos subya-
centes sean equivalentes, por consiguiente, por |o menos, laigualdad entre |as estructuras dadas
debe ser realizadaatravés de unafuncion biyectiva. Ademéas de esta condicion, se debeimponer
gueestafunciony suinversaconservenlaestructura. Asi, laigualdad topol 6gicavendradadapor
lo que se llamara un homeomorfismo. En algunas estructuras mateméaticas (como |os espacios
vectoriales), si unafuncion biyectiva f conserva la estructura, automaticamente se deduce que
suinversa f~! también lo hace. Sin embargo, esto no ocurre con los espacios topol 6gicos.

7.1 Aplicacionesabiertasy cerradas

Definicion 7.1 Una funcion f: (X, 7x) — (Y, 7v) se dice abierta s paracada U € 7x, €s
f(U) € 1v. Y sedicecerrada, si paracada F' € Cx, es f(F) € Cy.

Ejemplos 7.2 No hay ningunarelacion entre las nociones de funcidn continua, abiertay cerrada

1) lafuncion idénticamente nula f: (R, 7,,) — (R, 7,,s) €S continua, no abiertay cerrada;

sin(x) sSz<0

2) lafuncion f: (R, 7,,) — (R, 7,s) dadapor f(z) = {arctan(w) S50

abiertay no cerrada;

es continua, no

3) la primera proyeccion coordenada f: (R?, 7,,) — (R, 7,s) dada por f(zy,z2) = x; €S
continua, abiertay no cerrada;
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-1 sz<0
4) lafuncion f: (R, 7;,4) — (R, 74;5) dadapor f(z) = { 0 sz = 0esnocontinua, abierta
1 Sx>0
y cerrada;
5) lafuncion 1gr: (R, 74:5) — (R, 74:5) €s continua, abiertay cerrada;
0 sz<0
6) lafuncion f: (R, 7,,) — ([0, 1], 7,s) dada por f(z) = {x s 0 <z <1 escontinua, No
1 sz>1

abiertay cerrada;

7) la primera proyeccion coordenada f: (X, 7ps) — ([0, 1], 7.s) €S continua, abiertay no cer-
rada.

A pesar de esto, las aplicaciones cerradas estan muy proximas alas aplicaciones abiertas, ya
gue poseen la siguiente propiedad respecto a los abiertos saturados

Lema7.3 S f: (X, 7x) — (Y, 7y) esunaaplicacion cerrada, dado B C Y y U € 7x tal que
[YB)cU,eisteV ey, talqueBCVyf1(V)cU.

Y anaogamente

Lema7.4 S f: (X, 7x) — (Y, 7v) esuna aplicacion abierta, dado B C Yy F' € Cx tal que
JYB)C F,existeG € Cy,talqueBC Gy fY(G) C F.

7.2 Homeomorfismos

Definicion 7.5 Unaaplicacion f: (X, 7x) — (Y, 7v) esun homeomorfismo, si f biyectiva, con-
tinuay deinversa f~! continua. Se dice también que (X, 7) es homeomorfo a (Y, 7y).

Lema7.6 S f: (X, 7x) — (Y, 7v) yg: (Y, 7v) — (Z, 72) son homeomorfismos, entonces
(i) /71 (Y, 7v) — (X, 7x) €s un homeomorfismo;
(i) go f:(X,7x) — (Z, 77) €sun homeomorfismo.

Corolario 7.7 Larelacion“ ser homeomorfos’ esuna relacion de equivalencia sobrelafamilia
de los espacios topol bgicos.

Proposicion 7.8 S f: (X, 7x) — (Y, 7v) esuna funcion biyectiva, son equival entes
(1) f esun homemorfismo;
(if) f escontinuay abierta;

(iii) f escontinuay cerrada;
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(iU e rx siysdlos f(U) € 1y;
(V) FeCxsysilos f(F) € Cy;
(vi) paracada A C X, es f(A) = f(A);

]o

(vii) paracada A C X, es f(A) =f(A);
(viii) V e 7y siysolos f71(V) € 7x;

(iX) G eCysysolos f71(G) € Cy;

(X) paracada B C Y, es f~(B) = f~1(B);

o

(xi) paracada B C Y, esf—l(lO?) =f1(B).

7.3 Propiedadestopologicas

Definicion 7.9 Unapropiedad rel ativaaespaciostopol dgicos sellamatopol bgica, si seconserva
bajo homeomorfismos.

Proposicion 7.10 SontopologicaslaspropiedadesT;, Tz, Cr, Cr1, laseparabilidad, lapropiedad
de Lindelof y la metrizabilidad.

Contragjemplo 7.11 Por g emplo, la acotacion (cuando tenga sentido hablar de este concepto)
es un gjemplo de propiedad no topol dgica.

Observacion 7.12 Desde el punto de vista de latopologia, dos espacios homeomorfos son in-
distinguibles. Laimportanciade estapropiedad radicaen que, cuando setrabaje con propiedades
topolbgicas, es posible reemplazar espacios complicados por otros homeomorfos a ellos, pero
maés sencillos de mangjar.

7.4 Problemas

1.- Paralos espaciosy las aplicaciones f: (X, 7x) — (Y, 7v) Y g: (Y, 7v) — (Z, 72), probar

(i) s f'y g son abiertas (respectivamente, cerradas), entonces g o f es abierta (respectivamente,
cerrada);

(if) sl g o f esabierta (respectivamente, cerrada) y f es continuay sobreyectiva, entonces g es
abierta (respectivamente, cerrada);
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(iii) Si g o f es abierta (respectivamente, cerrada) y ¢ es continua e inyectiva, entonces f es
abierta (respectivamente, cerrada).
2.-Sea f: (X, 7x) — (Y, 7y) continuay abierta. Probar
(i) s B, unabaselocal en el punto z, f(B,) esbaselocal en f(z);

(i) s ademés f es sobreyectivay [ es base de 7x, entonces f(3) esbase de 7y .

3.- Probar que f: (X, 7x) — (Y, 7v) esabierta (respectivamente, cerrada), s y solo si paracada

AcCX, %f(jl) cm (respectivamente, f(A) D f(A)).

4.- Sea f: (X, 7x)— (Y, 7y) una aplicacion sobreyectiva 'y cerrada. Probar que para cada
U € 7x, seveificaque fr(f(U)) c f(U)N f(X —U).
5.-Sea f: (X, 7x) — (Y, 7v) unaaplicacion. Probar que son equivalentes
(i) f escerrada;
(ii)s U € 7x,entonces {y € Y : f1(y) C U} € 1y;
(iii)ysi F € Cx,entonces{y € Y : [~ (y) N F # 0} € Cy.
6.- Dado un espacio topologico (X, 7), se consideran las dlgebras C'(X) y C*(X) introducidas

enel problemalde6.4. S (X, 7x) e (Y, 7v) sonhomeomorfos, ;quérelacion existeentre C'(X)
yC(Y)? ¢Y entreC*(X) y C*(Y)?

7.- Probar que dos espacios discretos son homeomorfos si y solo si poseen €l mismo cardinal.

8.- Dar un gjemplo de dos espacios topologicos (X, 7x) e (Y, 7v) no homeomorfos, pero tales
que exista una aplicacion entre ellos, continuay biyectiva.

9.- Sin € Z, se define sobre R latopologia 7,,, dada por labase 5, = 3, U {n}. Probar que r;
y 72 son topologias diferentes, pero que (R, 1) y (R, 72) son espacios homeomorfos.
10.- Probar los siguientes enunciados

(i) todaaplicacion f: (R, 7..r) — (R, 7,5) €s cerrada;

(i) (R, 7us) Y (R, 7o) NO SON homeomorfos;

(iii) todaaplicacion f: (R, 7,s) — (R, 7,5) biyectivay continua, es abierta;

(iv) toda aplicacion sobreyectiva f: (X, 7.,¢) — (Y, 7o) €S abiertay cerrada
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11.- Sea g 1: ([0, 1], 7us) — ({0, 1}, 74i5). Probar que es sobreyectiva, abiertay cerrada, pero
no continua.

12-SeaX #0yp,q € X. SeaA = {p}y " latopologia A-exclusion. Estudiar lacontinuidad
delafuncion f: ([0, 1], m,) — (X, 74) dadapor f(x) = {p Sz=0,

13.- Probar que son homeomorfos la bola cerrada ({(z,y) € R? : 2? + y* < 1},7.) Y €
cuadrado ({(z,y) € R?: |z]| < 1,]y| < 1}, Tus)-

14.- Probar que (S™ — {p}, 7.s) €s homeomorfo a (R", 7., ), donde S C R"*! esla esferade
dimension n y p €sun punto cualquiera sobre ella.

15.- Probar que el espacio euclideo (R", 7,,5) es homeomorfo al subespacio (E", 7,,5), donde
E" = {(21, -, 2,) ER":2f + - + 22 < 1}.

16.- Probar que & n-simplice unidad (A™, 7,.5), donde
A" = {(21, Tpy1) ER"™ iy >0, Vi€ {1, n+ 1}, oy + - F 2 = 1},

es homeomorfo al cubo n-dimensional ([0, 1], 7).

17.- Probar los siguientes enunciados
(i) en (R, 7,5), Son homeomorfos todos |os interval os abiertos;
(ii) no son homeomorfos ((0, 1), 7us) Y ([0, 1], Tus);
(i) ((0,1), 7ais) Y ([0, 1], 74:5) SON homeomorfos;
(iv) (N, 745) Y (Q, T.s) N0 son homeomorfos,

(v) (S', 7.s) no eshomeomorfaa ((0,1), 7,s).

18.- Probar que las siguientes aplicaciones entre espacios euclideos son homeomorfismos
(i) h: R— (0, 00), definida por h(z) = exp(z) (suinversaesh!(z) = In(z));
(ii) h: (5F, ) — R, definidapor h(x) = tan(z) (suinversaesh™!(z) = arctan(z));

(iii) A: (0, 00) — (—00, 0) (respectivamente, h: [0, 00) — (—o0, 0]), definidapor h(z) = —z
(suinversaesh!(z) = —x);

(iv) h: [0, 00) — [a, 00) (respectivamente, h: (0, co) — (a, 00)), definidapor h(x) = = + a
(suinversaesh~!(z) = x — a);
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(V) h: X — Y, definida por h(z) = % donde (X = [a,b) eY = [0,1)), 6 (X = (a,b)
eY =(0,1) 6(X =la,beY =1[0,1]) 6 (X = (a,b] eY = (0,1]) (su inversa es
ht(z) =a+ (b—a)x);

r—1

(vi) h:]0,1) —[1, 00), definida por h(x) = i (suinversaesh!(z) = " )-

19.- Probar que los espacios euclideos siguientes son dos a dos homeomorfos
(i) e cilindro vertical X = {(z,y,2) € R3: 2% + 3> =1},
(ii) € plano privado del origen Z = R? — {(0,0)},
(iii) lacoronacircular W = {(z,y) € R? : 1 < 22 + ¢* < 4},

(iv) la esfera privada de los polos norte y sur, U = S? — {N, S}, donde N = (0,0,1) y
S =(0,0,—-1),

(v) e cono privado de suvértice V = {(z,y,2) € R3 : 2% + y? = 2%,z > 0}.
20.- Probar que el primer cuadrantedel plano ({(z,y) € R? : x > 0,y > 0}, 7,s) Y € semiplano
({(z,y) € R* : y > 0}, 7,5) SOn homeomorfos.

21.- Probar que |as siguientes son propiedades topol 6gicas

(i) X esequipotente aN;

(i) latopologia sobre X tiene el cardina de N;

(iii) existe A C X, equipotente aN y denso;

(iv) X esmetrizable;
pero, no son propiedades topol 6gicas

(i) latopologia sobre X esta generada por lamétrica d;

(if) X esun subconjunto de R.

22.- Sean dos aplicaciones f: (X, 7x) — (Y, 7v) Yy g: (Y, 7v) — (X, 7x) continuas, tales que
fog=1yygo f=1x.Probar que fy g son homeomorfismos.

23.- Sean f: (X, 7x) — (Y, 7v) un homeomorfismoy ¢: (Y, 7v) — (Z, 72). Probar que g es
continuasi y sblosi go f loes.

24.-Sea f: (X, 7x) — (Y, 7v) unaaplicacion abiertay cerrada. Seay: (X, 7x) — ([0, 1], 7us)
continuay paracaday € Y, sea¢(y) = sup{p(z) : f(x) = y}. Probar que ¢ es continua.
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25.- Sea (X, 7) un espacio topologicoy H(X) = {h: (X,7)— (X, 7) : h homeomorfismo}.
Probar

(i) con la composicion de funciones como operacion, H(X') esun grupo;

(i)s X =[0,1]lyA=(0,1) C X,seap: H(X)— H(Y)definidapor o(h) = h|4. Entonces,
© es un isomorfismo de grupos, aunque |os espacios involucrados no son homeomorfos.
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Topologia relativa

En general, dada una estructura topol6gica sobre un conjunto X, todo subconjunto A puede
heredarla, por restriccion a A de las nociones topol 6gicas (continuidad, convergencia, ...) en
X. Posteriormente, se plantea el problema reciproco, que consiste en determinar si un espacio
X estopolbgicamente equival ente a una parte de otro espacio Y'.

El artificio de embeber un espacio en otro mayor esta estrechamente relacionado con la
definicion de subespacio. Ya muy temprano, se utilizb en ejemplos especiales, como el de la
construccion de los nUmeros reales a partir de los racionales por Cantor y Dedekind.

8.1 Subespacios

Definicion 8.1 Dado un espacio topologico (X, 7), s A C X, se define unatopologia sobre A
asociadaar, por 74 = {UN A : U € 7}, que sellamatopologia relativa. Se dice también que
(A, 74) €sun subespacio de (X, 7).

Proposicion 8.2 Sea (X, 7) un espacio topolégicoy A C X. Entonces
VsV CcAeVerysysolos existeU € rtalqueV = U N A;
(iDs FCAesFelCysysilosexisteG eCtalque F =GnA;
(iii) s B esbasede 7, entonces 4 = {BN A : B € 3} eshasede 74;
(iv) S o essubbase de 7, entonceso 4, = {SN A : S € 0} essubbasede 74;
Vsac ANA={MNA:MeN,}eslafamiliadeentornosdea en (A, 74);
(vi)sia € AyB, esunabaselocal dea en (X, 7), entonceslafamiliaB4 = {BNA: B € B,}
esunabaselocal dea en (A, 74);

63
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(Vi) s B C A, con las notaciones obviases B = BN Ay Bl = Bin A;

oA
(viii) st B C A, con las notaciones obvias es fr4(B) C fr(B)N A yB NA CB ,ysedan
lasigualdades cuando A € 7.

Proposicion 8.3 Sean (X, 7) un espacio topologicoy B € A C X. Se puede pensar en B
como un subespacio de (X, 7), obteniendo la topologia relativa 75 sobre B, 0 como subespacio
de (A, 74), obteniendo la topologia relativa (74) g sobre B. Entonces, 75 = (74) 5.

Ejemplos 8.4 En los espacios topol ogicos estudiados, tenemos
1) en (X, 7,q), paratodo A C X, 74 = Tina;
2) en (X, 74), paratodo A C X, 74 = Tuis;

4) en

(

en(X,74), S BNA#D,es73 =TarngyYS BNA=0,es7p = Tys;
(X, ), s BNA#0,estp =7"8ys BNA=0,es7p = T4s;
(

5 en (X, 7.f), S Aesinfinito, es74 = 7.5 Yy S A esfinito, es74 = 74s;
6) en (X, 7eoc), S A €S0 contable, es74 = 7., Y S A escontable, es T4 = 7y;s.
Lema8.5 iy: (A,74) — (X, 7x) escontinua, y de hecho, 74 = 7,3 -
La continuidad no depende del rango de lafuncion

Corolario86 f:(Y,7yv)— (A, 74) escontinuasi ysolosiiso f: (Y, 7v)— (X, 7x) lo€s.

8.2 Propiedades hereditarias

Definicion 8.7 Una propiedad P se dice hereditaria, si cuando (X, ) verifica P, la cumple
cualquier subconjunto de X. P sellama débilmente hereditaria si laheredan sblolos A € C,y
sellamacasi hereditaria si pasa Unicamentealos A € 7.

Proposicion 8.8 Son hereditarias|a propiedades T, T, losaxiomas C; y Crr y la metrizabili-
dad.

Proposicion 8.9 La separabilidad es casi hereditariay la propiedad de Lindel 6f es débilmente
hereditaria.

Proposicion 8.10 En (X, 7),si A C X, entonces
(YAersysolosiis: (A 74)— (X, 7) esabierta;

(iAeCsiysolos iy: (A, 74)— (X, T) escerrada;
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(iliycada B € T4 estalque B € 7x siysolos A € T;

(ivycadaB e Cypestalque B e Csiysolos A e C.

8.3 Restriccion y extension de aplicaciones continuas

Definicion 8.11 Larestricciondeunaaplicacion f: (X, 7x) — (Y, 7v) aA C X, eslafuncion
foia= fla:(A,7a) — (Y, 7v).

Proposicion 8.12 S f: (X, 7x)— (Y, 7y) €s continua, para cada A C X la restriccion
foia= fla:(A,74)— (Y, 7y) €scontinua.

Proposicion 8.13 Sea f: (X, 7x) — (Y, 7y) continuay A C X, B C Y talesque f(A) C B.
Entonces la aplicacion inducida por f|4, g: (4, 74) — (B, 75) €S continua.

Un problema importante en topologia es el de extension de aplicaciones continuas dadas
sobre subespacios.

Definicion 8.14 Unaextension deunaaplicacion continua f: (A, 74) — (Y, 7v) de un subespa-
cio A C X al espacio total, es una aplicacion continua g: (X, 7x) — (Y, 7y), cuyarestriccion
aAesf.

Un caso particular importante de extension es el siguiente

Definicion 8.15 En (X, 1), A C X esunretracto de X, si existe una aplicacion continua, una
retraccion, r: (X, 7) — (A, 74) que extiende a la identidad de A, 14: (A, 74) — (A, T4), €S
decir, paracadaa € A, esr(a) = a.

Ejemplo 8.16 [0, 1] esunretracto de (R, 7,;), puesunaretraccion esr: (R, 7,.s) — ([0, 1], Tus),
0 st<O0

dada por r(t) = {t site|0,1].
1 gt>1

Observacion 8.17 Los retractos tienen propiedades similares (desde €l punto de vista ho-
motbpico, como se veraen € Gltimo capitulo) alas de los espacios originales.

8.4 Aplicaciones combinadas

Definicion 8.18 Dado un conjunto X, si {A;};c; esuncubrimientode X y {fi: A;— Y }icr €5
una familia de funciones tales que fi|4,na;, = fj|la,na,, Paracadai, j € I, se define lafuncion
combinada de las anteriores, como lafuncion f: X — Y definidapor f(x) = f;(x),s x € A;.
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Proposicion 8.19 Sean (X, 7x) e (Y, 7v) espacios topologicos. Con las notaciones de la ante-
rior definicion
(i) siparacadai € I,es A; € Tx ylafuncion f;: (A;, 74,) — (Y, 7v) €s continua, entonces
la combinada f: (X, 7x) — (Y, 7y) también lo es;

(ii) si I esun conjunto finito, paracadai € I es A; € Cx ylafuncion f;: (A;, 74,) — (Y, 7yv)
es continua, entonces la combinada también lo es.

Contragemplo 8.20 En el apartado (ii), / debe ser necesariamentefinito. En efecto, si I = R,
Ir: (R, 74s) — (R, 74:5) NO€SCONtinUay sinembargo 1g| (»3: ({2}, 7us) — (R, 7455) €SCONtINUA,
paracadaz € R.

8.5 Embebimientos

Definicion 8.21 Un embebimiento es una aplicacion continua f: (X, 7x) — (Y, 7v), tal que
sobre suimagen g: (X, 7x) — (f(X), 7¢(x)) €S un homeomorfismo.

Observacion 8.22 Medianteun embebimiento, el espacio (X, 7x ) sepiensacomo un subespacio
de (Y, Ty).

8.6 Problemas

1.- Sea f: (X, 7x) — (Y, 7v) unaaplicacion continua, donde (X, 7x) esT> y C;. Sea D un
conjunto denso en X tal que f|p: (D, 7p) — (f(D), 7¢(p)) € un homeomorfismo. Probar que
f(D)N f(X — D) =0.

2.- Sea (X, ) un espacio topologico, A densoen Xy D C A, tal que D" = A. Calcular D.
3.- Sea A un conjunto cerrado en (X, 7)Yy f: (A, 74) — (R, 7,s) una aplicacion continua, tal

que f(fr(A)) = {0}. Probar quelaaplicacion g: (X, 7) — (R, ), definida por

[ flx) sxzeA i ,
g(x) = {0 Sz A , ESunaextension continuade f.

4.- Probar los siguientes enunciados
(en(X,7),sz € X, Xy {z} sonretractos de X;
(i) [0, 00) esun retracto de larectareal;

(iii) en (X, 7)., todo abierto es un retracto de X;
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(iv) lacomposicion de retracciones es unaretraccion (un retracto de un retracto es un retracto);

(v) Aesunretractode X sy sblosi paratodaaplicacion f: (A, 74) — (Y, 7y) continua, existe
una extension continua F: (X, 7) — (Y, 1y );

(vi) lan-esferaunidad (S, 7.,s) esun retracto de (R™ ™! — {0}, 7.5);
(vii) en (R?, 7,,,), un subconjunto formado por dos puntos no puede ser un retracto de R?;
(viii) labola cerrada unidad es un retracto de (R™, 7,,);

(ix) una aplicacion f: (X, 7) — (X, 7) se dice idempotente, s f o f = f. Probar que toda
retraccion es unaaplicacion idempotente. Dada f: (X, 7) — (X, 7) idempotente, probar
queescontinuasi y slos f: (X, 7)— (f(X), 7)) €S unaretraccion;

(X) (Y, 7y) es homeomorfo a un retracto de (X, 7) S y solo si existen funciones continuas
f: (X7 T) —><Y7TY) Yyg: (Y7 TY)H(Xa T)! talesqueg © f = ]-X-

5-En(X,7x),sean A, B C X, tdlesque X = AUB. Seany, € Yy f,9: (X, 7x) — (Y, 7v)
dos funciones continuas, verificando laidentidad f(B) = {yo} = g(A). Probar que lafuncion

hi (X, 7x) — (Y, 7yv), h(z) = {f(:c) SzeA

o(x) sSzeB esta bien definiday es continua.

6.- Sea (X, 7)y A C X. Probar
(i) Card(ta) < Card(r);
(i) s (X, 1) esTy y separabley el subespacio A esdenso y contable, entonces se verifica que
Card(C(X)) < Card(C(A)) < Card(R).

7.- Demostrar que laaplicacion j: (R, 7,.) — (R?, 7,.,), dada por

(3:=1) st<-1
(-1,-1—2t) s—-1<t<—3

j(t) =4 (2t,0) s-1<t<y
(1,-1+2t) s3<t<1
(3:7) sit>1

es un embebimiento.

8.- Probar quelaaplicacion f: ([0, 27), 7.s) — (R?, 7,5 ), dadapor h(z) = exp(iz), esinyectiva
y continua, pero no es un embebimiento.
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9.- Sea (R?, 1), donde 7 es la topologia generada por la familia 3 de las rectas paralelas al gje
de abscisas. Sepide

(iYss A={(z,y) e R? .y =2*}yB = {(z,y) € R* : z = y?}, cacular las topologias
inducidas;

(iYs M ={(z,y) eR?:y=2%y<3,z< O},calcularWyHA;

(o] OB
(iii)s N ={(z,y) eR?:z=9y* 2 <3,y >0}, cAculaa Ny N ;

(iv) hacer 1o mismo que en los apartados (i), (ii) y (iii), para (R?, 7'), donde 7’ esta generada
por lasubbase o = U {(z,y) € R? : z = 2}.

10.- Sea E el gedeabscisasen el plano de Moore (I, 7). Describir latopologiarelativaen £
y deducir que la separabilidad no es hereditaria.

11.- Sea X un conjunto totalmente ordenado y (X, 7,,.4). Sobre A C X se pueden definir dos
topologias: latopologiarelativay latopologiadel orden inducido en A por € ordende X. ¢Hay
alguna relacion entre estas topol ogias?

12.- Una aplicacion f: (X, 7x) — (Y, 7v), €s un homeomorfismo local, si paracadaz € X,
exisenU € 7x YV € 7y, tdesquex € U, f(z) € V ylarestriccion f|y: (U, ) — (V, 1v)
es un homeomorfismo. Probar

(i) todo homeomorfismo local es una aplicacion continuay abierta;
(i) todo homeomorfismo es un homeomorfismo local;

(i) (R, 7ys) Y (S', 7s) son locamente homeomorfos, pero no homeomorfos.

13.- Consideremoslatopologiade Zariski (R", 7,,-) definidaen el problema25 de 2.5. Sepide:

() S ki, kicn kivr, . kn € RY §: (R, 7e0p) — (R, 724-) €S la aplicacion dada por
Jj(@) = (k1,..., ki1, 2, ki1, ..., k), entonces j es un embebimiento;

(ii) demostrar quelainyecciondiagond d: (R, 7.,¢) — (R", 72,4, ), dadapor d(z) = (z, ..., ),
es un embebimiento.
14.- Sea (X, 7) un espacio topolégico. Se pide

(i) si {A; : i € 1} esunrecubrimiento cerrado y localmente finito (ver problema 14, en 4.5) de
X, entonces B € T (respectivamente, B € C) siy solosi BN A; € 74, (respectivamente
BNA; €Cy,), paracadai € I;
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(i)si{A; : i € I} esunrecubrimientocerradoy locamentefinitode X'y f;: (A;, 74,) — (Y, 7v)
escontinug, tal que f;|a,na;, = fjla,na,, Paracadasi, j € I, entonceslaaplicacion combi-
nadadelas{f; : i € I} escontinua;

(i) sea {A,, : n € NU {0}} € recubrimiento cerrado de (R, 7,,), donde A, = (—o0, 0]
y A, = [+,00) paran € N. Probar que no es localmente finito y que la aplicacion
) - . [0 sz2<0
f: (R,Tu-s).—>(]R, Tus) definidapor: f(x) = {1 Sz=0
sus restriccionesacada A,,.

, N0 escontinua, perosi loson
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Tema IX

Sumay producto de espacios

9.1 Sumatopologica

Como un modo abstracto de detectar fragmentos de un espacio, se deduce de la nocion de
suma topologica. Si un espacio es la suma topologica de dos subespacios no vacios X; y
X5, entonces, cada uno de ellos es abierto y cerrado. Esto indica que los puntos de X; estan
totalmente separados de los de X y por lo tanto, intuitivamente, no existe una conexion entre
los puntos de dicho espacio.

9.1.1 Definicibn y propiedades

Definicion 9.1 Seaunafamiliadeespaciostopologicosdisuntos{(X;, ;) : i € I}, seconsidera

X = UXi, y se define sobre X latopologiars = {U € X : Vi € I,UNX; € 7;}. El par
i€l

(X, =) sellamasuma o union disjunta de | os espacios dados.

Lema 9.2 En lascondiciones anteriores, paracadai: € I,est; C 7.

Observacion 9.3 Estaconstruccion sepuedetambiénrealizar enel caso deespaciosno diguntos.
En este caso, se consideran el espacio X = X; x {i} y latopologiar; = {U; x {i} : U; € 7;}.
Claramente, (X, 7*) esun espacio homeomorfoa (X;, 7;), conlaventajaqueahoralos{ X} ;c;
son dos a dos diguntos. Se puede entonces definir la suma digunta (X*, %), que es, por
definicion, la suma disiunta de los espacios originales. Una vez aclarado este procedimiento
hacer disunto, a partir de ahora se supone siempre que los espacios originales son dos a dos

diguntos.

71
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Proposicion 9.4 Sea una familia de espacios topologicosdisjuntos { (X;, 7;) : i € I} y susuma
(X, 7=). Entonces

(i) la aplicacion inclusion ix: (X, 7.) — (X, 7%) €s continua, abierta y cerrada. Ademas,
como es inyectiva, se trata de un embebimiento;

(i) = = Tfin{in:kel}r

(iii) una funcion f: (X, ms) — (Y, 7y) es continua si y solo sl paracada k € I es f o iy
continua.

Proposicion 9.5 Sea una familia de espacios topologicos disuntos {(X;, 7;) : i € I}, susuma
(X,7ms)y A C X. Con las notaciones obvias, se verifican las siguientes propiedades

o (2

() A= JANX,; (i) 4=Uanx";
el el
(i) A = (AN X%, (V) fr(A) = Jfri(An X).
i€l iel

9.1.2 Propiedadessumables

Definicion 9.6 Una propiedad P se dice sumable, si para cada familia de espacios topol 6gicos
{(Xi, ;) : 1 € I} verificando P, su sumatambién la verifica

Proposicion 9.7 Son sumableslosaxiomas T} y 15, € axioma C; y la metrizabilidad.

Contragemplo 9.8 El axioma(C';, laseparabilidady lapropiedad de Lindel 6f no son sumables:
basta con tomar la familia de topologias { (X; = R, 7,s) }scr que verifican los tres axiomas de
separacion anteriores. Pero, su sumatopologica (X = R?, 7x) no las verifica, a ser el conjunto
de indices no contable.

Proposicion 9.9 Sea {(X;, 7;) : ¢ € I} esunafamilia de espacios diguntosy su suma (X, 7).
Paracadai € I, sean A; C X;, 74, la topologia suma de los espacios {(A;, 74,) i € I}y
A =JA4; C X. Entonces, Ts;[4 = Tsa,.

i€l

9.2 Topologia producto

Las definiciones de las estructuras topol 6gicas sobre productos cartesianos las dieron Steinitz
en 1907 y Fréchet en 1910, para productos finitos.

La primera definicion de productos arbitrarios se debe a Tietze en 1923. Sin embargo, la
topologia definida por & es mas fina que la utilizada en la actualidad.
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La Gltima definicion, aceptada como buena, fue dada por Tychonoff en 1930.

9.2.1 Definiciony propiedades

Sea {(X;, ;) }ies unafamilia de espacios topol6gicos. Se desea definir una topologia sobre el

producto HXi, gue sea natural y lo suficientemente manejable como para que sean validos €l
i€l

mayor nimero de teoremas del tipo “si (X, ;) tiene la propiedad P paracada i € I, entonces

su producto también posee P”.

Si la hipbtesis de naturalidad fuese la Unica exigida, |a tarea seria sencilla, pues bastaria
con elegir como base de la topologia producto (.,; = {HUi : U; € ;,1 € I}. De este modo,
el
se obtendria una topol ogia sobre | [ X; denominada topologia caja, pero no esla que se utiliza
i€l
habitualmente, pues posee demasiados abiertos, o cual impide que ciertas propiedades pasen
bien a producto.

L a definicién que vamos a adoptar reduce drasticamente el nUmero de abiertos

Definicion 9.10 Sea {(X;, 7;) }ic; unafamilia de espacios topoldgicos. La topologia producto
o de Tychonov, 77,., sobre HXi es latopologia inicia asociada a la familia de proyecciones
i€l

i€l
dondeU;, € 7;; paral < j < n.

{pi: HXi—>(Xi77—i)} , de otro modo, los abiertos basicos son p;. ' (U;,) N ... N p; ' (Us,),
i€l

Observacion 9.11 Si [ esfinito, 7y = 7.qj. Engeneral, mpy. C 7.q;.
Ejemplos 9.12 Algunos g emplos de productos son los siguientes
(i) s {(Xi, ) }ier cONT; = 7;q pAracadai € I, entonces rrye = Tina;
(i) s {(X; = R, 7; = Tus) }ier, Un entorno basico de f € R¥ esdelaforma
U(f;F.e) = {g € R®: |g(x) — f(x)] < e,V € F},
donde F' C R esun conjunto finitoy € > 0.

Proposicion 9.13 Para cada ¢ € I, la proyeccion canonica p;: ([ [Xi, 7rye) — (X;,7i) €s
el
continua, abierta y sobreyectiva.

Contragjemplo 9.14 Las proyecciones no son en general cerradas, ni siquiera para productos
finitos: sl I = {1,2},(X; =R, 7; = 7ys), en(R? 7p,.), €l conjunto A = {(z,y) € R? : zy = 1}
escerrado, perop;(A) =R — {0} noloes.
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Proposicion 9.15 Unaaplicacion f: (Y, 7y) — (] [X:, 7ry.) escontinuasi y solo si para cada
i€
1 € I escontinuala aplicacion p; o f: (HXZ',TTyC) — (Xi, 7).
el

Proposicion 9.16 Sea (HXi, Trye) Y Ai C X;, paracadai € 1. Con las notaciones obvias
el

0) [14: = [TA:

i€l i€l
(i) si A; # X; paraunacantidadinfinitadeindices, [ [ A,= . Encasocontrario, | | fL-:HAi.
i€l i€l i€l

Corolario 9.17 En las condiciones anteriores, se verifica

(i) JTA: € Crye sy sOlosi paracadai € I es A; € C;;
el

(i) [ [ D: esdenso en (] [ X;, 7ry) Sy SOlo si paracadai € I, D; esdenso en (X;, ;).
el el

9.2.2 Propiedadesproductivas

Definicion 9.18 Unapropiedad P sellamaproductiva, cuando si (X, 7;) cumplen P paracada
i € I, entonces su producto también la verifica.

Proposicion 9.19 (HXi,TTyC) esT; (respectivamente, 7,) sl y solo s paracadai € I (X;, ;)
i€l
esT; (respectivamente, T5).

Proposicion 9.20 (][ Xi, 7ry.) esC; (respectivamente, C;;) siy sblosi paracadai € I (X, 7;)
i€l
es (' (respectivamente, C;) y todos salvo una familia contable de espacios son indiscretos.

Proposicion 9.21 (HXZ», Trye) €SSeparable (respectivamente, metrizable) si y sblo s para cada
i€l
i € I (X;, ;) esseparable (respectivamente, metrizable) e I es contable.

Proposicion 9.22 Sea (HXZ-, Trye) Yy Paracadai € I A; C X;. S 7ry.4, denota la topologia
i€l
producto asociada a la familia de subespacios {(A;, 74,) }icr Y A = HAi, entonces se verifica
el
laigualdad 7ryc| a4 = Tryea, -
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9.2.3 Productosy espacios de Hausdor ff

Teorema 9.23 (X, 7) esT, s ysolosi ladiagonal A(X) = {(z,z) € X x X} escerradaen
(X X X, TTyc)-

Proposicion 9.24 S f: (X, 7x) — (Y, 7y) escontinua e (Y, 7v) es T», entonces el conjunto
A={(x1,23) € X x X : f(x1) = f(x2)} escerradoen (X x X, 7ry.).

Proposicion 9.25 S f: (X, 7x) — (Y, 7v) es una aplicacion abierta y sobreyectiva y e con-
junto A = {(z1,22) € X x X : f(x1) = f(22)} escerradoen (X x X, 7r,.), entonces (Y, 7y)
esTh.

Corolario9.26 S f: (X, 7x) — (Y, 7y) es una aplicacion abierta, continua y sobreyectiva,

entonces & conjunto A = {(z1,22) € X x X : f(z1) = f(x2)} escerrado en (X x X, 7py.)
sysolos (Y, ry) esTs.

9.3 Problemas

1.- Probar las siguientes propiedades
(1) lasumatopol 0gica de espacios discretos es discreta;

(ii) la sumatopol bgica de espacios indiscretos no es un espacio indiscreto.

2.- Sean (X, 7x) e (Y, 1v) espacios topoldgicos disjuntos, (X UY, 7x) € espacio sumadisunta
y laaplicacion f: (X, 7x) — (Y, 7v). Sedefinelafuncion F: (X UY, 7v) — (Y, 7y), por

z SzeY
Probar que f escontinuas y solos F'loes.

3.-Sean {(X;, 7x,) }ier €{(Yi, 7v;) }ic; familias de espaciostopol 6gicosdosadosdiguntosy para
cadai € I, sea f;: (X, 7x,) — (Y, 7v;) una aplicacion continua. Con las notaciones obvias,
sean (X, 7x) e (Y, 7y) las sumas topol bgicas respectivas. Se define f: (X, 7x) — (Y, 7v), por
f(z) = fi(x) sz € X;,y sellamalasumadelasfunciones{f; : i € I}. Probar

() f escontinua;
(i) f escerrada (respectivamente, abierta; respectivamente, un embebimiento) si y sblo si para
cadai € I, f; es cerrada (respectivamente, abierta; respectivamente, un embebimiento).

4.- Parar > 0, seael espacio (S,, 7,5), donde S, = {(z,y) € R? : 2* +y* = r?}. En€l espacio
suma topologica (| J S,, 7x), estudiar los axiomas de separacion y de numeracion.
r>0
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5.- Sean f;: (X, 7) — (X;, ), parai € I. Laaplicacion evaluacion, e: (X, 7) — (] [Xs, Trye)

el
inducida por lafamilia { f;}:c;, se define por p;(e(x)) = fi(x), paracadaz € X. Sedice que
lafamilia {f;}:c; Separa puntos en X, si dados dos puntosen X, = # y, existe: € I, ta que
fi(z) # fi(y). Probar quelaaplicacion evaluacion e esun embebimiento si y sblo si latopologia
T = Ty Y lafamilia{ f; };c; separapuntosen X.

6.- Sea (X, 7), I un conjunto de indices y la aplicacion d: (X, 7) — (X', 71,.), dada por
pi(d(z)) = x. Probar que es un embebimiento, llamado embebimiento diagonal.

7.- Sea {(X;, 1;) }iesr unafamilia de espacios topologicos, donde (X, 7) = (X;,7;), para cada
i € 1. Probar que su suma disunta es homeomorfa al espacio producto (X X I,7 X 74s).

8.- Probar que f: (X, 7x) — (Y, 7y) escontinuasi y slosi G: (X, 7x) — (X x Y, 7x X 7v)
definidapor G(z) = (x, f(x)), es un embebimiento.

9.- Sea X un conjunto y {7;}, una familia de topologias sobre X. Probar que € espacio

(X, sup{r;}I_,) eshomeomorfo aladiagonal del producto (][ X;, 7ryc).

=1
10.- Sea I un conjunto de indices. Se pide probar

(i) los productos son asociativos, es decir, s {1, : A € A} esunaparticion de I, entonces €
producto (J] (J] X:). 7ry.) eshomeomorfo a (] [X;, 7rye);

AEAN €1y el

(i) los productos son conmutativos, es decir, si ¢: I — I esunaaplicacion biyectiva, entonces
(I, 7ryc) s homeomorfo al producto (] [ Xy ), 7rye)-

el el
11.- Sean € plano de Sorgenfrey (R?, 7yo, X Toor) Y A = {(x, —2); 2z € R}. Probar
(i) (A, 74) esun espacio discreto;

(ii) A escerrado en (R?, 7,,, x T.,,). Deducir que el plano de Sorgenfrey no es Lindelof: de
donde se deduce que la propiedad de Lindel6f no es productiva;

(iii) cada subconjunto B C A escerrado en (R, 7,,, X Tsor)-
12.- ¢ Es (N x N, 7,5) homeomorfo a (N, 7,5)?

13.- Probar que el producto de espacios cofinitos no es un espacio cofinito.
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14-Seanp € X,q € Y, A = {p}, B = {q} y los espacios topolbgicos inclusion (X, 74) e
(Y,75). SeaC = {(p,q)} € X x Y. Se pide comparar las topologias 74 x 75 y 7 sobre
X xY.
15.- Se consideran las topologias sobre R

n={UCR:Ufinto62¢ U} y m={UCR:Ufinitod3 ¢ U}.
Describir los abiertos de la topologia producto 7, x 75 sobre R? y comparar esta topologia con
T(2,3) = {W C R? : We finito 6 (2,3) g W}
16.- Probar que (R"** — {0}, 7,s) eshomeomorfo a (S™ x R, 7,,), Si n > 1.

17.- Comparar latopologiadel orden lexicografico sobre R? con latopologiaproducto 7, X 7.

18.- Describir el plano de Kolmogorov (R?, 7x.; X Tk ) Y COMparar su topol ogiacon latopologia
usual de R%. Calcular laclausuray € interior de los conjuntos A = {(z,y) € R* : x = 3}y
B ={(z,y) e R? : 2 +y* < 1}.

19.- Sean 71 y 7» dos topologias sobre X. Probar que 7, N 75 es Ty S y sOlo s para cada
pe X x X,p¢& A (ladiagona de X x X), existe un encagje

{p}CW()CW1 c .- CWQkCW2k+1 Cc---XxX
de modo que Wy, € 71 X 71, Wapi1 € 7o X 72 Y p1(Wh) N pa(Wy,) = 0, paracadak > 0.

20.- Sean (RY, 77,.) y (R’, 7.,) del problema? en 3.4. Probar que son precisamente | os espacios
producto asociados alafamilia de espacios { (R, 7.s) }icjo,1]-

21.- Sea S* lacircunferencia unidad de R? y sean » < R dos nUmeros reales positivos. Sea
el conjunto T = {(x,y,2) € R® : (Va2 +y> — R)* + 2% = r?}. Probar que la aplicacion
(T, Tus) — (S* x S, 745 X 7ys) definida por

P ()

Vo2 +y? a2 + 2 r

es un homeomorfismo.

22.- Sean (X, 7x), (Y, 7v) Y (Z, 77) espacios topol bgicos. Probar que aunque (X X Y, 7x X Ty)
seahomeomorfo a (X x Z,7x X 7z), no es necesariamente (Y, ) homeomorfo a (Z, 7z).
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23.- Los productos infinitos son utilizados para describir dos importantes espacios topol 6gicos

(i) el cubo de Hilbert es €l espacio

> 1
0,1 = {(z1,...,2n,...) € ][] R: ogxkgg,kzl},

n=1

provisto de la distancia definida por d({x,}, {y.}) Z y,)?. Laaplicacion
f:([0,1]¢ H [0, 1], 77yc), definidapor f({z,}) = (21,229, ..., kzy,...), €SUNA
biyeccion continua cuyainversa g: (] [0, 1], 7ry) — ([0, 1], d), definida por
n=1
1 1
9{yat) = (1 54205 1Yk )

es también continua. Por lo tanto, ([0, 1], d) es homeomorfo a espacio de |las sucesiones
sobre [0, 1] con la convergencia puntual;

(i) el espaciode Cantor esel espacio ({0, 1} = [[{0,1}, TTyC> , esdecir el espaciotopol 6gico
n=1

de todas las sucesiones de ceros y unos, con la convergencia puntual. Probar que este es-
pacio es homeomorfo a conjunto de Cantor, exhaustivamente descrito en 18.2;

(iii) probar que e producto numerable de copias del cubo de Hilbert (respectivamente, del
espacio de Cantor) es homeomorfo a cubo de Hilbert (respectivamente, al espacio de
Cantor);

(iv) demostrar que el cubo de Hilbert eslaimagen por una aplicacion continua del conjunto de
Cantor.
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Topologia cociente

Muchos modelos geométricos sencillos como el cono, € cilindro o la piramide se construyen
habitualmente pegando partes de una pieza plana de papel de acuerdo con ciertas reglas. Esta
operacion es un gemplo muy simple de la nocion de objeto cociente. Habituamente, éste
viene definido por una relacion de equivalencia sobre e conjunto subyacente al objeto dado
compatible, en cierto sentido, con su estructura. En el caso de |os espaciostopol 6gicos, se puede
dar lanocion de espacio topol dgico cociente para cualquier relacion de equivalencia

La imagen continua de un espacio topolbgico no es, en general, un espacio cociente. Por
ello, se necesita la nocion de aplicacion identificacion, que es un caso particular de funcion
continua y sobreyectiva, y que permite la siguiente caracterizacion de espacio cociente: un
espacio topologico (Y, ) es un espacio cociente de un espacio (X, 7x) Sy solos Y esla
imagen de X por una aplicacion identificacion.

10.1 Identificaciones
Definicion 10.1 Una identificacion es una aplicacion f: (X, 7x) — (Y, 7v) sobreyectiva, ta
queV € 7y siysblos f~1(V) e 7x, esdecir, f essobreyectivay 7y = Tyinis).

Lema10.2 f: (X, 7x)— (Y, 7y) esunaidentificacion s y solo s es sobreyectivay (F' € Cy
siysolos f71(F) € Cx).

Proposicion 10.3 Sea f: (X, 7x) — (Y, 7y) continua y sobreyectiva. S f es abierta (respec-
tivamente, cerrada) es una identificacion.

Contragjemplo 10.4 El reciproco no es cierto: sea x,1): ([0, 1], 7us) — ({0, 1}, 7), donde
es latopologiafinal para o1, es decir, 7 = {0,{0,1},{1}}. Con estatopologia, x, 1) esuna

2
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identificacion, que no es ni abiertani cerrada.
Proposicion 10.5 Una identificacion inyectiva es un homeomorfismo.
Proposicion 10.6 La composicion de identificaciones es una identificacion.

A continuacion, se dan condiciones necesarias y suficientes para que una identificacion sea
abierta o cerrada en términos de conjuntos saturados

Proposicion 10.7 S f: (X, 7x) — (Y, 7v) es unaidentificacion, entonces
(i) f esabiertasiysdlosi paracadaU € 7y, es f~1(f(U)) € 7x;
(ii) f escerradasi ysolosi paracada F € Cx, es f~*(f(F)) € Cx.

Proposicion 10.8 S f: (X, 7x) — (Y, 7v) esunaidentificaciony g: (Y, 7v) — (Z, 77) esuna
aplicacion, entonces g escontinuasi ysolosi go f loes.

Teorema 10.9 (de transitividad) Dadas una identificacion f: (X, 7x) — (Y, 7y) y una apli-
cacion sobreyectiva g: (Y, 7v) — (Z, 72), g esidentificacion s y solo s g o f lo es.

Proposicion 10.10 Sea f: (X, 7x) — (Y, 7v) unaaplicacion continuay sobreyectiva. S existe
s: (Y, 7v) — (X, 7x) continuaytal que f o s = 1y (s sellama una seccion), entonces f esuna
identificacion.

Corolario 10.11 Toda retraccion es una identificacion.

10.2 Topologia cociente

Definicion 10.12 Sea f: (X, 7x) — Y sobreyectiva. La topologia cociente 7, sobre Y es la
topologiafinal asociadaa f. Con estatopologia, f: (X, 7x) — (Y, 7¢) es unaidentificacion.

Definicion 10.13 Sea X un conjunto. Unaparticion de X esunafamilia® = {P, :i € I} de
conjuntos no vacios, dos a dos disuntos, cuya union es X .

Si seconsideralaproyeccion canonicag: (X, 7) — P, queasociaax € X € Unico elemento
de P que lo contiene ¢(z) = P,,, se deduce que ¢ es sobreyectivay se puede dotar a P de la
topol ogia cociente asociada a g. Se dice que P esun cociente de (X, 7).

Es claro que toda particion define una relacion de equivalencia sobre X,
x ~y S ysolos x ey pertenecen a mismo elemento de la particion.

Y reciprocamentetodarel acion deequivalencia~ determinaunaparticion ? = X/ ~, cuyosele-
mentos son las clasesde equivalencia. X/ ~ esel cocientede X por larelacion de equivalencia,
y se suele denotar 7. alatopologia cociente.
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El rango de unaidentificacion puede interpretarse como un espacio cociente

Proposicion 10.14 S f: (X, 7x) — (Y, 7v) esuna identificacion, entonces (Y, 7y ) es homeo-
morfo al cocientede (X, 7x) por larelacion deequivalenciaz, ~ z, Siysolos f(z1) = f(x2).

10.3 Propiedadesdivisibles

Definicion 10.15 Una propiedad P se llama divisible, cuando s (X, 7) verifica P, entonces
cualquier cociente de (X, 7) laverifica

Proposicion 10.16 La separabilidad y la propiedad de Lindel 6f son divisibles.

Observacion 10.17 Las deméas propiedades topol 6gicas vistas hasta ahora no son divisibles, se
veran contragjemplos en los problemas 10.5.

10.4 Ejemplos de espacios cociente

10.4.1 Contraccion de un conjunto a un punto

Sea (X, 1), A C Xy~ larelacion de equivalencia dada por a ~ b paraa,b € A. El espacio
cociente (X/ ~, 7..) sesueledenotar (X /A, 74) y sedice que se ha realizado la contraccion de
A aun punto.

10.4.2 Adjuncion de espacios

Sean (X, 7x) e (Y, 7v) espaciostopologicosdiguntos. SeaA € Cx Y f: (A, 74) — (Y, 7v) una
aplicacion continua. Sobre la suma disjunta (X U Y, 7x), se define larelacion de equivalencia
a~y f(a), paracadaa € A. El espacio cociente se denotapor (X Uy Y, 7¢) y sellamaespacio
de adjuncion de (X, 7x) y de (Y, 7y) por f, laaplicacion de adjuncion.

Ejemplos 10.18 Algunos gjemplos de espacios de adjuncién son

1) s A C X cerrado, que se adjuntaa Y = {y,}, por laaplicacion f(A) = y,, entonces €
espacio de adjuncion asociado es homeomorfo a cociente (X /A, 7x,4). En particular,
s X =10,1y A = {0,1}, e espacio de adjuncion correspondiente es homeomorfo a
(%, 7us);

2) (X, 7x) e (Y, y) espacios topologicos disuntos, donde (X, 7x) esT;. Siz € X ey €Y,
sedefine el “wedge” de X eY, (X VY, 7.), como e cociente de su suma disunta, tras
identificar los puntos base = e y.
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10.4.3 Variedadesy superficies

Vamos a presentar ahora una familia especialmente importante de espacios topol6gicos, las
variedades, y como caso particular las superficies

Definicion 10.19 Unavariedad topologica dedimensionn, (M, 7), esun espacio topolégico T,
y Cyy, tal quetodo x € M posee un entorno abierto U que es homeomorfo a espacio euclideo
R™.

Esta propiedad se puede enunciar de manera abreviada, diciendo que M es un espacio
localmente euclideo. Las hipotesis de ser T, y C; excluyen situaciones méas generales de las
guevamosaver aqui y permiten circunscribir lasvari edades aespaci ostopol dgicoshomeomorfos
a subespacios de espacios euclideos de dimension suficientemente grande.

Ejemplos 10.20 Algunos gjemplos de variedades son
(i) (R™, 7,5) o cualquier abierto en & es unavariedad de dimension n;

(ii) laesfera(S™, 7,5) esunavariedad de dimension n: en efecto, dado un punto (ay, . . ., a,41)
en S — {(0,...,0,1)}, se considera la recta que pasa por ese punto y €l polo norte
(0,...,0,1). Estarectacortaa hiperplano H = {(z1,...,2,41) € R"™ : 2, = 0}

en el punto @ e n ,0|. Se define la proyeccion estereografica como
— Qn+1 I —apq
laaplicacion h: (S™ — {(0,...,0,1)}, 7us) — (R™, 7,.s), definida por
aq Qp,
h e n = ey )
que es un homeomorfismo entre S™ — {(0,...,0,1)} y R™, lo que permite concluir que

la esfera es localmente euclidea en todo punto distinto del polo norte. Y para este punto,
se puede utilizar la proyeccion estereogréfica desde el polo sur para concluir un resultado
similar;

(iii) el espacio proyectivorea (RP", 7...) esunavariedad dedimensionn: en efecto, esteespacio
(ver problema 27 en 10.5) puede verse como €l cociente de (S™, 7,s) por la relacion
de equivalencia x ~ —x que identifica puntos antipodales. Si se toman los abiertos
Ur ={z €S a2 >0yU = {z €S":z < 0}y los homeomorfisnos
0 U — BY p;: U~ — B, dados por ;(x) = (x1,...,%i_1,Zi11,.-.,2,), donde
B={zeR":22+...+22 < 1}, entonces los conjuntos U; = ¢;(U;") son abiertos,
pues su imagen reciproca por la aplicacion cociente es U;" U U;. Ademas, la proyeccion
define un homeomorfismo entre U;" y su imagen U;.

Como (R™ x R™, 7,5 X Tys) € homeomorfo a (R™" 7,,), € producto de dos abiertos es
un abierto y el producto de homeomorfismos es un homeomorfismo, se deduce que

Proposicion 10.21 El producto de una variedad m-dimensional (M, 7)) y de una variedad
n-dimensional (N, 7) esunavariedad (m + n)-dimensional (M x N, Ty X Tn).
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Ejemplos 10.22 Asi, (S' x S!,7,,) es una variedad de dimension 2. Por lo ya visto, otras
variedadesde dimension 2 son el plano euclideo (R?, 7,,), laesfera(S?, 7,,s) 0 el plano proyectivo
real (RP?, 7).

Definicion 10.23 Unasuperficie S es unavariedad de dimension 2.
A continuacion vamos a estudiar |as superficies méas conocidas.
Definicion 10.24 En ([0, 1]?, 7.,s) seidentifican
(i) (z,0) ~ (z,1) paracadax € [0, 1],
(i) (0,y) ~ (1,y) paracaday € [0, 1].
Al cociente ([0,1]?/ ~, 7~) selellamatoro de dimension dosy se suele denotar (T2, 7).
Considerando la aplicacion f: ([0, 1]2, 7,s) — (S' x S!, 1), definida por
f(s,t) = (cos(2ms), sin(27s), cos(27t), sin(27t)),
que pasaa cociente anterior, se prueba que
Lema 10.25 El espacio (T?, 7..;) €s homeomorfo al producto (S' x S!, 7).

Definicion 10.26 En ([0, 1)?, 7,,) se identifican (0,y) ~ (1,1 — y), paracaday € [0,1]. Al
cociente ([0, 1]?/ ~, 7~.) selellamabanda de Mobiusy se suele denotar (M, 7.,,).

Observacion 10.27 Enrealidad, labandade Mo6bius es unasuperficie con borde, pero no vamos
aaargar més este apartado con esa discusion.

Lema 10.28 S p: ([0, 1)%, 7us) — (M, 7,,s) €sla aplicacion cociente, el subespacio de M defi-
nido por p([0,1] x {0,1}) (la aristade labanda) es homeomorfo a (S', 7,.,).

Definicion 10.29 En ([—1, 1]%, 7,,) seidentifican
(i) (z,0) ~ (—a,1) paracadazx € [—1, 1],
(i) (0,y) ~ (1,y) paracaday € [—1,1].
Al cociente ([—1,1]%/ ~, 7..) selellamabotella de Klein y se suele denotar (K2, 7,5 ).

Lema 10.30 La botella de Klein es homeomorfa al espacio de adjuncién de dos bandas de
Mobius por la aplicacion identidad que identifica sus aristas.

Observacion 10.31 Se puede probar (ver [BVR]) que la botella de Klein no puede embeberse
enR3, pero s en R*: en efecto, se considera f: ([—1, 1)?, 7,s) — (R*, 7,,,) dada por

flz,y) = ((1 + |z]) cos my, (1 4 |z|) sin 7y, sin 7z cos %y,sinmc sin %y) :

Entonces, f es continuay pasaa cociente dado en larefinicion 10.29
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Definicion 10.32 Unasuperficie es orientable si no contiene ningun subespacio homeomorfo a
la banda de Mobius. En caso contrario se dice no orientable.

Lema 10.33 El plano proyectivo real es homeomorfo al espacio de adjuncion de una banda de
Mobiusy un disco cerrado por la aplicacion identidad queidentificala aristade M y la frontera
del disco.

Ejemplos 10.34 De los lemas 10.30 y 10.33, se deduce que la botella de Klein y e plano
proyectivo real son no orientables.

Lema 10.35 La orientabilidad es una propiedad topologica.

Lema 10.36 Al contrario que las superficies no orientables, toda superficie orientable puede
embeberse en R3.

Observacion 10.37 El plano proyectivo real puede embeberse en R*: se considerala funcion
f:(R3, 7)) — (R*, 7,,) dadapor f(x,y,2) = (2% — y?, zy,yz,22). Laimagen por f de dos
puntos antipodalesde S? c R? esel mismo punto de R*, por lo que estafuncion pasaal cociente
dado en el eiemplo 10.20 (iii), definiendo un embebimiento del RP? en R*,

Definicion 10.38 Una n-celda es un espacio homeomorfo a disco cerrado (D", 7,5). Si con-
sideramos fr(D™) = S"~! € D", (Y, 7v) un espacio topologicoy f: (S" !, 7.s) — (Y, 7v) una
aplicacion continua, sediceque Yy = D" Uy Y es el espacio obtenido al adjuntar una n-celda
ayY por f.
Ejemplos 10.39 Algunos gemplos de adjuncion de celdas

1) labotelladeKlein (K2, 7,,) se obtiene adjuntando una2-celdaa (S* v S*, 7..);

2)si (Y,1v) = (SY,7us) Y f: (SY, 7us) — (Y, 7v) €5 f(2) = 22, entonces, D* U; Y esel plano
proyectivo real.

10.5 Problemas

1.- Sean (X, 7x) e (Y, 7v) espacios topolbgicos, ~x y ~y relaciones de equivalenciasobre X e
Y respectivamentey f: (X, 7x) — (Y, 7v) unaaplicacion continua preservando las relaciones
(esdecir, s a ~x bentonces f(a) ~y f(b)). Probar

(i) laaplicacion f.: (X/ ~x, 7wy ) — (Y/ ~y, 7., ), definidapor f.(px(x)) = py (f(2)) (px
Y py Son las proyecciones) es continua;

(i) s f esidentificacion, entonces f, también lo es.
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2.- Sean ~; Y ~» dos relaciones de equivalencia sobre (X, 7), talesque s « ~; y, entonces
x ~q9 y. Probar que (X/ ~sq, 7.,) €sun cocientede (X/ ~q, 7., ).

3.-Seaf: (X, 7x)— (Y, 7v) SObreyectivay continua. Seconsideralarelacion R(f) asociadaa
dichaaplicacion, aR(f)bsiy solos f(a) = f(b),y p: (X,7x) — (X/R(f), Tr) laproyeccion
candnica. Se considera la aplicacion f: (X/R(f),mr) — (Y, 7y) dadapor f(p(z)) = f(x).
Probar

(i) f estabien definida;
(ii) f esun homeomorfisno s y sblo si f es unaidentificacion.
4.-Sea f: (X, 7x)— (Y, 7y) unaaplicacion continua. Se pide
(i)s g: (Y, 7v)— (Z,74) escontinuay g o f esunaidentificacion, entonces g también lo es;
(i) s existe A C X tal que f|a: (A, 74) — (Y, 7v) s unaidentificacion, entonces f también
lo es.
5.- S ~ esunarelacion de equivalencia sobre (X, 7), probar que son equivalentes
(i) la proyeccién canodnica es cerrada (respectivamente, abierta);
(i) paracada A € C (respectivamente, A € 7), SU ~-saturacion es cerrada (respectivamente,
abierta).
6.- Sea (XX, 7) un espacio topoldgico y ~ unarelacion de equivalencia sobre X'. Probar que son
equivalentes
(i) laproyeccién canbnica es abierta (también se dice que ~ es abierta);
(ii) € interior de cada conjunto ~-saturado es ~-saturado;
(iii) la clausura de cada conjunto ~-saturado es ~-saturado.
7.- Sear: (X, 7x) — (A, 74) unaretraccion. Probar que si R(r) eslarelacion de equivalencia
sobre X inducida por r, entonces el cociente (X/R(r), Tr()) €s homeomorfo al subespacio
(A, TA).
8.- Sea (X, 1) y ~ unarelacion de equivalencia sobre X. Probar
(i) e cociente esindiscreto si y solo si |os Unicos abiertos ~-saturados son €l vacio y €l total;

(ii) s todaclasedeequivalenciaesdensaen (X, 7), entoncesel cocienteesindiscreto. Aplicarlo
a caso de (R, 7,s) conlarelacionz ~ y siy sblosiz — y € Q;

(iii) el cociente es discreto si y solo si todo conjunto ~-saturado es abierto en (X, 7);
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(iv) e cociente esdiscreto s y solo si toda clase de equivalencia es abiertaen (X, 7).

9.- Sobre (X, 7), sedefinelarelacion z ~ y s y sblos {z} = {y}. Probar

(i) todo cerrado en (X, 7) (respectivamente, todo abierto) es un conjunto ~-saturado;

(if) la proyeccion canonica es abiertay cerrada.
10.- Sean (X, 1), A C X y larelacion de equivalencia definidapor a ~ b paraa,b € A. Sea
p: (X, 7)— (X/ ~, 7.) laproyeccion candnica. Se pide

(i) s T eslatopologia A-inclusion, probar que 7. eslatopologia p(a)-inclusion, dondea € A;

(ii) s 7 eslatopologia A-exclusion, probar que 7., eslatopologiap(a)-exclusion, dondea € A.
11.- Sean (X, 7)y (X x [0,1],7 x 7,5). Sobre X x [0, 1], se considera la siguiente relacion de
equivalencia (z,1) ~ (y,1), paracadaz,y € X. El cociente bajo esta relacion se denota por

(C(X),7.)ysellamaconode X. Probar que (X, 7) seidentificacon el subespacio (X x {0}, 7..)
de (C(X), 7).

Sea (X x [—1,1],7 x 7s). Sobre X x [—1, 1], seconsideralasiguiente relacion de equivalencia
(x,1) ~ (y, 1)y (x,—1) ~ (y,—1), paracadaz,y € X. El cociente sedenota (S(X),7~)y se
[lama suspension de X'. Probar

(i) (S(X),7~) esun cocientede (C(X), 7.);

(ii) toda aplicacion continua entre dos espaci os topol dgicosinduce otraentre |0s conos (respec-
tivamente, |as suspensiones) correspondientes;

(i) (S(S"), 7~) eshomeomorfo a (S"*!, 7,,), paracadan > 0;

(iv) (C(S'), 7..) eshomeomorfo alabolacerradaunidad de (R?, 7,,s). En general, (C(S"), 7.)
es homeomorfo alabola cerrada unidad de (R"*, 7,.,).

12.- Se pide probar

(i) e cono de X, (C(X),7.), se obtiene adjuntando (X x [0, 1], 7x X 7us) @ ({¥o}, Tais), POr
laaplicacion f(X x {1}) = yo;

(i) lasuspension de X, (S(X), 7~ ), se obtiene adjuntando (X x [—1, 1], 7x X 7,) & espacio
(Y = {a, b}, 7as) por lafuncion g(X x {1}) =ay g(X x {—1}) = b;

(iii) s seadjunta (X x [0,1] x Y, 7x X 7us X 7y) @alaunion digunta (X UY, rs) mediante
laaplicacion f(x,0,y) = zy f(z,1,y) = y, Se obtiene e “join” de X e Y, denotado
(X *Y,7.). Entonces, (X * {x0},7.) s homeomorfo a (C(X),7.) y (X xS 7,) es
homeomorfo a (S(X), 7~).
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13.- Sea(X = (R x {0}) U (R x {1}), %) lasumadisunta de dos copias de larectareal. Sea
~ larelacion de equivalencia definidapor (z,0) ~ (z,1) sz # 0. Sepide

(i) estudiar si €l espacio cocienteesT; 0 75;
(i) s p laproyeccion canbnica, ¢es p abierta?
14.- Sean (X = ([-1,1] x {1}) U ([-1,1] x {—1}),7.s) Y larelacibn de equivaencia que

identificalospuntos (—1,1) ~ (=1, —1)y (1,1) ~ (1, —1). Probar que €l cociente (X/ ~, 7.)
es homeomorfo a (S', 7,,,).

15.- Sean ([0, 1], 7s), X, = [0,1] x {n} y lasumadisjunta (X = | J X,,7s). Se considera
neN
sobre X larelacion de equivalenciadada por (0,n) ~ (0, m), paracadam,n € N. Estudiar los

axiomas de separacion y de numeracionen (X/ ~, 7).
16.- Sobre ([-1, 1], 7,), seidentifican lospuntos x ~ —x s x # 1, —1. Probar
(i) la proyeccion canonica es abierta;
(i) el espacio cociente bajo estarelacion es 77, pero no 71s.
17.- Sea (R, 7), donde 7 eslatopologia {0}-inclusion. Seidentifican los puntos = ~ —z, para
x € R. Sepide

(i) demostrar que el espacio cociente (R/ ~, 7..) eshomeomorfo a ([0, o), 1), donde 7, esla
topologia {0}-inclusion;

(i) estudiar si la proyeccion canonica es abierta o cerrada
18.- Sobre (R?, 7, X 74:5) Se define larelacion de equivalencia (71, y1) ~ (w2,92) Sl y sOlO S
z1 +yi = 23+ y5. Sepide

(i) demostrar que & cociente (R?/ ~, 7..) es homeomorfo a ([0, o0), 7us);

(i1) estudiar si la proyeccion canonica es abierta o cerrada;

(i) hacer el mismo gjercicio, tomando como espacio de partida (R?, 7,5 ).

19.- Seconsideraen (R, 7,5) larelacion deequivalenciaz ~ y siy slosi = —y € Z. Demostrar
que el cociente (R/ ~, 7..) eshomeomorfo a (S, 7).
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20.- Seal' C R? el semiplano superior cerrado. Se considera
(1) paracadapuntop = (z,y) € I'cony > 0, B, = {JOB (p,e) N X : e > 0},

(2) paracadap = (2,0) € T, B, = {(B (p,¢) N P) U {p} : e > O}.
Se pide

(i) demostrar que queda asi definido un sistema fundamental de entornos para unatopologia 7
sobre I". Compararlacon 7., y lade Moore 7,;;

(ii) se define sobre I la relacion de equivalencia: (x1,41) ~ (22,92) Sy sOlo S 27 = xs.
Estudiar si laproyeccion canbnicap: (I', 7) — (I'/ ~, 7..) es abiertao cerrada;

(iii) demostrar que el cociente (I'/ ~, 7..) eshomeomorfo alarectareal.

21.- Se consideran |os subespacios euclideos ([0, 1], 7.s) Y

(0,1 = {(z1,---,2n) € 0,1]" : Fj € {1,---,n}:2; =001}, 7).
Se define una relacion de equivalencia sobre [0, 1]™ por: = ~ y S x,y € [O,Nl]“. Probar que e
cociente ([0, 1]"/ ~, 7..) eshomeomorfo a (S™, 7,s).

22.- En € plano euclideo, se considera la relacion de equivalencia (a, x) ~ (a,y), para cada
z,y € R,9 a+# 0. Sepide

(i) describir e espacio cociente;

(i) s p denotalaproyeccion canonica, estudiar laconvergenciade las sucesiones {p(0, %)}neN,
{p<%a0)}neN y {p(n> %)}nEN-

23.- Sobre ({(z,y) € R? : y > 0}, 7.5), Se definelarelacion de equivalencia (z1, y1) ~ (22, y2)
Sy1=y2#00y; =y, =0y x; = x5. Probar que la proyeccion canbnicano es cerrada

24.- El toro generalizado es un producto de esferas (S™ x S", 7,5). El n-cubo [0,1]" C R"
tiene como frontera fr([0,1]") = {(x1,...,x,) € R" : existeita quex; = 0061}. Ad,
Sr0,2)™ > 0,1]" = [0, 1)) = (fr([0,1]™) x [0,1]") U ([0, 1]™ x fr([0,1]")). Sean
Zm € S™Yy z, € S" puntos base. Existe una aplicacionf;: ([0, 1]%, 7us) — (S¥, 7.s), tal
que f.(fr([0,1]%)) = 2z, parak € {m,n}, que es un homeomorfismo relativo, es decir, tal
que la restriccion fio 1jx— (o114 ([0, 1% — fr([0,1]%), 7s) — (S¥ — 2, 7us) €S UN homeo-
morfismo. Tomando productos cartesianos en ambas dimensiones, se obtiene una aplicacion
fm X [ ([0,1]™ % [0, 1], Trye) — (S™ x S™, 71y¢), que lleva fr([0, 1]™*™) sobre S™ v S™.
Concluir, que S™ x S™ es homeomorfo al espacio obtenido adjuntando una (m + n)-celda a
S™ v S" vialaaplicacion f,, x f,: fr([0,1]™") ~ Sm+n=1 _—,§m v/ S,
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25.- Sea el espacio (R", 74,,). Se define sobre R™ larelacion (xq,...,2,) ~ (Y1,---,Yn) S Y
solos z; = y; paral < i < n— 1. Probar que el espacio cociente (R"/ ~, 7..) eshomeomorfo
a(R’“l,TZM).

26.- Separado de un espacio topoldgico: sea (X, 7) un espacio topol6gico. Sedefinelasiguiente
relacion binariasobre X: paracadax,y € X, z ~ y S para cada espacio topologico 75 (Y, 1y )
y toda aplicacion continua f: (X, 7) — (Y, 7y ), setiene f(z) = f(y). Se pide probar

(i) ~ esunarelacion de equivalencia sobre X ;
(ii) el espacio cociente (X/ ~, 7.) esTy;

(iii) para cada espacio topologico T, (Y, 1y) y todaaplicacion continua f: (X, 7) — (Y, 7y),
existe unaaplicacion continua f: (X/ ~, 7.) — (Y, 7v), demaneraque f = g o p, donde
p: (X, 7)— (X/ ~, 7.) eslaaplicacion cociente.

27.- El espacio proyectivo real de dimension n: en (R"*! — {0}, 7,,,) seidentifican dos puntos
(1, Zpg1) =~ (Y1, - - Ynt1) Sy SOlOS existe A € R—{0} tal quex; = \y; parai € {1,...,n}.
Al cociente (R"™! — {0}/ ~, 7..) sele llamaespacio proyectivo real de dimension n y se suele
denotar (RP", 7,5). Se pide probar

(i) (RP™, 7,5) es homeomorfo al espacio cociente de (iii) en los ggemplos 10.20;

(ii) (RP", 7,,,) seobtieneal adjuntar al espacio proyectivorea dedimensionn—1, (RP" !, 7,,),
unan-celdaatravés de la aplicacion canonicap,,_: S* ! — RP"!;

(iii) RP° es un punto, (RP!, 7,,,) es homeomorfo a (S!, 7,.,) y (RP", 7,,) es homeomorfo al
espacio métrico cuyos puntos son rectas de R™** pasando por €l origen, donde la métrica
se define como €l angulo entre rectas (que tomavaloresen [0, 7);

(iv) seam,: (R"* — {0}, 7s) — (RP", ) la proyeccion candnica. Probar que es abierta,
pero no cerrada;

(v) probar que el conjunto A = {(z,y) € (R"' —{0}) x (R"™ — {0}) : m.(z) = m.(y)} €S
cerrado en ((R™*! — {0}) x (R"*! — {0}), 7r,.) y deducir que (RP", 7,,5) €s T5.

28.- El espacio proyectivo complejo de dimension n: en € espacio complgjo (C*, 7)), se
considera el subespacio

S =Lz = (21, .., 2n1) €EC"T|I2)2 = |21lP 4 - -+ [ 20sa]? = 1}

Se define sobre S*" ! larelacion de equivalencia: z ~ 2’ sy sblosi existec € C con ||c|| = 1
y 2/ = cz. El cociente bajo esta relacion de equivalencia es €l espacio proyectivo complejo de
dimension n y se suele denotar (CP™, 7,5). Se pide probar

(i) el espacio proyectivo complejo de dimension n, (CP™, 7,) Se obtiene a adjuntar a espa-
cio proyectivo complejo de dimension n — 1, (CP"!, 7,,,), una 2n-celda a través de la
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Topologia cociente

aplicacion canonica g, _;: S** ! — CP"!;

(ii) sea q,: (S***1 7,,) — (CP", 7,,5) laaplicacion cociente. S>"! puede pensarse como un
producto torcido de CP" y S!: se dice que S*"*! es un fibrado sobre CP", defibraS*;

(iii) CP° esun puntoy (CP*, 7,,,) es homeomorfo a (S?, 7). Laaplicacion de Hopf es apli-

cacion cociente ¢;: (S?, 7,s) — (CP!, 7,4 ), funcion de enorme importancia en Topologia
y Geometria;

(iv) (CP", 7,.s) eshomeomorfo al espacio métrico cuyos puntos son lineas complejas de C"*!

pasando por €l origen, donde la métrica se define como €l angulo entre rectas (que toma
valoresen [0, 7).

29.- Paracadahomeomorfismo h: (S" !, 7,,) — (S"~!, 7,,s) probar que el espacio de adjuncion
(D™ uy, D", 7., ) eshomeomorfo a (S", 7).

30.- Probar las siguientes propiedades para superficies

(i) (S* x S', 7,s) es homeomorfo a espacio de adjuncion de dos cilindros (S x [0, 1], 7,5) @

través de la aplicacion identidad de una copia de cada circulo frontera en una copia del
otro;

(i) (S' x S?%, 7,,) eshomeomorfo al espacio de adjuncion de dos toros solidos (St x D?, 7,,,)
através de la aplicacion identidad entre los toros frontera (S! x S*, 7,,);

(iii) (S?, 7s) es homeomorfo a espacio de adjuncion de dos toros solidos (S* x D?,7,,) a
través delaaplicacion entrelostoros frontera : (S x S*, 7,,) — (S* x S, 7,,5) definida

por h(z,y) = (y,z): estaaplicacion intercambialos meridianosy paralelos de los toros
frontera.
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Convergencia

El concepto de convergenciaes deimportanciafundamental en Analisis. Muchasdelasnociones
de continuidad, derivabilidad, integral de Riemann,... se definen en términos de limites.

Se necesitatambién introducir €l concepto de limite en espaciostopol dgicos. Las sucesiones
no son adecuadas excepto en los espacios C; (ver €l teorema 5.5y los problemas 3y 4 en 5.4).
Larespuesta viene dada por losfiltrosy las redes

(i) las redes o sucesiones generalizadas fueron introducidas por Moore y Smith en 1922;

(i) losfiltros, como unateoria formal, fueron definidos por Cartan en 1936.

11.1 Filtros

La definicion de filtro esta motivada por las propiedades fundamentales de los sistemas de
entornos, es decir

(i) los entornos son siempre no vacios;
(ii) lainterseccion de dos entornos de un puntos es un entorno del punto;

(iii) un superconjunto de un entorno de un punto es un entorno de dicho punto.

91
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11.1.1 Definicién y propiedades
Definicion 11.1 Un filtro § sobre un conjunto X es una familia no vacia de subconjuntos no
vacios de X, verificando

(F1) s Fi, Fy € §, entonces F; N Fy € 3,

(F2)s FegyF C G,entoncesG € 3.

Observacion 11.2 Por lo tanto, para cualquier filtro § sobre X, es X € §F.

Ejemplos 11.3 Algunos g emplos de filtros son
1) paracada X, § = { X} esd filtro indiscreto;
2)dado X yae€ X,5,={U C X :a € U} esd filtro principal en a;
3)dado Xy AC X,54={U C X :AcCU}eséd filtroprincipal en A;
4) dado X infinito, §.,; = {A C X : X — A esfinito} es€ filtro cofinito;
5) dado X no contable, §.,. = {A C X : X — A escontable} es €l filtro cocontable;
6) dado (X, 7)y z € X, N, eséd filtro de entornos de z;
7) dado X, P(X) no esnuncaun filtro sobre X .

Definicion 11.4 Unasubcoleccion deunfiltro® C § esunabasedel filtro § s paracada F' € §
existe B € B tal que B C F.

Lema11.5 Unafamilia no vacia de conjuntos no vacios 8 es una base para algun filtro sobre
X s ysolo s verifica

(BF) para By, B, € B, existe B3 € B tal que B3 C By N By,
yentonces§ = {F' C X : exisse B€ B : B C F'}.

Ejemplos 11.6 Algunos g emplos de bases de filtro son
1)dado X ya € X, B, = {{a}} esbaseddl filtro principal §.;
2)dado Xy A C X, B4 = {A} esbasedd filtro principa §;
3) todo filtro es claramente base de si mismo;
4) B = {(a,0) : a € R} esbase de unfiltro sobre R Ilamado filtro de Fréchet sobre R;

5)B ={(a,b):a,b€e R, a<b,0E€ (a,b)} esbasedeunfiltro sobre R que es precisamente

US -

0
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6) s X esun conjunto totalmenteordenado B, = {(«,a] :a € X}yBy = {[a,—) : a € X}
son bases defiltrosobre X. Si X = N, €l filtro generado por B, = {z > a : a € N} esél
filtro cofinito sobre N y  filtro generado por B, = {z < a : a € N} esd filtro principal
respecto al punto 1;

7) s § esunfiltro sobre X' y f: X — Y una aplicacion, entoncesB = {f(F) : F € §} es
base de un filtro denotado f(F) y que se llamaimagen por f del filtro F;

8) si § esunfiltrosobre Yy f: X — Y unaaplicacion, entonces f~!(F) no es un filtro sobre
X y ni siquiera una base de filtro, porque puede existir ' € § tal que f~'(F') = (). Pero,
siparacada F' € Fes f~1(F) # 0, entonces lafamilia® = {f~!(F) : F € §} esbase
de un filtro sobre X denotado f~!(F) y que sellamaimagen inversa por f del filtro 3;

9) como caso particular del anterior, s § es un filtro sobre X, A € X, ix:A— X esla
inclusion e i,'(F) existe, se llama filtro inducido por § sobre A, se denota §, y esta
generado por labase®® = {FNA: F € §}.

Definicion 11.7 Dados 3, Yy J» dos filtros sobre X, decimos que §; es mas fino que §, (o que
$2 esmenosfino que §) s §» C 1.

Definicion 11.8 Unfiltro § sobre X sellamafijo si ﬂ F # () y libre en caso contrario.
FeF

Ejemplos 11.9 Los filtros principales y los filtros de entornos son filtros fijos. El filtro de
Fréchet sobre R y los cofinitos son gjemplos de filtros libres.

Definicion 11.10 Sea (X, 7) y unfiltro § sobre X. Sedice que
(i) § convergeaz, y sedenotay — =, N, C F;

(ii) § tiene a x como punto de aglomeracion, y sedenota§ > x, S paracada I’ € § y cada
NeN,esFNN # 0.

Lema1l.11 Sea (X, 7) yunfiltro§ sobre X. S § — z, entonces § > .

Lema11.12 Sea (X, 7) y unfiltro § sobre X. Entonces§ = = sl y sblo s paracada F' € § es
xz € F.
Ejemplos 11.13 Algunos gemplos de convergencia de filtros son

1) en (X, 1), sea € filtro indiscreto. Entonces, paracadax € X, es§ - z. Y §F — xSy
solos N, = {X};

2)en (X,7),sea A # (0 y Fa e filtro principal asociado a A. Entonces, § = z sy solo s
rcAYF—axsysolos paracadal € rta quez € U esA C U;

3) en (X, 1), € filtro de los entornos de =, N, converge a z;

4) en (X, Tina), todo filtro converge a cualquier punto del espacio;
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5) en (X, 7.0f), Seoy CONVerge atodo punto del espacio.
Teorema11.14 En (X, 7), unfiltro§ > z sl ysOlosi existeunfiltro ® masfinoqueFy ® — x.

L as siguientes propi edades muestran que laconvergenciadefiltros es adecuadaparadescribir
conceptos topol 6gicos

Teorema 11.15 En (X,7),s A C X,esx € Asi ysolos existeunfiltro g tal que A € Fy
g — .

Teorema 11.16 Sea f: (X, 7x) — (Y, 7v). f escontinuaena € X s ysolo s paracadafiltro

en X tal que§ — aen (X, 7x), es f(F) — f(a) en (Y, 7y).

Teorema 11.17 Sea {(X;, 7;) }ie; Una familia de espacios topoldgicos y (HXz-, Trye) SU Pro-
i€l

ducto. Unfiltro§ — a en (HXi,TTyC), S ysolos paracadai: € I esp;(F) — pi(a) en

i€l
(Xia Ti)'

11.1.2 Ultrafiltros
Muchas de las aplicaciones de la convergencia de filtros pueden realizarse de un modo més
elegante, usando solo los ultrafiltros

Definicion 11.18 Un filtro 4 sobre X es un ultrafiltro, si no existe un filtro estrictamente méas
fino que é; de otro modo, 4 es un filtro maximal respecto alarelacion de inclusion.

Lema 11.19 S Y esun ultrafiltroen (X, 7), 4 > z s ysolos U — z.

Teorema 11.20 Sea i un filtro sobre X. Son equivalentes
(i) & esun ultrafiltro,
(s AuB e, esAe 0B € U,
(iii) paracada A C X,esobien A € Yobien X — A € 4,

(iv) paracada A C X, s A cortaacadaelementodeid, es A € sl

Ejemplos 11.21 Algunos gjemplos de ultrafiltros son
1) € filtro principal en un punto es un ultrafiltro;

2) st A posee més de un punto, €l filtro principal §4 no es un ultrafiltro. De hecho, para cada
a € A, §a C §a, |0 que prueba gue no hay un tnico ultrafiltro que contiene a un filtro
dado;

3) ni € filtro cofinito ni e cocontable son ultrafiltros;
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4) €l filtro principal en un punto esun ultrafiltrofijo. Y existen (aunque no se pueden explicitar)
ultrafiltros libres. debe serlo uno de los que contiene a filtro de Fréchet sobre R.

Teorema 11.22 Severifica
(i) un filtro sobre un conjunto esta contenido en algln ultrafiltro sobre dicho conjunto;
(i) un filtro es la interseccion de los ultrafiltros que lo contienen;

(iii) laimagen de un ultrafiltro por una aplicacion sigue siendo un ultrafiltro.

Teorema 11.23 (X, 7) esT, s y solo s losfiltros sobre X poseen limites Gnicos.

11.2 Redes

Ya hemos visto que las sucesiones no caracterizan la topologia, excepto en el caso de espacios
C. Por ello, debemos introducir una nocion de convergencia mas descriptivay aplicable. La
teoria de redes proporciona un método aternativo paraintroducir nociones de convergencia en
un espacio topoldgico. En teoria, no consigue nada que losfiltros no hayan conseguido. En este
sentido, el desarrollo de lateoria de redes parece que duplica esfuerzos. Laventajacon lateoria
de redes es que se estan generalizando conceptosy pruebas relativos a sucesiones. es unateoria
Mas cercana a nuestros conoci mientos.

11.2.1 Definicion y propiedades

Formalmente, una sucesion en X es una aplicacion de N en X. De una manera mas informal,
estamos utilizando |os nUmeros natural es para ordenar lafamiliade puntosen X . Laclave para
una buena generalizacion de la nocion de sucesion (para su utilizacion en espaci os topol 6gicos)
sebasaen laideade ordenar unacoleccion de puntosen X, llevando un cierto conjunto ordenado
en X, con menos condiciones gque las propias de conjuntos ordenados.

Definicion 11.24 D esun conjunto dirigido si existe sobre D unarelacion <, verificando
(D1) paracadad € D, esd < d,
(D2) si dy,dy,ds € DY dy < dyy dy < ds, entoncesd; < ds;
(D3) s dy,dy € D, existeds € Dta qued; < dzy dy < ds.

< sellama direccion sobre D y se dice también que dirige D. Se suele hablar del par (D, <).

Lascondiciones(D1) y (D2) son familiares paraunarelacion de orden. Sin embargo, faltala
antisimetria: unadireccion no tiene porque ser un orden parcial. (D3) proporcionalaorientacion
positiva que buscamos para D.
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Ejemplos 11.25 Algunos ejemplos de direcciones son
1) todo conjunto formado por un Gnico punto es un conjunto dirigido;

2) todo conjunto con un buen orden es un conjunto dirigido. En particular, R, Q, Z y N con
sus 6rdenes usual es, son conjuntos dirigidos;

3)dado (X, 1)y x € X, € filtro de entornos V,, s un conjunto dirigido por N; < N, sy solo
| Ny C Ny;

4) paracualquier filtro § en X, (§, C) y (§, D) son conjuntos dirigidos.

El concepto de red, que generaliza al concepto de sucesion, puede introducirse ahora uti-
lizando conjuntos dirigidos arbitrarios en sustitucion de N

Definicion 11.26 Una red en X es una funcion ¢: D — X, donde (D, <) es un conjunto
dirigido. El punto ¢(d) se denotaaveces z,, y sehabladelared {¢(d)}aep-

Definicion 11.27 Unasubred ¢: E— X deunared o: D — X, esunacomposicibn ¢ = po ),
donde \: E— D es una aplicacion cofinal (es decir, paracadad € D existee € E ta que
A(e) < d), crecientey (E, <g) un conjunto dirigido.

Definicion 11.28 Si o: D— X esunaredy f: X — Y una funcién, la aplicacion obtenida
por composicién f o p: D —Y esunared en Y, [lamadaimagen de ¢ por f.

Definicion 11.29 Dada ¢: D — X unared, los tallos de ¢ son los conjuntos definidos por
Ty, = {¢(d) : d > do}, parady € D.

Definicion 11.30 Dadaunareden (X, 7), ¢: D — X, sedice que

(i) ¢ convergeax € X, ¢ — x, s paacada N € N, existe dy € D tal que parad > dy
esp(d) € N, esdecir, T;,, C N, sedice que ¢ esta residualmente (o eventualmente) en
cada entorno de x;

(ii) p tieneaz € X como punto de aglomeracion, ¢ = z, s paracada N € N, y cadad € D
existedy > dtal que p(d) € N, esdecir, T, N N # (), sedice que ¢ esta cofinalmente
(o frecuentemente) en cada entorno de .

Observacion 11.31 En la anterior definicion basta con considerar bases de entornos.
Lema11.32 S unareden (X, 7) convergea x € X, cualquier subred convergear € X.

Ejemplos 11.33 Algunos gjemplos de convergencia de redes son

1) sea(X,7),x € Xy D = B, unabase de entornos fijadaen x. Larelacion (U; < Us Sy
solos U, C Uy) dirige D. Si sedefine p(N) = zy € N, paracada N € N, se obtiene
unared en X, que converge a x;



97

2) toda sucesion es una red. Toda subsucesion de una sucesion es una subred de la sucesion
dada. Sin embargo, una subred de una sucesion no tiene porque ser una subsucesion;

3) lared constante : D — X, p(d) = x convergeax en (X, 7).

Teorema 11.34 Sea (X, 7). Unared o: D — X convergeaz € X sy solo si toda subred ¢
de ¢ tiene a z como punto de aglomeracion.

Corolario11.35 En (X, 7), sea¢: D— X unaredy ¢: E— X una subred. S ¢ > z, es
Y=

L as redes constutuye, de hecho, el modo correcto de aproximarse a las cuestiones de con-
vergencia en espacios topol 6gicos

Teorema 11.36 En (X,7),s A C X,esz € Ad ysolos existeunared p: D— X en A,
o(D) C A, tal quep — .

Teorema 11.37 Sea f: (X, 7x) — (Y, 7v). f escontinuaena € X s y solo s para cada red
p:D— X tal quep — aen (X,7x), s f(p) — f(a) en (Y, 7y).

Teorema 11.38 Sea {(X;, 7;) }ic; Una familia de espacios topoldgicos y (HXi, Trye) SU Pro-
ducto. Unared p: D — [ [ X; estal quep — a en (J[X;, 7ryc) Sy sOlo silgara cadai € I es
nle) = pila) en (X,.7).

11.2.2 Ultraredes

Definicion 11.39 Unared ¢o: D — X esunaultrared o red universal, si paracada A C X, ¢
estaresidualmenteen Aoen X — A.

Teorema 11.40 Sea ¢: D — X unared sobre X. Son equivalentes
() ¢ esuna ultrared,

(i) paracada A C X, ¢ esta frecuentemente en A si y solo si esta residualmente en A.
Corolario11.41 S ¢: D — X esuna ultrareden (X, 7), ¢ = x Siysolosi ¢ — z.

Ejemplo 11.42 Para cada conjunto dirigido, la aplicacion constante p: D — X, ¢(d) = = se
llamaultraredtrivial. Existen ultraredesnotriviales, pero no sepueden construir explicitamente.
Paraprobar que existen tales ultraredes se utiliza el axiomade el eccién; unavez vistaladualidad
entrefiltrosy redes en 11.3, se puede usar la existencia de ultrafiltros no triviales para probarlo.
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Teorema 11.43 Severifica
() una subred de una ultrared es una ultrared;
(ii) toda red posee una subred que es universal;

(iii)si p: D— X esuniversaly f: X — Y esunaaplicacion, f o p: D—Y esunaultrared.

Teorema 11.44 (X, 1) esT;, Sl y sOlo si lasredes sobre X poseen limites Gnicos.

11.3 Relacion entrefiltrosy redes

Definicion 11.45 Seap: D — X unared. Sea®8 = {1, : d € D} lafamiliadelostalosdela
red. ‘B es unabase de un filtro sobre X, .., [lamado filtro generado por lared .

Definicion 11.46 Sea § un filtro sobre X. Sea Dz = {(z, F) : * € F' € §} que se dirige
por larelacion (zy, F1) < (xq, Fy) Sy sblosi F, C Fy. Entonces p3: Dz— X definida por

vg(z, F') = x esunared en X, que se llamared basada en §.
Teorema 11.47 En (X, 7) se verifica
()F — zsysdlos pz — x;
(i) —xsiysolos §, — x;
(i) § = xS ysolos ¢z > x;
(iv)p = zsiysolos §, > z.
Teorema 11.48 Sea X un conjunto. S ¢ es subred de ¢, entonces §, C §.
Teorema 11.49 Sea X un conjunto. Entonces
(i) YU es ultrafiltro si y sdlo si ¢y es ultrared;
(i) p esultrared si y sblo si §, es ultrafiltro;

(iii) si ¢l es ultrafiltro libre, entonces g es ultrared no trivial.

11.4 Problemas

1.- Dadaunared ¢ sobre (X, 7), se definen los conjuntos siguientes
lim(p)={reX:p—z} y adh(p)={reX:p>za}

Probar |as siguientes propiedades
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(i) lim(y) y adh(y) son conjuntos cerrados,

(i) lim () C adh(y);

(iii) si ¢ esunaultrared, se verificalim(y) = adh(p);

)
(iv) s z € lim(y), entonces {z} C lim(y);

(V) S 7 C 7o, entonces lim., () C lim,, () y adh,,(¢) C adh,, (¢);
(vi) si 1) es subred de ¢, entonces lim(y) C lim(¢) y adh(y) D adh(v)).

2.- Sea X un conjunto. Se pide

(i) probar que la union de dos filtros § y & sobre X, no es necesariamente un filtro. No esta
definido, en general, el supremo de dosfiltros§y & en X, y en caso de estarlo, severifica
sup{§, &} ={MNN:MecF N c &}

(ii) probar que lainterseccion de dosfiltros § y ® sobre X esunfiltro: esel inffimodegy &
nf{§, 6} =FNG&={MUN:Mec3F Neco.

3.-Seag unfiltroen (X,7)y B = {F : F € §}. Probar que B8 es una base de un filtro F, tal
queg C 3.

4.- Dado un filtro § sobre (X, 7), se definen los conjuntos siguientes
Im@) ={reX :F—2z} y ah@F) ={reX:F>z}
Probar |as siguientes propiedades
(i) adh(3) = () F;

Feg

(i1) lim (%) y adh(§) son conjuntos cerrados;

(iii) lim(§) c adh(g);

(iv) s ¢l esun ultrafiltro, se verificalim (L) = adh(il);

(V) S § C &, entonceslim(F) C lim(®) y adh(§) D adh(&);

(vi) sl §y & sonfiltros sobre X, entonces lim(§ N &) = lim(F) N lim(B);

(vii) s = € lim(§), entonces {x} C lim(g), y en particular {z} = lim(N\,);

(viii) adh(§) = adh(§), pero en general lim(§) # lim(F);

(ix) en cualquier espacio topologico esadh(F4) = Ay lim(F,) = adh(F,) = m;
(X) s 7 C 7o, entonces lim,, (§) C lim,, (F) y adh,,(§) C adh,, (§).
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5.- Dado un filtro § sobre X, sellama*“core’ de § a conjunto core(§) = ﬂ F'. Probar
Feg

(i) § esd filtroindiscreto s y sblo si core(§) = X;;

(i) s A # 0, entonces core(F4) = A. Pero s core(F) = A, § no es necesariamente € filtro
principal en A;

(iii) s § C &, entonces core(F) O core(®);
(iv) core(F) C adh(g) = core(F);
(v)en (X, 7),y € core(N,) sy sblos z € {y}.

6.- Paracadan € N, se definen los subconjuntos de R?
1 1

4n’ 4n
on = {(z,y) €R? 1 2? +4° < < 2}U{( 1 1+—> {0}}.

Sea®B = {Ay, : n € N} U{Ay,41 : n € N}. Probar

(i) B esbase de unfiltro § en R?;

A2n+l = {0} X (_ )a y

(ii) estudiar los puntos de aglomeracion y los puntos limite de § en los espacios (R?, 7,.,) ¥
(R27 Tus X Tdis)-

7.- Sea{x, },en Unasucesion en (X, 7), A € conjunto de los puntos de aglomeracion de dicha
sucesiony A,,, = {z, : n > m}. Probar que (| A, = A C {z,}nen.
neN

8.-Sea(R,7,5) Yy D ={(0,a): a > 0}, conlarelacion
(0,a) < (0,b) siysdlos (0,a) C (0,b).

Probar que (D, <) esun sistemadirigido y estudiar si lared : D — R, definidapor larelacion
¢((0,a)) = g posee limites.

9.- Sea D lafamilia de los subconjuntos finitos de [0, 1] que contienen los puntos 0y 1, es decir
P € Desdd tipo P = {0 = zg, 21, -, z, = 1}. Sedefinelarelacion binaria
P<(@Qsysdlos PcCQ.
Probar que (D, <) esunsistemadirigido. Estudiar loslimitesdelared basadaen dicho conjunto
Z;v T, — 1), paracada P € D.
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10.- Sea (R, 7e0c). Sepide

(i) probar que 3 € [0, 1] y dar unared que converjaa3;

(i) sealared o: D—R,donde D = {A CR:0 € Ay X — A contable} estadirigido por la
relacion A < Bsiysolosi B C Ay definidapor: ¢(A) = z4 € A. Probar que (D, <)
esun sistemadirigido y que ¢ converge aO.

11.- SeaF unfiltrosobre X y f: X — Y unaaplicacion. Con la notaciones obvias, probar que

12.- En (R, 7,,), seconsideran g, = {A C X : V2 € A}, Fo={AC X :V2,V3c A}y
B = {(a,0) :a € R}. Probar

() §1, 52 sonfiltros. B es base de un filtro, §3, pero no un filtro;

(ii) &1 esun ultrafiltro, 2 C §1. §1 €sconvergentey §» NO;

(iii) §3 no esun ultrafiltro, y no converge;

(iv) s U esun ultrafiltro, con U D F3, entonces LA no converge.

13.- Probar que toda aplicacion sobreyectiva f: N— N, con fibras finitas (es decir, para cada
n € N, f~!(n) esfinito), transformael filtro de Fréchet en si mismo.

14.- Sea {x, }nen UNa sucesion en un conjunto X. Se llama filtro elemental asociado a la
sucesion, §y,,.3, a que tiene por base la familia de conjuntos B¢, , = {5, : n € N}, donde
Sy = {z, : p > n}. Probar que si X esinfinito, entonces € filtro cofinito es lainterseccion de
losfiltros elemental es asociados a sucesionesinfinitas de X, cuyos términos son todos distintos.

15.- Probar que lainterseccion de todos |os elementos de un ultrafiltro 4l contiene, alo sumo, un
punto. Ademas, en caso de que contenga un punto, 4 es €l ultrafiltro de los superconjuntos de
dicho punto, es decir, € filtro principal en dicho punto.

16.- Describir losfiltrosy ultrafiltros sobre un conjunto finito. ¢Cuantosfiltrosy ultrafiltros hay
en este caso?

17.- Probar que si 41 es un ultrafiltro mas fino que la interseccion de un nimero finito de filtros
$1N...NJ,, entoncesexisted € {1,...,n} tal queF; C L.
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18.- Sea{r; : ¢ € I} unafamilia de topologias sobre un conjunto X' y 7 = sup{r; : i € I}. Se
pide probar

(i) s pesunared en X, entoncesp — zen (X, 7)siy sdlos ¢ — z en (X, 7;), para cada
1€ 1;

(i) s §F esunfiltroen X, entonces§ — z en (X, 7) sy sdlos § — z en (X, 7;), para cada
1€ 1.

19.- Dado un conjunto X, probar

(i) s § esunfiltro libre, todo filtro mas fino que & es también libre. S § esfijo, todo filtro
menos fino es también fijo;

(ii) s X esinfinito, § eslibresi y solo si contiened filtro cofinito. Por lo tanto, €l filtro cofinito
es € filtro libre menos fino sobre X;

(iii) § eslibre si y solo s todo ultrafiltro que lo contiene eslibre;
(iv)§NBeslibres y solos §y & son libres;

(v) en (X, 7), s adh() = 0, entonces que § eslibre. El reciproco no es cierto.
20.- En larectarea con latopologia enlazada, probar que el filtro de Fréchet converge a 0.

21.- Sea f: X — Y unaaplicacion. Probar
(i) sl § esunfiltro sobre X, entonces f~1(f(J)) C §y sedalaigualdad s f esinyectiva;

(i) S & esunfiltrosobre Yy f~1(®) existe, entonces & C f(f~(®)) y sedalaigualdad si
f es sobreyectiva.

22.- Sean Uy {8; : ¢ € I} ultrafiltros sobre X. Probar que (4; C 4l siy sblo s paracada
i€l

U ey existei € I,tal queU € 4U,.

23.- Sea 4l un ultrafiltro libre sobre X. Probar que paracada U € 4, existe un ultrafiltro 20,
distinto de i, tal que U € 20;,.
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Espacios normales. Teoremas de extension

12.1 El problema de extension de aplicaciones

Definicion 12.1 Sean (X, 7x) e (Y, v) espaciostopologicos, A C Xy f: (A, 74) — (Y, 7v)
una funcion continua. Seai4: (A, 74) — (X, 7x) lainclusion natural. Una extension de f es
unafuncion continua g: (X, 7x) — (Y, 7y) tal quego iy = f.

El problema de extension de aplicaciones continuas es un problema complicado y que no
siempre tiene solucién. Depende de las caracteristicas del subespacio en cuestion y de las
propiedades de (X, 7x). Aqui se da un tipo de espacios, |os espacios normales, en el cual
problema de extension de aplicaciones tiene solucion.

12.2 Retractosy retracciones

Aunque esta nocion se ha definido anteriormente, |a damos de nuevo, desde otro punto de vista

Definicion 12.2 Sean (X, 7x), A C X y laidentidad 14: (A, 74) — (A, 74). Unaextension
r (X, 7x) — (A, 74) del, (S existe), sellamaretracciony sedicetambién que A esunretracto
de X.

Ejemplo 12.3 {0} esun retracto de ([0, 1], 7,.s), pueslaaplicacion r: ([0, 1], 7,s) — ({0}, Tus)
dada por r(t) = 0 es unaretraccion.

Lema12.4 Sea (X, 7x) un espacio topolégico. A C X esunretracto de X sy solo s para
cada espacio (Y, 7y) y aplicacion continua f: (A, 74) — (Y, 7y), f seextiendea X.

103
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12.3 Espacios normales. Caracterizacion

Definicion 12.5 (X, 7x) se dice normal, si dados A y B cerrados diguntos, existen U y V
abiertosdiguntostalesque A Cc Uy B C V.

Ejemplos 12.6 Algunos gemplos de espacios normales son
1) los espacios discretos, indiscretos y metrizables son normales,
2) todo espacio topol dgico que no posea cerrados disjuntos es normal, por gemplo, st A C X
es propio, €l espacio A-exclusion (X, 74) esnormal.
Proposicion 12.7 En (X, 7) son equivalentes
() (X, ) esnormal;
(iidado FF € CnovacioyU € rtalque FF C U, existeV e rtalque F CV C V C U;
(iii) dados F, G € C diguntos, existen U,V ¢ r talesqueU NV =0, FCcUyG C V;
(iv) dados F, G € C diguntos, existe U ¢ rtalque F CUYyGNU = .

Proposicion 12.8 Se verifica que
(i) la normalidad es débilmente hereditaria;

(if) lanormalidad se preserva bajo aplicaciones continuas y cerradas.
Corolario 12.9 La normalidad es una propiedad topol 6gica.

El siguiente resultado se utiliza para construir ejemplos de espacios no normales
Lema 12.10 (de Jones) En (X, 7), supongamos que
(1) existe D C X denso;
(2) existe S € C, tal quelatopologiainducida s eslatopologiadiscretay Card(S) < 2¢ed(P),

Entonces, (X, 7) no es normal.

Contragemplos 12.11 Algunos ejemplos de espacios no normales:

1) e plano de Moore (I", 7y) no es normal, puestomando D = {(z,y) € I' : z,y € Q} y
S =R x {0} estamos en las condiciones del lema de Jones,

2) la normalidad no es productiva: €l plano de Sorgenfrey (R?, 75, X Tsor) NO €S NOrmal;
tomando S unarectacualquieraenR?y D = Q x Q, estamosen las condiciones del lema
de Jones;
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3) la normalidad no es hereditaria: el plano de Moore (I", 75,) no es normal, pero puede
probarse (ver, por ggemplo [Wi]) que puede embeberse en un determinado cubo (producto
de espacios métricos) que es un espacio normal;

4) lanormalidad no se preservabaj o aplicaciones continuas, ni siquieracontinuasy abiertas. sea
(X, 7x) = (Rx{0, 1}, 7,s) queesnormal y sea (Y, 7v ) definidocomosigue, Y = RU{o0}
y Ty generada por labase

By = {(a,b) :a < ba,be R}U{(a,0) U{cc}U(0,b):a<0<b,abcR}

Seaf: (X — (Y, ini > Si(xat):((J»l)_E

f ( ,7')-() (Y, 1v) dFTflnldapor f(z,t) {x on olr6 Caso ntonces, f es
continua, abiertay sobreyectivay (Y, 7v) ho esnormal;

5) lanormalidad no pasa a cociente: sea (X, 7x) launion disjunta de dos rectas reaes, que es
normal. Sea (Y, y) el cociente obtenido a identificar (x,0) ~ (z,1),s = # 0. (Y, 7y)
no es normal.

12.4 LemadeUrysohn

L as propiedades de separacion garantizan la existencia de una cantidad suficiente de abiertos,
paralos propositos que se precise. Uno de ellos es asegurar la existencia de funciones continuas.
Un teorema fundamental en esta direccion es el lema de Urysohn, cuya prueba es inductiva'y
usa unaingeniosaidea.

Definicion 12.12 Un nimero diadico es un nimero real que puede expresarse como el cociente
de dos nimeros enteros, donde el denominador es una potencia de 2.

Sea® = {2% :neNU{0},me {0,1,2,.. .,2”}} lafamilia de los nUmeros diadicos en
[0,1]. © esunafamilia contable, pues® C QN [0, 1].

La prueba del lema de Urysohn es inductiva, por |0 que precisamos dar un orden especifico
sobre ® — {0}: paracadan € N, se agrupan los elementos de ® con 2" en €l denominador, y

en cada uno de estos grupos se arreglan los nimeros en el orden indicado por los numeradores
2" —1 1

1,3,5,...,2" — 1. De este modo, & inmediato sucesor de o €s T S se denotan los
, 1 1 3 1
elementos ordenados de este modo por di, ds, ..., serad; = 5 dy = T ds = 1 dy = g
3 5 7 1
d5—§,d6—§,d7—§,d8—ﬁ,etc-

Lema 12.13 El conjunto ® esdenso en ([0, 1], 7).

Lema12.14 Sea (X, 7)Yy D denso en ([0, 1], 7,5). Supongamos que para cadat € D, existe
U, € 7 tal que
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(i) s s < t, entonces U, C Uy;

(i) X = JU.
teD
Entonces, la aplicacion f: (X, 7) — ([0, 1], 7,) definidapor f(z) = inf{t € D : x € U;} esta
bien definida y es continua.

Lademostracion del siguiente resultado sigue unaingeniosaidea: se construye unafamilia
de abiertos {U; : t € ©}, verificando las condiciones del lema 12.14, lo que permite construir
una determinada funcidn continua

Teorema 12.15 (Lema de Urysohn) (X, 7) esnormal si y solo si para cada par de cerrados
disuntos 'y G, existe una funcion continua f: (X, 7) — ([0, 1], 7,s), tal que f(F) = 0y
f(G) = 1. f sellama funcion de Urysohn para F'y G.

Observacion 12.16 En el anterior teorema puede reemplazarse ([0, 1], 7,5) por los espacios
([a, 6], Tus) O (R, Tus).

125 Teoremadeextension de Tietze

Lema12.17 Sea (X, 7)yparacadan € N, sea f,,: (X, 7) — (R, 7,s) una funcion continua.

Supongamos que existe una serie convergente de numeros reales ZMn, tal que para cada

n=1

z € Xyn €N, es|f,(z)] < M,. Entonces, para cada z € X, la serie infinita ) _ f,.(z)
n=1

converge a un nimero f(z), y lafuncion asi definida f: (X, 7) — (R, 7,5) €s continua.

Teorema 12.18 (de extension de Tietze) (X, 7) esnormal sy sdlo si paracada A € C y toda
funcion continua f: (A, 74) — ([—1,1], Tus), eXiste F: (X, 7) — ([—1, 1], 7us) Una extension
continua.

Teorema 12.19 (de extension de Tietze, segunda version) (X, 7) esnormal si y solo s para
cada A € C y toda funcion continua f: (A, 74) — (R, 7.s), existe una extension continua
F: (X, 1) — (R, 7ys)-

Observacion 12.20 El teorema de extension de Tietze sigue siendo valido si en vez de [—1, 1]
se consideran espacios producto ([a, b]™, 7,s) 0 (R™, Tys)-
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12.6 Problemas

1.- Un espacio (X, 7) se dice regular s satisface cualquiera de las condiciones equivalentes
siguientes
(a) axioma deregularidad: dadox € Xy F € C,x ¢ F, existen abiertosque separan z y F';
(b)dadoz € Xy N € NV, existe M € N, ta que M C N;
(c) paracada z, NV, (ver problema 3 en11.4) es una base de entornos en z;
(d) cada punto de X posee una base local formada por entornos abiertos,
(e) paracadaz, N, convergeaz;
(f) paracadafiltroen X, §, eslim(g) = lim(g).
Sepide

(i) probar que la regularidad es una propiedad topologica, productivay hereditaria, pero no
pasaa cociente;

(ii) (X, ) sedicesimétricosi = € {y} implicaquey € {z}. Demostrar que cualquier espacio
regular es simétrico.
2.- Un espacio topologico (X, 7) es completamente regular, s paracada F' € Cy « ¢ F', existe
unafuncién continua f: (X, 7) — ([0, 1], 7us), tal que f(z) = 0y f(F) = 1. Probar
(i) todo espacio completamente regular es regular,

(ii) todo espacio norma es completamente regular; en particular, 1os espacios métricos son
completamente regul ares;

(iii) todo espacio completamente regular, es un subespacio de algin espacio normal;

(iv) laregularidad completa es una propiedad topol 6gica, hereditariay productiva, pero no pasa
al cociente;

(v) (X, 7) escompletamente regular si y solo si posee latopologiainicial inducidapor C*(X)
(ver el problemalen 6.4).

3.- Sea (X, 7) un espacio normal y ~ larelacion de equivalencia: « ~ y S y solo si paratoda
aplicacion continua f: (X, 7) — ([0, 1], 7s), Setiene f(z) = f(y). Probar que (X/ ~,7~) es
T5 y normal.
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4.- Sea (X, 7) un espacio topologico, { A;};c; un recubrimiento de X' y { f;};c; unafamiliade
aplicaciones continuas f;: (X, 7) — ([0, 1], 7,s). Sedice que lafamiliaes una particion de la
unidad subordinada a {A;}ics, S

(1) paracada i € I, el soporte de f;, sop(f;) = {x € X : fi(x) # 0}, verifica la inclusion
sop(f;) C A; y lafamilia{sop(f;)}icr eslocamente finita;
(2) paracadaz € X,es> fi(z) =1.
el
Sea (X, 7) un espacio normal. Con |as notaciones anteriores, se pide
(i) probar que laaplicacion f: (X, 7) — ([0, 1], 7,s) €s continug;

(ii) existe una particion de la unidad subordinada a cualquier cubrimiento abierto locamente
finito de X.

5.- Probar ques (X, 7) esnorma y T, y A esun retracto de X, entonceses A € C.

6.- Probar que un retracto de un espacio normal esnormal. Utilizar esta propiedad para concluir
guesi & producto deunafamiliaarbitrariade espaciostopol 6gi cosesun espacio normal, entonces
cada espacio factor |o es.

7.- Paracadan € N, sea (X,,7,) un espacio normal, tal que (X, 7,,) €s un subespacio de

(Xn+1, Tus1). SeaX = | J X, y 7 latopologiainducida por estafamiliade espaciostopol ogicos.
neN

Probar que (X, 7) esnormal.

8.- Sea (X, 7) un espacio 7. Supongamos que en este espacio, paracada F' € Cy cadaWV € r,
tal que F' C W, existe una sucesion de abiertos {1V, },.cn, talesque F' C U W,y W, c W.

neN
Probar que (X, 7) esnormal.

9.- Sea (X, 7) un espacio normal, A € Cy f:(A,7a) — (S", Tus) una funcion continua no
sobreyectiva. Demostrar que f se extiendea X.

10.- Sea f: (X, ;) — (Y, ) donde 7, es |la topologia inicia para f. Si (X,7y) es normal,
probar que (Y, 7) esnormal.
11.- Sea (X = ([-1,1] x [—1,1]) — {(0,0)}, 7.s). Seael subespacio

Y={(z,y) e X:z=-10zx=1}U{(z,y) e X:y=—-1 0y =1}
Demostrar que Y es un retracto de (X, 7,;). Sean Z = {(z,y) € X : [z| < 3,|y| < 3}y

f: (Y UZ 1) — (R, 7,,) definidapor f(z,y) = {ﬂf S (z,y) €Y

y S(ry) €z ¢Existe una extension
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continuade f a X 2.

12.- Unespacio normal y 7} se sueledenotar por 7). Unespacio Ty, (Y, 7y ), esunretracto abso-
luto, s paracadaespacio T (X, 7x)y cadaA € Cx todafuncioncontinua f: (A, 74) — (Y, 7v)
tiene una extension continua £: (X, 7x) — (Y, v ). Sepide

(i) probar que ningln espacio discreto (con mas de un punto) es un retracto absoluto;

(i) sea {(X; = [0,1],7ys)}ies. Probar que e espacio producto (] [X;, 7r,.) €S un retracto
absol uto; !

(iii) probar que la propiedad de ser un retracto absoluto es una propiedad topol dgica;

(iv) s (Y, 7y) esun retracto absoluto y es homeomorfo a un subespacio cerrado (A, 74) de un
espacio T, (X, 7x ), entonces A esun retracto de (X, 7x).

13.- Sea (X, 7) un espacio norma y 77, con més de un punto. Probar que existe una funcién
(X, 7)— ([0, 1], 7,s) continuay no constante.

14.- Sea (X, 1)y X = |JU;. Sepide
el
(i) s los conjuntos U; son abiertos dos a dos diguntos, entonces si cada (U;, 7,) €s normal,
(X, 7) estambién normal;

(ii) si los conjuntos U; son abiertosy cerrados a la vez, entonces si cada (U, 7,) €s normal,
(X, 7) estambién normal.

15.- Probar que si (X, 7) es un espacio normal que posee un subespacio no normal, entonces
(X, 7) no esmetrizable.

16.- Sean (X, 7x) y (Y, 7v) espaciosnormales, A € Cy f: (A, 74) — (Y, 7v) continua. Probar
que €l espacio de adjuncion (X Uy Y, 7¢) esnormal.

17.- Sean (X, 7) normal y A € C. Probar que el espacio cociente (X /A, 74) esnormal.

18.- Sean (X, 7) un espacio topologico y ~ larelacion de equivalencia sobre X dada por:
r~y sysdos {z}={y}

Probar que el espacio cociente (X/ ~, 7.) esnormal sy sblos (X, 1) loes.

19.- Probar el lema de Tychonoff: un espacio (X, 7) regular y de Lindelof es normal. Por lo
tanto, un espacio (X, 7) regular y C;; esnormal.
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20.- En (X, 7), un cubrimiento por abiertostd = {U; : i € I} sellama

(1) contréctil, si existe un cubrimiento abiertoV = {V; : i € I}, tal que paracadai € I es
V; C U;. V sellama unacontraccion de i/;

(2) punto-finito si cadaz € X pertenece solo auna cantidad finita de conjuntos de /.

Probar que (X, 7) esnormal si y sblo todo recubrimiento punto-finito y abierto es contréactil.
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Espacios compactos

La compacidad es una propiedad que proporciona a |os espacios topol 6gicos que |a satisfacen
una estructura similar ala que poseen los conjuntos cerrados y acotados en espacios euclideos.
Aqui radica la dificultad: los conjuntos cerrados y acotados de un espacio euclideo se pueden
caracterizar através del teorema de Bolzano-Weierstrass (establecido en términos de conjuntos
0 de sucesiones), asi como €l teorema de Heine-Borel o € teorema de Cantor sobre conjuntos
cerrados encgjados. Existen, por o tanto, un gran nUmero de caminos paraintroducir la nocion
de compacidad en espaciostopol 6gicos. Estas distintasformul acionestienen sentido en espacios
generaes, mientrasque el conceptoinicial decerradoy acotado no lo posee. Sin embargo, estas
diferentes nociones de compacidad no son equival entes en espacios generales. Esto dalugar, en
algunas ocasiones, a confusion o ambigiiedad ala hora de hablar de compacidad.

Fréchet, en 1906, fue el primero en usar el término compacto: “ A es compacto, si y solo s
cada subconjunto infinito de A posee un punto limite (que esta necesariamente en A)” . Esto se
modificd posteriormente por la formulacion: “ cada subconjunto infinito de A posee un punto
limiteen A”.

Riesz sugirié en 1908 € tratamiento de la compacidad en relaciéon con e comportamiento
de familias de cerrados poseyendo |a propiedad de interseccion finita.

En 1924, Alexandroff y Urysohn definieron la bicompacidad: “ A es bicompacto, s cada
cubrimiento abierto del conjunto tiene un subrecubrimiento finito”, y establecieron muchas
de sus propiedades. Tras probar Tychonoff, en 1936, que el producto arbitrario de espacios
bicompactos es bicompacto, la bicompacidad aparecido como la definicion méas apropiada de
compacidad en espacios topol dgicos.

Esto llevb aBourbaki, en 1940, aeliminar el prefijo bi y a dar una definicion de compacidad
equivalentealapropiedad de Heine-Borel. Estanocion fue adoptada posteriormente por muchos
autores. Ademés, y parece que sin ninguna razon suficiente, Bourbaki requirié también que la
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compacidad incluyerael axiomaT»; sin embargo, muchos autores no han seguido estafilosofia.

Lanocion de compacidad hasido sin duda el concepto fundamental y el motivo estimulante
parael desarrollo del Analisis Funcional.

13.1 Espaciosy subconjuntos compactos

Cuando un espacio topol bgico posee una propiedad local, es natural considerar lafamiliade los
entornos abiertos donde se satisface dicha propiedad. Esta familia constituye un recubrimiento
del espacio, y en €l estudio de la propiedad dada es, sin duda, de gran ayuda saber s este
recubrimiento puede ser reducido a uno finito.

La compacidad de un espacio proporciona siempre un recubrimiento finito de cualquier
recubrimiento abierto del espacio, y ello permite, bajo ciertas hipbtesis, poder pasar de o local
alo global, es decir, poder obtener una propiedad del espacio como consecuencia de resultados
locales en un nimero finito de puntos.

Definicion 13.1 Un espacio (X, 7) es compacto si cada cubrimiento por abiertos de X, posee
un subrecubrimiento finito. Un subconjunto A C X se dice compacto, si (A, 74) lo es como
espacio topol bgico.

Observaciones 13.2 Con respecto a la compacidad, se verifica
(i) los conjuntos finitos son compactos en cualquier espacio topol ogico;

(i) la compacidad es una propiedad absoluta, en el sentido de que, paraver ss K C X es
compacto, basta con estudiar |os cubrimientos de K por abiertosde (X, 7);

(iii) en la definicibn de compacidad, pueden reemplazarse los abiertos por abiertos bésicos e
incluso por subbasicos (teorema de la subbase de Alexander, problema 1 en 13.5);

(iv) s A escompactoen (X, 7) y 7' C 7, entonces A es compacto en (X, 7');
(v) launién finita de compactos es compacta, no sucede o mismo con al interseccion;

(vi) todo espacio compacto es de Lindel of.

Ejemplos 13.3 Algunos g emplos de espacios compactos son
1) en (X, 7ina), todo subconjunto es compacto;
2) en (X, 745), l0s Unicos compactos son los conjuntos finitos;
3)en(X,74), Bescompactosi y sdlos B — A esfinito;

4 en(X,74),s BUA # (), B escompacto y en caso contrario, es compacto si y sblo si es
finito;
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5) en (X, 7.,s), todo subconjunto es compacto;

6) en (X, Teoc ), 10s Unicos compactos son |os conjuntos finitos;

7)en (R, 7x0), A €scompacto si y sblo si esta acotado inferiormente e inf(A) € A;
8) en (R, 7scq), A €scompacto si y sblosi A esacotado, A € Cys., Y A N1 esfinito.

Definicion 13.4 Unafamiliade subconjuntosde X, F, tiene lapropiedad deinterseccion finita,
s lainterseccion de cualquier subcoleccion finita de elementos de F es no vacia.

Teorema 13.5 En (X, 7) son equivalentes
(i) (X, 7) es compacto;

(ii) cualquier familia F C C con la propiedad de interseccion finita, verifica () F # 0;
FeF

(i) todo filtro en X tiene un punto de aglomeracion;
(iv) toda red en X tiene un punto de aglomeracion;
(v) toda ultrared en X converge;

(vi) todo ultrafiltro en X converge.

13.2 Propiedadesdela compacidad

Proposicion 13.6 La compacidad es débilmente hereditaria.

Contraejemplo 13.7 La compacidad no es hereditaria: ([0, 1], 7,s) €S un espacio compacto,
pero ((0,1), 7,s) noloes.

Proposicion 13.8 Laimagen continua de un compacto es compacta.

Observacion 13.9 Como sepreservabajo aplicacionescontinuas, lacompacidad esunapropiedad
divisibley productiva. Sin embargo, no es sumable.

Corolario 13.10 La compacidad es una propiedad topol 6gica.

13.3 Compacidad en espacios de Hausdor ff

Lema13.11 Sea (X, 7) compactoy 75, A C X = ¢ A. Entonces, existen U, V' € 7 diguntos,
talesquex c Uy A C V.

Proposicion 13.12 Enunespacio (X, 7) compactoy 75, A C X escompactosi ysolosi A € C.
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L os compactos en espacios T, pueden pensarse como una generalizacion de los puntos

Proposicion 13.13 S A y B son compactos disuntos en (X, 7) 75, existen abiertos disuntos
UyV,talesqueAcCcUyBCV.

Corolario 13.14 S (X, 1) es T, y compacto, entonces es T, (ver problema 12 en 12.6).

Proposicion 13.15 Sea f: (X, 7x) — (Y, 7y) continua. S (X, 7x) escompactoy (Y, 7y ) €s
T,, entonces f es cerrada.

Corolario 13.16 S f: (X, 7x) — (Y, 7v) escontinuay biyectiva, (X, 7x ) escompactoe (Y, 7y )
es'Ty, entonces f es un homeomorfismo.

13.4 Teorema de Tychonoff

Teorema 13.17 (de Tychonoff) Un producto de espacios es compacto si y solo si cada espacio
factor lo es.

13.5 Problemas

1.- Probar el teorema de la subbase de Alexander: sea (X, 7) un espacio topolégico y o una
subbase de 7. (X, 7) es compacto si y solo s para todo cubrimiento por abiertos subbésicos,
existe un subrecubrimiento finito.

2.- Sea (X, 7) un espacio compactoy U € 7. Sea{F; : i € I} unafamiliade cerrados, tal que
(£ C U. Probar que existe J finito C I, tal que (| F; C U.

i€l ieJ
3.- Unespaciotopologico (X, 7) poseelapropiedad de Bol zano-Weierstrass, si todo subconjunto
infinito en X posee un punto de acumulacion. Se pide

(i) probar que si (X, 7) es compacto, posee la propiedad de Bolzano-Weierstrass,

(i) s (X, 1) esCy; y T, probar que son equivalentes

(1) (X, 1) escompacto,
(2) (X, 1) posee la propiedad de Bolzano-Weierstrass,

(3) toda sucesion en (X, 7) posee una subsucesion convergente, es decir, el espacio es
secuencial mente compacto.
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4.- Probar que si lasucesion {xz,, : n € N} convergeaz, en (X,7)y A = Rg{z,}, entonces
AU {z,} esun conjunto compacto.

5.- Sea (X, 7) un espacio C7, en €l que todo compacto es cerrado. Probar que (X, 7) es Ts.

6.- Sea (X, 7) un espacio compacto y 7>. Demostrar que 7 es minimal (respectivamente,
maximal) en e conjunto ordenado de las topologias 15 (respectivamente, de las topologias
compactas) sobre X.
7.- Sediceque (X, 7) es KC, s todo compacto en X escerrado. S (X, 7) es KC, probar

(i) todo conjunto finito es cerrado;

(i) lainterseccion arbitraria de conjuntos compactos es compacta;

(i) las sucesiones poseen limites Gnicos.

Si (X, 7) es compacto, probar que es maximal-compacto si y solosi es KC.

8.- Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Probar
() launion de finita de compactos en X es un conjunto compacto;
(i) s (X, 1) es Ty, lainterseccion arbitraria de compactos es un conjunto compacto;
(iii) s (X, 7) esTy y A escompacto, entonces A% y A son compactos.

9.- Sea (X, 7) un espacio compactoy T» y f: (X, 7)— (X, 7) una aplicacion continua. De-
mostrar que existe F' € C no vacio, tal que f(F') = F.

10.- En (X,7),seaf. = {0} U{A € 7 : X — A compactoen (X, 7)}. Demostrar que 3. es
base de unatopologia 7. sobre X, tal que 7. C 7y (X, 7.) €s compacto.

11.- Sea (X, 7) un espacio compactoy H C C'(X), tal que

(Yparaf,ge H,esf.ge HY

(i) paracadaz € X, existen f € Hy U, € N, talesque f(z) = 0 paraz € U,.
Probar que lafuncién idénticamente nula es un e emento de H.

12.- Teorema de Wallace: sea {(X;,7;) : ¢ € I} unafamilia de espacios. Paracadai € I,

sea A; un compacto en (X;,7;). SeaW € 7py., tal que HAi C W. Probar que para cada
el

i €I, existeU; € 7; (donde U; # X; solo para una cantidad finita de indices), de modo que

II/4¢(: II[% c W.

el iel
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13.- Sea (X, 7x) un espacio compactoy p: (X x Y, 7x x 7v) — (Y, 7v) laproyeccion paralela
al factor compacto X. Probar que p es cerrada.

14.- Sean (X, 7x) Ty e (Y, 7y) compacto y T5. Probar que f: (X, 7x) — (Y, 7v) escontinua s
y solo si sugrafo Gy escerradoen (X x Y, 7x X 7y).

15.- Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado. Probar que (X, 7,,4) €scompacto si y solo s
todo subconjunto no vacio posee supremo e infimo.

16.- Una aplicacion f: (X, 7x)— (Y, 7y) se llama perfecta, si es sobreyectiva, continuay
cerrada, tal que paracaday € Y, f~!(y) escompacto. Si f es perfecta, probar

(i) s (X, 7x) esT, (respectivamente, C;), entonces (Y, 7y ) es T, (respectivamente, C;);

(i) s (Y, 7y) escompacto, entonces (X, 7x) €s compacto,

(iii) paracada K compactoen (Y, 7y), f~1(K) escompacto en (X, 7y ), es decir, f es propia.

17.- Sea(X, 7x) compactoy f: (X, 7x) — (Y, 7v) unaaplicacion continua. Probar que el grafo
de f escompactoen (X x Y, 7x X 7y).

18.- Teorema de Alexandroff: sea (X, 7) un espacio compactoy 7, y ~ unarelacion de equiva-
lencia sobre X, tal que la aplicacion cociente p: (X, 7) — (X/ ~, 7.) escerrada. Se pide

(i) probar que existe un nico (salvo homeomorfismos) espacio 7, (Y, 7y) y una funcién
f:(X,7)— (Y, 7y) continua y sobreyectiva, tal que ~= R(f) (ver problema 3 en
10.5). Ademas, (Y, 1v) es compacto;

(i) reciprocamente, para cada funcion continua f: (X, 7) — (Y, 7v) de un espacio compacto
y T» (X, 7) sobre un espacio T, (Y, 7v), laproyeccion canbnica asociada alarelacion de
equivalencia R( f) es cerrada.

19.- Sea (X, 7x) To y Cr1 y f:(X,7x)— (Y, 7y). Probar que f escontinuas y solo si para
cada K compacto en X, larestriccion f|x es continua

20.- Probar los espacios proyectivo real (RP", 7,) y proyectivo complejo (CP", 7,,5) son com-
pactos.

21.- Caracterizar los conjuntos compactos de (R", 7).

22.-En (R x {a, b}, Tus X Tina), demostrar que los conjuntos A = ([0, 1) x {a}) U ([1, 2] x {b})
y B = ([0,1] x {a}) U ((1,2] x {b}), son compactos, pero que AN B noloes.
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23.- Sea{U; : i € I} unrecubrimiento abiertolocalmentefinitode (X, 7). Probar quesi A C X
es compacto, existe un entorno U de A que corta, alo sumo, aun nimero finito de conjuntos U;.

24.- Sea K un conjunto compacto en un espacio (X, 7) completamente regular, y sea U un
entorno de K en (X, 7). Probar que existe unaaplicacion continua f: (X, 7) — ([0, 1], 7,s), tal

0 szeK
q“ef<x>:{1 SrcX U

25.- Probar que, s un numero infinito de espacios coordenados de un producto topoldgico
(X, Tryc) SON NO cOMpactos, entonces cualquier compacto K C X tiene interior vacio.
26.- Sea § un filtro sobre un espacio compacto (X, 7). Probar

()s U eryadh(g) C U, entonces U € §;

(ii) s adh(§) = {«}, entonces § converge a x.

27.- Sean (X, 7x) e (Y, 1y) espacios Ty, f:(X,7x)— (Y, 7y) una aplicacibn continua y
{ F\. }nen una sucesion decreciente de compactos. Demostrar que f( (] Fr.) = () f(Fh).
neN neN

28.- Sea f: (X, 7x) — (Y, 7v) unaaplicacion continua, sobreyectivay cerrada. Probar que los
siguientes enunciados son equivalentes

i) f~*(y) compacto, paratodoy € Y;

ii)si §esunfiltroen X y f(F) = y, entoncesexistez € f~'(y) tal que § > z.

29.- Sea (X, ) compacto, ~ unarelacion de equivalenciasobre X y p: (X, 7) — (X/ ~, 7~)
la aplicacion cociente. Probar que (X/ ~, 7.) esT, sy sblo s p es cerrada

30.- Sean (X, 7x) compacto, (Y,7y) To y f:(X,7x)— (Y, 7y) una aplicacion continua y
sobreyectiva. Probar ques (X, 7x) esCyy, tambiénloes (Y, v).

31.- Sea (X, 7) un espacio no compacto. Lacoleccion B = {S C X : X — S escompacto} es
base de un filtro § sobre X. Se pide
(i) probar que s (X, 1) esTy, e filtrogF es{S C X : X — S escompacto};

(ii) probar que si (X, 7) es pseudofinito (es decir, cualquier compacto esfinito), entonces § es
el filtro cofinito.



118 Espacios compactos

32.- Teorema de Kuratowski: probar que los siguientes enunciados son equivalentes
(i) (X, T) es compacto,
(ii) paracualquier espacio (Y, 7y ), laproyeccion p: (X x Y, 7p,.) — (Y, 7v) es cerrada,
(iii) para cualquier espacio normal (Y, 7v), p: (X x Y, 7py.) — (Y, 7v) €S cerrada

33.- Dados dos espacios topologicos (X, 1) y (X, 72) que poseen las mismos conjuntos com-
pactos, ¢son homeomorfos?

34.- Sea (X, 7) un espacio compacto y {C,, : n € N} una sucesion decreciente de conjuntos

cerrados. Probar que () C,, # 0.
neN

35.- Probar que en (X, 7), la interseccion de una familia arbitraria de conjuntos cerrados y
compactos, es un conjunto cerrado y compacto.

36.- Probar que un espacio (X, 7) es compacto S y solo si para cada base de filtro B formada
por conjuntos cerrados, es core(B) # ().

37.- En (X, 7), para K C X, probar que las siguientes propiedades, que ayudan a estudiar la
compacidad de un subespacio en términos de los filtros sobre el espacio total, son equivalentes
(i) K escompacto,
(i) todo filtro § sobre X, tal que K € §, § tiene un punto de aglomeracion en K,

(iii) para toda base de filtro 8 formada por cerrados de X, talesque K N B # () para cada
B € B, es K ncore(B) # 0,

(iv) todo ultrafiltro que contiene a K, converge a un punto de K.
38.- Un espacio topologico (X, 7) se llama paracompacto si es T, y para cada cubrimiento

abiertod = {U; : i € I} de X, existe un recubrimiento abierto V = {V; : j € J} locamente
finito, querefinaal/, es decir, paracada j € J, existe: € I tal que V; C U;. Sepide

(i) probar que la paracompacidad es débilmente hereditaria;
(ii) todo espacio paracompacto es normal;

(iii) un espacio compacto y 75, es paracompacto;

(iv) un espacio metrizable es paracompacto;

(v) laimagen continuay cerrada de un espacio paracompacto y 7, es paracompacta;
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(vi) un espacio 75, es paracompacto s y solo si todo cubrimiento abierto admite una particion
de la unidad subordinada a dicho cubrimiento (ver problema4 en 12.6).

39.- En (X, 7) son eguivalentes
(i) (X, 7) esTy;
(ii) (X, 7) es homeomorfo a un subespacio de un cubo, es decir, un producto de intervalos
cerrados y acotados (] [ [0, 1], 77,.), paraalgin conjunto de indices I;
i€l

(iii) (X, 7) eshomeomorfo a un subespacio de un espacio compacto y Ts.
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Tema XIV

Compacidad local y compactificaciones

Hay dos maneras estandar de localizar propiedades globales: dada una propiedad global P, es
decir, referida a un espacio topologico (X, 7)

(L1) (X, 7) eslocalmente-P, s paracadar € X, existe N € N, que verificaP;

(L2) (X, 1) eslocalmente-P si P esciertaen entornos arbitrariamente pequefios de cada punto,
es decir, paracadax € X, existe B, unabaselocal de z, tal quetodo B € B, verificaP.

Cada uno de estos acercamientos tiene sus ventgjas: tomando (L1), si (X, 7) tiene la
propiedad P, también seralocamente-P, pues bastaria con tomar N = X.

Intuitivamente, |as propiedades |ocales son propiedades que deben heredarse para abiertos,
por lo que (L2) esla méas adecuada: s BB, eslabase local que verifica P, entonces para cada
reXyUer,BY ={BeB,: BcU}esunabaseloca paraz en (U, 7y) que cumple P.

En general, en espacios 75, (L1) y (L2) son equivalentes.

14.1 Espacioslocalmente compactos
Definicion 14.1 (X, 7) eslocalmentecompacto si cadapunto de X posee unabaselocal formada
por conjuntos compactos.

Lemal42 S (X,7) esTy, (X, 7) eslocalmente compacto si y solo si todo punto posee un
entorno compacto.

Corolario 14.3 S (X, 1) es T, y compacto, entonces es |ocal mente compacto.
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Ejemplos 14.4 En los espacios ya estudiados, tenemos
(i) (R, 7,5) esloca mente compacta, puesparacadax € R, [x—1, z+ 1] esunentorno compacto;
(i) (X, 745) eslocamente compacto, pues paracadax € X, {x} esun entorno compacto;

(iii) (X, Tina) €s localmente compacto, pues paracadax € X, B, = {X} es una base loca
compacta;

(iv) (Q, 7us) No eslocalmente compacto;
(V) (X, 7eoy) €slocalmente compacto, pues paracadax € X, N, esunabase local compacta;
(Vi) (X, Teoc) NO €slocalmente compacto;

(vii) (X, 74) con A C X propio eslocalmente compacto, pues paracadax € A, B, = {A} es
unabase local compactay paracadax ¢ A, B, = {AU{x}} esunabaselocal compacta;

(viii) (X, 74) con A C X propio eslocalmente compacto, pues paracadaz € A, B, = {X}
es unabase local compactay paracadaz ¢ A, B, = {{z}} esunabase loca compacta.

Proposicion 14.5 S (X, 7) eslocalmente compacto y U € 7, entonces (U, 77) €s localmente
compacto.

Proposicion 14.6 S (X, 7) eslocalmente compacto, 7, y F' € C, entonces (F', ) eslocalmente
compacto.

Lemal14.7 S (X,7)esTyy (A, 1a), (B, 75)sonloca mente compactos, entonces (AN B, Tanp)
es |ocal mente compacto.

Corolario14.8 S (X, 1) eslocalmente compactoy T,, sea A = U N F,conU € 7y F € C,
entonces, (A, 74) eslocalmente compacto.

Existe un reciproco del resultado anterior

Teorema 149 S (X, 7) esTy y (A, 74) es localmente compacto, entonces existen U € 7y
Fe(C,talesqueA=UnNFE.

Corolario 14.10 S (X, ) eslocalmente compacto y 7». (A, 74) eslocalmente compacto si y
solos A=UnNnF,conU e ryF eC.

Corolario 14.11 S (X, 7) escompactoy 7> y A C X esdenso, entonces (A, 74) eslocalmente
compactosiysdlosi A € 7.

Proposicion 14.12 S (X, 7) eslocalmente compacto y 75, entonces es normal.

Teorema 14.13 Sea f: (X, 7x) — (Y, 7v) continua, abierta y sobreyectiva. S (X, 7x) eslo-
calmente compacto, entonces (Y, 7y) también lo es.
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Contragjemplo 14.14 La compacidad local no se preserva bajo aplicaciones continuas. la
aplicacion 1g: (Q, 745) — (Q, 7s) €S continua, sobreyectivay no abierta. El primer espacio es
localmente compacto y e segundo no.

Corolario 14.15 La compacidad local es una propiedad topol ogica.

La compacidad local se comporta Unicamente bien para productos finitos, esenciamente,
siguiendo € teorema siguiente

Teorema 14.16 Sea {(X;, ;) }:e; una familia de espaciosy (X, 7r,.) su producto. Entonces,
(X, 7ryc) €slocalmente compacto si y sblo si paracadai € 1, (X;, 7;) eslocalmente compacto
y todos los (X, 7;), salvo a lo mas una familia finita, son compactos.

14.2 Compactificacion de Alexandr of f

Definicion 14.17 Sea (X, ) un espacio no compacto. Unacompactificacion de (X, 7) esun par
((X*,7*), h) donde (X*, 7*) esun espacio compactoy h: (X, 7) — (X*, 7*) un embebimiento,
tal que h(X) esdenso en (X*, 7%).
Ejemplos 14.18 Algunos g emplos de compactificaciones son

1) (([0, 1], us), 7) €s unacompactificacion de ((0, 1), 7,.s), donde i eslainclusion natural;

2) ((St, 7us), h) €s una compactificacion de (R, 7,5 ), donde % es la proyeccion estereografica
(ver (ii) en giemplos 10.20).

Sea (X, 7) un espacio no compactoy oo & X. Sea X = X U {oo}y
7=7U{U c X : X — U compactoy cerrado en (X, 7)}.
Lema 14.19 7 esuna topologia sobre X, respecto de la cual oo no es un punto aislado.
Lema 14.20 (X,7) es compacto.

Teorema 14.21 El par ((X,7), x) esunacompactificacionde (X, ) llamada compactificacion
de Alexandroff o por un punto de X.

Teorema 14.22 (de Alexandroff) El par ((X,7),ix) esT, s y solo s (X, ) es localmente
compacto y 7.

Observacion 14.23 El par ((S', 7.,), k) de (ii) en los jemplos 14.18, es (homeomorfo a) la
compactificacion de Alexandroff de (R, 7).



124 Compacidad local y compactificaciones

14.3 Problemas

1.- (X, 7) es un subespacio abierto de un espacio (Y, 7y) compactoy T, Sy solosi (X, 7) es
localmente compacto y T5.
2.- En un espacio topologico (X, 7) T5, son equivalentes

(i) (X, 7) eslocalmente compacto,

(ii) existe una base de 7, cuyos conjuntos son de clausura compacta,

(iii) paratodo K compactoy U < 7, tal que K C U, existe V € 7, tal que V' es compacto y
Kcvcvcl,

(iv) paracadazr € X yU € 7,td quex € U, exite V € 7, tal que V es compacto y
reVcVcl.

3.- Determinar en (R, 7,,5) un subespacio localmente compacto cuyo complementario no lo sea,
y dos subespacios |ocalmente compactos, cuya reunion no lo sea. ¢Es |localmente compacto €l
conjunto S = {(z,y) € Rz > 0} U{(0,0)} en (R?, 7,5)?

4.- La imagen continua y cerrada (y e cociente) de un espacio localmente compacto no es
necesariamente |ocalmente compacta

(i) en (R%, 7,,), sea A €l gje de abscisas. Se define larelacion de equivalenciaa ~ b s 'y sblo
s a,b € A. El espacio cociente no es localmente compacto y la proyeccion coordenada
es cerrada;

(i) laimagen continuay cerrada de un espacio localmente compacto es localmente compacta,
s f esperfecta;

(iii) lacondicion (ii) no es una condicion necesaria.
5.- Probar que un retracto de un espacio localmente compacto, es localmente compacto.

6.- Sea (X, Tx) un espacio locamente compacto y Ts, (Y, 7v) To y f: (X, 7x) — (Y, 7y) una
aplicacion continua, abiertay sobreyectiva. Probar que paracadacompacto K en (Y, 7y ), existe
un compacto C' en (X, 7x) tal que f(C) = K.

7.- Sea (X, 1) localmente compacto y paracadan € N, sea U, un abierto denso. Probar que
(U, esdensoen (X, 7).
neN
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8.- Sea (X, 7) un espacio localmente compacto y 75. Probar que puede ser embebido como un
G s-conjunto en algln espacio compacto y 5.

9.- Sea (X, 7) un espacio localmente compacto y 75 y dos conjuntosdiguntos A, B € C. Probar
que existe unafuncion continua f: (X, 7) — (R, 7,) tal que f(A) =0y f(B) = 1.

10.- En (X, 7), probar que si el cono de X eslocalmente compacto, entonces es compacto.

11.- Probar que en un espacio compacto y 75, cualquier subconjunto de complementario finito
es localmente compacto.

12.- Partiendo de un espacio compacto (X, 7), s serealizalaconstruccion delacompactificacion
por un punto. ¢Es el espacio resultante una compactificacion de (X, 7)?
13.- En € espacio (N, 74), Se pide

(i) probar que es un espacio |ocalmente compacto;

(ii) determinar una base de abiertos de la compactificacion de Alexandroff de (N, 745);

(iii) determinar los subconjuntos propios densos de dicha compactificacion.
14.- Sea (P, 745), donde P es el conjunto de los nUmeros primos, y sea (75, Tais) SU compactifi-
cacion de Alexandroff. Se pide

(i) determinar |os subconjuntos compactos de (P, 74;,) (respectivamente, (P, 74:,));

(ii) determinar |os subconjuntos de clausura compactaen (P, 7,;,) (respectivamente, (P, 7).
15.- Sean (X, 7x) e (Y, 7v) espacios localmente compactosy T y sea f: (X, 7x) — (Y, 7v)
una aplicacion propia (ver el problema 16 en 13.5). Se pide

(i) probar que las aplicaciones propias son las continuas, cuya prolongacion a los compactifi-
cados de Alexandroff es continua;

(i1) probar que cualquier aplicacion propia es cerrada;

(i) f eshomeomorfismo si y sblo si f esbiyectivay propia;

(iv) s (X, 7x) escompacto, f escontinuasi y solo si es propia;

(v) § (X, Tx) esun subespacio cerrado de (Y, 7y ), lainclusion natural es propig;

(vi)s (X,7x) = (Y, 7v) = (R, 7us), las aplicaciones f(z) = sin(x) y la constante igual a 1
No SoN propias.
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16.- Sean (X, 7x) e (Y, 7y) T,. Probar que la condicion necesaria'y suficiente para que una
aplicacion f: (X, 7x)— (Y, 7y) continua se extienda a la compactificacion de Alexandroff,
(X, 7x), esquelabase defiltro®B = {f(X — C) : C C X escompacto} converja

17.- Probar quelas compactificacionesde Alexandroff de dos espacios homeomorfos son homeo-
morfas. Sin embargo, dos espaci os pueden tener compactifi caciones de Alexandroff homeomor-
fas, sin ser ellos mismos homeomorfos.

18.- Sea (X, 7) compacto y T», y a € X un punto no aislado. Probar que la compactificacion
de Alexandroff de (X — {a},7) es (X, 7).

19.- Sea(X,7)y A C X. Probar que en general, lacompactificacion de Alexandroff de (A, 74)
no es un subespacio de la compactificacion de Alexandroff de (X, 7).

20.- Estudiar las compactificaciones de Alexandroff de los subespacios euclideos siguientes
[0,1), (0,1)U(2,3), N, R, {(z,y) €R?:2 € (0,1],y =0}, {(x,y) € R?:2?+y* < 1},
{(z,y) e R?: =1 <z <1}, {(+,3):ne N}, {(z,y) € R? : 2?2 +y* < 1} U {(0,1)},
{(z,y) eR?: 1 < 2% +y? < 2}.

21.- ¢Cuales de los siguientes subespaci os euclideos son compactificaciones (de cualquier tipo)
delabolaabierta ({(x,y) : 22 + 3 < 1}, Tus)?

{(my,2) a2 +y? + 22 =1} {(z,y) |2 < 1yl <3}, {(2,9,2) :2® +y° = 1,0 < 2 < 1},
{(z,y) r2a? +y* <1} {(2,y,2) 1 2? + 92 + 22 < 1)

22.- Sea A un subespacio de (X, 7) localmente compactoy 7. Sea (X, 7) su compactificacion
por un punto. Probar que A =A% y solo si A esta contenido en un subconjunto compacto
de (X, 7).

23.- Probar que (X x Y, 7y X 7y) nuncaes homeomorfoa (X x Y, 7x X 7y ).

24.- Probar que si un espacio es separable, su compactificacion de Alexandroff también lo es.

25.- Sea (X, 7) un espacio T,. Probar
() (X, 7) es completamente regular si y sdlo si admite una compactificacion;

(i) (X, 7) eslocalmente compacto s y solo admite una compactificacion y es un subespacio
abierto en cada una de sus compactificaciones;

(iii) (X, ) escompacto si y sblosi (X, 7) es su Unica compactificacion.
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Espacios conexos

La cuestion defijar ladefinicion apropiada de conjunto conexo en un espaci o topol 6gico general
fue un proceso complicado. Posiblemente, Weierstrass fue el primero que intentd dar una
definicion precisa, introduciendo el concepto de conexion por arcos; en su forma méas general,
su enunciado es el siguiente: “ A esconexo por arcossi y solo s paracadaz,y € A, existe una
imagen homeomorfa de [0, 1] en A, dela cual = e y son los puntos extremos” . Claramente, una
clase suficientemente amplia de espacios no contiene copias homeomorfas de segmentos, y por
lo tanto, esta definicion no puede aplicarse en general. Y aunque fuera aplicable, la definicion
no siempre coincide con la usada hoy en dia, excepto para conjuntos abiertos.

En 1883, Cantor aproximo €l problema de un modo completamente distinto: definié una
e-cadena entre dos puntos a y b, como un conjunto finito de puntos {zg, z1,...,x,} donde
a = z9, b = x, Yy d(zg,xp11) < &, paak € {1,...,n}. Y entonces establecit: “ A es
conexo, cuando dos puntos cualesquiera de A pueden unirse por una c-cadena en A, con ¢
suficientemente pequefio” . Como este concepto se basa en la nocion de distancia, no se puede
usar para espacios topolgicos generales. Pero, incluso en espacios métricos, la definicion
coincide con la usualmente aceptada sdlo si el conjunto considerado es cerrado y acotado: Q es
Cantor-conexo, pero no es conexo con la definicion de conexion actual; lo mismo sucede para
la hipérbolay sus asintotas.

El siguiente paso fuedado por Jordan enlasegundaediciondesu“ Coursd’ Analyse” en 1893,
donde definio: “ un conjunto cerrado y acotado es conexo si y solo si no se puede descomponer
como la union de dos conjuntos cerrados, no vacios y disuntos’. Procedi6 entonces a probar
que, en espacios euclideos, su definicion coincidia con lade Cantor. Laventaja de ladefinicion
de Jordan es que tiene sentido en un espacio general: aunque la hipbtesis de acotacion debe
eliminarse (y esto puede hacerse de modo sencillo), queda alin el hecho de que la unién de dos
cerrados es un conjunto cerrado, con lo que parece que la definicién sblo puede aplicarse a este
tipo de conjuntos. También se vi6 en esta época que una buena definicion de conexion para
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un conjunto abierto seriala no existencia de una descomposicion en dos conjuntos abiertos, no
vaciosy diguntos.

Ladificultad de extender esto a conjuntos arbitrarios |1egb en 1906, cuando Riesz considerd
el conjunto dado con su topologia relativa. De hecho, introdujo la relativizacion, para este
estudio particular. Riesz di6 dos definiciones de conexion, siendo la més fuerte la utilizada en
nuestros dias. Di6 también unaformulacion (sin usar relativizacion), que en 1911 fue propuesta
por Lennes: “ A esconexo s y sblo si para cualquier descomposicion de A en dos conjuntos B,
y B, no vaciosy disjuntos, o bien B; contiene puntos limite de B, o0 viceversa” .

En 1914, Hausdorff, evidentemente ignorando el trabajo de Riesz y Lennes, redescubri6
la definicion de Riesz por medio de la relativizacion, y procedid entonces a dar un desarrollo
sistematico de las propiedades de los conjuntos conexos. Es é e que introdujo el concepto de
componente como subconjunto conexo maximal.

¢Por qué la definicion de Riesz-Lennes-Hausdorff se aceptd? Larazon es, probablemente,
gue posee las propiedades siguientes. es general (con lo que puede aplicarse a subconjuntos
arbitrarios de espacios topol 6gicos cualesquiera); es un invariante topol 6gico; estanociony los
resultados obtenidos usandol a coinciden, en gran medida, con el concepto intuitivo de conexion;
es unadefinicion simple y dalugar a una amplia cantidad de resultados.

15.1 Espaciosy subconjuntos conexos

La conexion es una extension de la idea de que un intervalo de la recta real es de una pieza.
El problema de decidir cuando un espacio topoldgico es de una pieza, se resuelve decidiendo
cuando puede romperse en dos abiertos disuntos.

Definicion 15.1 Una separacion de un espacio topologico (X, 7) esta definida por un par de
abiertos U y V, diguntos, cuya union es X. Si uno de los dos abiertos es vacio, se dice que la
separacion estrivial.

Definicion 15.2 Un espacio topologico (X, 7) es conexo, si |a linica separacion que existe esla
trivial, y sediradisconexo en caso contrario. Y A C X esconexo, cuando |0 escomo subespacio.

Lema 15.3 En (X, 7) son equivalentes
(i) (X, 7) esdisconexo;
(i) existen F'y G cerrados disjuntos, no vacios, cuya union es X;
(iii) existe A un subconjunto propio de X, que es abiertoy cerrado ala vez;
(iv) existe A un subconjunto propio de X, de frontera vacia;

(v) existeuna aplicacion f: (X, 7) — ({0, 1}, 745) continua y sobreyectiva.
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Lemal154 S (X, ) esconexoy m», C 7, entonces (X, ) estambién conexo.

Lema 15.5 La conexion es una propiedad absoluta, en el sentidodequesi B C A C X, Bes
conexoen (X, 7)siysolosiloesen (A, 74).

Proposicion 15.6 En (X, 7),s Aesabiertoycerradoalavezy C esconexo, esnecesariamente
CCcAoCcCX—-A.

Ejemplos 15.7 En los espacios topol 6gicos conocidos, tenemos
1) el vacio y los puntos son conexos en cualquier espacio topol dgico;
2) cualquier espacio donde no existan abiertos (o cerrados) digjuntos es conexo;
3) en (X, Ting), todo subconjunto es conexo;
4) en (X, 74;5), 10s Gnicos conexos no vacios son |os puntos,

5en(X,74),s BNA={(, Besconexos y solosi sereduceaun punto, y en caso contrario
€S CONEXO;

6)en (X,74),ss BN A=, Besconexos y sblos sereduceaun punto, y en caso contrario
€S CONexo;

7)en (X, 7.r), Aesconexos y solo s esvacio, sereduce aun punto o esinfinito;

8) en (X, 7eoc), A €sconexo si y sdlo si esvacio, se reduce a un punto o es no contable;
9) en (R, 7x,;), todo conjunto es conexo;

10) en (R, 744 ), l0s Unicos conexos son el vacio y los puntos;

11) en (R, 75), los conexos son los interval os.

Definicion 15.8 Un espacio (X, 7) es totalmente disconexo si sus Unicos conexos son €l vacio
y los puntos.

Ejemplos 15.9 Los espacios discretos, larectaracional y e conjunto de Cantor, son g emplos
de espacios totalmente disconexos.

15.2 Propiedadesdela conexion

Teorema 15.10 La imagen continua de un conjunto conexo es conexo.

Observacion 15.11 Por lo anterior, la conexion es una propiedad divisible y productiva. Sin
embargo, no es una propiedad sumable.

Corolario 15.12 La conexion es una propiedad topol ogica.
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La conexion no es hereditaria, aungque existen algunos resultados parcial es en subespacios
Definicion 15.13 En (X, 7), Ay B sedicen mutuamente separadossi (AN B) U (AN B) = 0.

Teorema 15.14 En (X, 7), C esconexo S y solo s no existen A 'y B mutuamente separados y
no vacios, cuya union sea C.

Corolario 15.15 En (X, 7), s Ay B estan mutuamente separadosy C' €s un conjunto conexo
tal queC Cc AU B, entoncesC Cc A6C C B.

Respecto a uniones de conjuntos conexos, se comprueban las siguientes propiedades
Teorema 15.16 Dada unafamilia{C; : i € I} deconjuntosconexosen (X, 7), talesque existe
ip € IconC; N C;, # () paracadai € I, entonces su unidn es un conjunto conexo.

Corolario 15.17 En (X, 1), se verifica
(i) dada una familia {C; : i € I} de conjuntos conexos tales que (|C; # ¥, su union es un
conjunto conexo; !

(ii) si para cada par de puntos z,y € X existe un conjunto conexo C,, que los contiene,
entonces X es conexo;

(iii) dada una familia {C,, : n € N} de conjuntos conexostales que C,, N C,, ;1 # () para cada
n € N, entonces su unidn es un conjunto conexo.

Teorema 15.18 9 C' esconexoen (X, 7)y B C X estal que C C B C C, entonces B €s
conexo. En particular, la clausura de cualquier conjunto conexo es un conjunto conexo.

Teorema 15.19 El producto de espacios conexos es un espacio conexo si y solo si cada espacio
factor lo es.

Definicion 15.20 Sea (X, 7) un espacio topologico. Una cadena simple conectando |os puntos
a'y b esunafamiliafinita{U;,---,U,} C 7, td que

@acUyadgUpaai>1,
(b)beU,yb¢ U, paai < n,
QU NU;#0siysdlos |i —j| < 1.
Teorema 15.21 S (X, 7) esconexoy {U; : i € I} un cubrimiento por abiertos de X, entonces

para cada a,b € X, existe una cadena simple formada por elementosde {U; : © € I}, quelos
conecta.
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15.3 Componentes conexas

Se describen |as partes conexas maximales de un espacio topol 6gico

Definicion 15.22 En (X, 1), dado x € X, a mayor conexo C(z) que contiene ax se le llama
componente conexa del punto .

Lema 15.23 Las componentes conexas de (X, 7) constituyen una particion del espacio.
Teorema 15.24 En (X, 1) , las componentes conexas son conjuntos cerrados.

Proposicion 15.25 Sea (X, 7) un espacio topol ogico.
(i) (X, 7) esconexo s y solo si posee una Unica componente conexa (que es e espacio total);

(ii) (X, 7) estotalemente disconexo si y sOlo Si suS componentes conexas se reducen a puntos.

Proposicion 15.26 Sea (X, 7) un espacio topologico y C' una componente conexa. S A es
conexo, entoncesesA C CoAcC X —C.

15.4 Problemas

1.- Estudiar la conexion en larectareal.

2.- Probar que si A es un conjunto convexo en (R", 7,5 ), entonces es conexo. El reciproco no es
cierto.

3.- Sean (X, 7x) Y (Y, 7v) espacios conexosy A C X, B C Y subconjuntos propios. Probar
que X xY — (A x B)esconexoen (X x Y, 7x X 7y).

4.-Si Ay B sonconexosen (X, 7), probar que AU B esconexosi y sdlosi (ANB)U(ANB) # (.

5-SeaC conexoen (X, 7)y A C X. Probarquess CNA # 0 # Cn (X — A), entonces
Cn fr(A) #0.
6.- En (X, 7), probar

(i) @ interior, lafrontera, lainterseccion y la union de conjuntos conexos no tiene porque ser
un conjunto conexo;

(i) st A, B € 7 (respectivamente, A, B € C),y AN By AU B son conexos, entonces Ay B
SON CONEXOS.
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7.- Dado (X, 7) conexo, s 7' C 7 C 7", estudiar laconexion de (X, 7') y (X, 7").

8.- Sea f: (X, 7x)— (Y, 7y) continuay (X, 7yx) conexo. Probar que el grafo de f es conexo
en(X X KTX X Ty).
9.- Sea f: (X, 7x) — (Y, v) continua. Con las notaciones obvias, probar

(i) paracadaz € X, f(C(x)) C C(f(x));

(i) s f es un homeomorfismo, f induce una correspondencia biyectiva entre e conjunto
de las componentes conexas de (X, 7x) y € delasde (Y, ), siendo homeomorfas las
componentes conexas correspondientes;

(iii) si B una componente conexaen (Y, 7y ), entonces f~!(B) es una union de componentes
conexas. En particular, s f~!(B) es conexo, sera una componente conexa.

10.- Sea {(X;, 7;) }:e; unafamilia de espacios topoldgicosy (X, 7ry.) su producto. Probar que
C' es una componente conexa en (X, 7r,.) Sl y solo si es un producto de componentes en cada
uno de los espacios factores.

11.- Unconjunto abierto, cerrado y conexo en un espacio topol dgico, es unacomponente conexa.

12.- S (X, 1) esconexo y existe f: (X, 7) — (R, 7,5) continuay no constante, entonces X es
no contable.

13.- S (X, 7) esconexoy T; con més de un punto, entonces X es infinito.
14.- Sea (X, 7) un espacio topoldgico, ~ unarelacion de equivalenciasobre X y laproyeccion
natura p: (X, 7) — (X/ ~, 7). Probar

(i) s (X/ ~, 7~) esconexoy todo conjunto abiertoy cerrado alavez en X essaturado, entonces
(X, T) esconexo;

(i) s toda clase de equivalencia es conexa en (X, 7), entonces B es una componente conexa
en (X/ ~,7.),s ysolos p~'(B) esunacomponente conexaen (X, 7);

(i) s (X/ ~, 7.) esconexoy toda clase de equivalenciaes conexaen (X, 7), entonces (X, 7)
€S CONexo;

(iv) s ~, eslareacion de equivalencia sobre X cuyas clases son las componentes conexas,
entonces (X/ ~, 7~,) es totalmente disconexo.
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15.- S (X, 7) esconexoy k € N, z sellama un punto de corte de orden k, s X — {x} posee
exactamente & componentes conexas. Se pide

(i) probar que el nimero de puntos de un orden fijado es un invariante topol dgi co;
(ii) en larectareal, ¢qué tipos de puntos de corte poseen losintervalos [0, 1], (0,1] y (0,1)?
(i) s n > 1, (R, 7,5) posee un punto de corte de orden 1. Deducir que (R™, 7,5) Y (R, Tus)
no son homeomorfos.
16.- Se pide probar
(i) s (X, 7) estotalmente disconexo, entonces 7.,¢ C T;
(i) ladisconexion total es una propiedad hereditariay productiva;

(iii) laimagen continua de un espacio totalmente disconexo, no es necesariamente totalmente
disconexa;

(iv) un espacio (X, ) compacto y T» es totalmente disconexo s y solo si dados dos puntos
x #y € X, existe un subconjunto A abiertoy cerrado alavez, ta quex € Aey & A.
17.- Se dice que un espacio (X, 7) es O-dimensional, si posee una base 5 de 7, formada por
conjuntos abiertosy cerrados alavez. Se pide

(i) estudiar si son O-dimensionales los siguientes espacios. (X, 7ina), (X, Tais), (R, Tsor),
(R, Tus)s (Q, Tus)s (I, Tus), € conjunto de Cantor;

(ii) probar que la O-dimensionalidad es hereditariay productiva;

(iii) laimagen continua de un espacio O-dimensional, no es necesariamente O-dimensional;
(iv) un espacio 0-dimensional es o indiscreto o disconexo;

(V) un espacio O-dimensional y T} es totalmente disconexo;

(vi) €l reciproco de (v) no escierto, para probarlo estudiar €l g emplo de Knaster y Kuratowski:
sean ¢ e conjunto de Cantor, A C € € conjunto de los puntos finales de los intervalos
abiertos que se eliminan en la construccion del conjunto de Cantor (ver €l apartado 18.2)
yB=¢— A Seap = ( € R? y paracadax ¢ ¢, sea L, e segmento de linearecta
queunepy (x,0). Sea

2’2>

{{(3/11/2)€L typ € QY Sz e A,
{(v1,92) y, €I} sazeB.

Se considera el conjunto & = | JL}. El subespacio euclideo (8, 7,5) €s conexo. Sin
ze€
embargo, (R — {p}, 7.s) €s totalmente disconexo y no es O-dimensional;
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(vii) un espacio topol bgico localmente compactoy 75 esO-dimensional si y sdlo s estotalmente
disconexo.

18.- Probar las siguientes propiedades

HsY =({0}xR)URx {0}y f: (R, 7us) — (Y, 7us) €SCONtinuay sobreyectiva, entonces
£71((0,0)) debe contener al menos tres puntos;

(ii) sl f:(S', 7us) — ([0, 1], 7s) €S cONtinua'y sobreyectiva, entonces paracadac € (0,1), e
conjunto f~!(c) debe contener mas de un punto.

19.- Probar que no son homeomorfos los siguientes pares de espacios
(I)([0,1],7us) ¥ (R, 7s);
(i) (R, 7ys) Y (R™, 7,5) paran > 1;
(iii) ([0, 00), 7us) ¥ (R, 7us);
(iv) ([0, 1], 7us) ¥ (S', 7us);
(V) (SY, 7us) Y (S, 7s) paran > 1.

20.- Probar que ningunaimagen continuade larectarea (R, 7,,;), puede representarse como una
sumadisunta (X; U X,, 7x), donde X; # 0 # Xo.

21.- Seaunaaplicacion f: (R, 7,s) — (Q, 7, ). Probar que f escontinuasi y sblosi esconstante.

22.- En un espacio topologico (X, 7) se define larelacion binariaz ~ y, Sl no existe ninguna
descomposicion de X en dos abiertos digjuntos, uno de los cuales contieneax y €l otroay. Se
pide
(i) probar que ~ es unarelacion de equivalencia sobre X: las clases de equivalencia Q(x) se
[laman casi-componentes,

(i) probar que cada casi-componente es la interseccion de todos los conjuntos abiertos y
cerrados que contienen a un elemento dado;

(iii) probar que paracadax € X esC(z) C Q(x) y toda casi-componente es una union de
componentes;

(iv) una casi-componente abierta es una componente conexa;
(V) si (X, 7) escompactoy T5, entonces paracadazr € X, esC(x) = Q(x);
(vi) se consideran los subconjuntosdeR?: L; = R x {1}, Ly = R x {—1} y paracadan € N,

el rectangulo R,, = {(a:,y) eER?:|z] <,y < %} SeaY =Ly ULy U (|JRn).
n neN
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Probar que en (Y, 7,,s) lacomponente de (0, 1) es L y su casi-componente es L; U L.

23.- Sea (X, 7) localmente compacto y 7> con un nimero finito de componentes conexas no
compactas. Probar que su compactificacion de Alexandroff ()7 ,T) esconexa. En particular, si
C' es una union finita de interval os abiertos de la recta real, su compactificion de Alexandroff
(C',7ns) € cOnexa.

24.- Dado (N, 74;5), determinar la componente conexa del punto oo en su compactificacion de
Alexandroff (N, 74;).

25.- Sl un espacio (X, 7) es conexo, ¢es su compactificacion de Alexandroff conexa?

26.- En un espacio topolbgico compacto, donde las componentes conexas son abiertas, probar
que sblo hay un nimero finito de componentes conexas.

27.- Sea (X, d) un espacio métrico conexo dediametro §(X) = sup{d(a,b) : a,b € X} infinito.
Probar queen (X, d) todaesferaS(a,c) = {r € X : d(a,z) = ¢}, dondea € X ye > 0,esno
vacia.

28.- Probar que (R™*! — S, 7,,,) NO s conexo.

29.- Sea U un subconjunto conexo de (R", 7). Probar que el conjunto de las componentes
conexases numerable. Cualquier subconjunto abierto de R esunareunion, alo sumo numerable,
de interval os abiertos diguntos.

30.- Sea (X, 7) un espacio 7). Probar que cualquier conjunto conexo no trivial es denso en si
mismo, es decir, no contiene puntos aislados.

31.- En este problema se trata de estudiar alguna de las aplicaciones de la conexion

(i) teorema del valor intermedio: s f: ([a, b], Tus) — (R, 7s) €S una aplicacion continua, f
tomatodos | os valores entre dos cual esquiera de su imagen;

(ii) teoremadel puntofijo: si f: ([0, 1], 7.s) — ([0, 1], 7.5 ) €SuUnaaplicacion continua, entonces
existex € [0, 1] tal que f(z) = z;

(iii) sean (X, 7x) e (Y, 1v) espacios homeomorfos. Probar que cualquier funcion continua
h: (X, 7x)— (X, 7x) posee un punto fijo s y sdlo s toda &: (Y, 7v) — (Y, /) con-
tinua posee un punto fijo. Deducir que s f: ([a, b], Tus) — ([a, b], Tus) €S uUna aplicacion
continua, entonces posee un punto fijo;

(iv) teoremadel puntofijodeBrouwer: todaaplicacioncontinuaf: ([0, 1], 7,s) — ([0, 1], 7us)
posee un punto fijo;
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(v) teorema de Borsuk-Ulam: s f: (S*, 7,s) — (R, 7,5) €S continua, existen un par de puntos
antipodales z, —z € S! talesque f(z) = f(—=z).

32.- Sea (X, 7) unespacio T, y {C,, : n € N} unafamilia de conjuntos compactos no vacios,
conexos y encajados. Probar que la interseccion de estos conjuntos es un conjunto no vacio,
compacto y conexo.

33.-Sedicequef: (X, 1) — (R, 7,5) eslocalmente constantesi paracadazr € X existeU, € T,
tal que x € U,, y larestriccion de f a U, es constante. Si (X, 7) es conexo, probar que toda
aplicacion continuay localmente constante es constante.

34.- Probar

(i) (X, 7) esconexo s y sblo si paracualquier funcion continua f: (X, 7) — (R, 7,5), f toma
cualquier valor entre dos cualesquiera de su imagen;

(i) si (X, 7) esconexo, normal y 7 y X tiene a menos dos puntos, entonces X tiene al menos
el cardina deR;

(iii) s (X, d) esun espacio métrico separable y conexo, o bien X se reduce a un punto o bien
tiene el cardina del R.

35.- Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios conexos, A C X novacioy f:(A,74) — (Y, 7y) una
funcion continua. Probar que €l espacio de adjuncion (X Uy Y, 7) es conexo.

36.- Un teorema de Darboux: sea I un intervalo abierto de Ry f: (1, 7.s) — (R, 7,s) una
plicacion derivable. Sea A = {(z,y) € I x [ : x < y}. Sepide:

(i) probar que A es una parte conexade (R?, 7, );

(i) para (. ) € 4, sea(z. ) = L=, probr quey(4) < (1) < 51

(iii) probar que f’(I) esun intervalo. Este resultado significa que la derivada de toda funcion
derivable posee la propiedad del valor intermedio.

37.- Probar quenoexisteningunafuncioncontinua f: (R, 7,s) — (R, 7,5), tal que f(Q) C R—Q
yf(R-Q)cQ.
38.- Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Probar que son equivalentes

(i) laadherencia de todo conjunto abierto es un conjunto abierto;

(i) dados Uy, U, € 7 diguntoses U; N U, = 0.
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Un espacio verificando cual quiera de estas propiedades se dice extremamente disconexo. Probar
gue un espacio extremamente disconexo es total mente disconexo.

39.- Sea X un conjunto totalmente ordenado provisto de latopologia del orden. Se pide

(i) probar que (X, 7,.4) €s conexo s y sblo s todo conjunto A C X no vacio y acotado
superiormente admite una cota superior, y para cada z,y € X, x < y, € intervao
(x,y) ={z € X : 2 < z < y} esno vacio;

(i) s (X, 7,.q) €S conexo, probar que un conjunto A C X esun intervalo si y solo s para
r,y € X,conzx <y, es(z,y) C A;

(iii) probar que las partes conexas de (X, 7,,.4) son losintervalos de X .

40.- Sean (M, )y (M, 1) dos variedades topologicas de dimension n y conexas. Sean
U; C M; subconjuntos homeomorfos a bolas abiertas euclideas de un cierto radio fijado . En
cadaconjunto U; seconsidera B;, e subconjunto correspondiente bajo el citado homeomorfismo
alabola abierta de radio /2. Elegimos un homeomorfismo o: (fr(By), 71) — (fr(Bs), 2)
(que existe porque ambas fronteras son homeomorfas alaesferaS" ). Si M! = M; — B;, se
define el espacio cociente de la suma disunta (M LI M, 1), identificando cada g € fr(B;)
consuimageno(q) € fr(Bs2). El cociente resultante sellamalasuma conexade M, y M,y se
denota por (M;8M,, 71 2). Geométricamente, la suma conexa se obtiene cortando una pequefia
bola abierta de cada una de las variedades y pegando |os espacios resultantes, a travées de sus
esferas frontera. Aunque la definicion de (M;8M,, 7 ») depende, a priori, de varias el ecciones
(los conjuntos B; y e homeomorfismo o) se puede probar que diferentes decisiones dan lugar a
sumas conexas homeomorfas. Se pide probar

(i) s (M1, 7)Yy (M,, 1) son variedades de dimension n y conexas, cualquier suma conexa
(Mi8Ms5, 1 2) es unavariedad de dimension n y conexa;

(i) s (M, ) esunavariedad, (MS", ') eshomeomorfaa (M, 7);

(iii) lasuma conexa (T?4 (™. T2, 7,.,) es €l toro de n agujeros o esfera de n asas; esta (ltima
nomenclatura se debe a que, de hecho, esta superficie es homeomorfa a la suma conexa
(ST M) 4T2, 7,,), y cadatoro afiadido parece un asa pegada a la esfera base;

(iv) se verifican las siguientes propiedades, que permiten clasificar |as superficies compactas y
conexas en (V)

(a) labotella de Klein es homeomorfa ala suma conexa (RP2RP?, 7,,);
(b) lasuma conexa (T?4RP?, 7,,) es homeomorfaa (RP*RP?4RP?, 7,,);
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(v) clasificacion de superficies compactas: sea (M, 7) una superficie conexa y compacta.
Entonces (M, 7) es homeomorfa a una de las siguientes
(a) unaesfera (S?, 7,5);
(b) una suma conexa (T?4 (™). 4T2, 7,,,);
(c) unasuma conexa (RP2f (™). 4RP? ) 7,,,).

41.- La circunferencia doble de Alexandroff: se consideran en e plano dos circunferencias
concéntricas

Cr={(z,y) eR*:2® +y* =1} 'y Co={(z,y) e R?: 2 +y* =4}.

Sea X = C,UC5,. Sedenotapor p: C; — Cy, laproyeccion radial, esdecir, laproyeccion de C
sobre C, através del punto (0,0). Sobre X se define unatopologia 7, tomando como subbase
lafamilia

o={{z}:2€ C} U{U(2): ke N,z € C'},

donde Uy (z) = Vi(z) Up(Vi(z) — {z}), silendo V. (z) el arco de C; de centro e punto z y
longitud +. El espacio (X, 7) se llama circunferencia doble de Alexandroff o espacio de las
circunferencias concéntricas. Probar

() C5 esun subespacio discreto de cardinal ¢, abierto y denso en (X, 7);
(i) ¢, escompactoen (X, 7);

(iii) (X, 7) es T3, compacto, C;, de Lindel of;

(iv) (X, 7) esno Cpy, no separable;

(V) (X, 7) esno metrizable, a pesar de ser la unidn (no digunta) de dos de sus subespacios
metrizables,

(vi) las componentes conexas de (X, 7) son C; y cada uno de los puntos de Cs.

42.- Sobre ([0, 1], 7,5), Se consideralarelacion de equivalencia
rRysysolos z,y € {O,%}.
Se pide probar
(i) s p: ([0, 1], 7us) —([0,1]/R, Tr) €s la proyeccion canbnica, probar que es cerrada 'y no
abierta;
(iiyseaJ = {1} x [0,1]y (X = S' U J, 7,,); entonceslaaplicacion f: ([0, 1], 7us) — (X, Tus)
dada por
(1) = (cos(4mt),sin(4nt)) St <
11,2t 1) sit>

D[ =0 [ =
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es continuay cerrada;

(iii) f: ([0, 1], Tus) — (X, 7ys) induce un homeomorfismo entre los espacios ([0, 1]/ R, 7r) Y
(X Tus);

(iv) deducir que ([0, 1]/ R, Tr) €s Ty, compacto y conexo.

43.- La topologia de los circulos tangentes: sobre ([0, 1], 7,s), Se considera la relacion de
equivalencia

S 1
xRyy Siysolos x,y € {0,5,1}.
S S* = {(z,y) € R?: (x +2)% + y? = 1}, se pide demostrar que ([0, 1]/ Ry, Tr,) €S homeo-
morfo a (S! U S*, 7,,), ¥ por lo tanto es 75, compacto, conexo y se puede identificar con la
compactificacion de Alexandroff de ((0, U3, 1), Tus).
Sobre R se considera latopologia 7* C 7, definida a considerar 1os entornos usuales en los
puntos = # 0 y como entornos del O

NMo={NeN:3e>0,6 <0:(—00,6)U(e,00) C N}.
Sepide
(i) probar que (R, 7*) es compacto y T;
(iiydados S = {(z,y) e R*: (z +1)*+¢y* =1}y T = {(z,y) e R?: (x — 1)* +y* = 1},
se define una aplicacion f: R — S U T' geométricamente, del modo siguiente
(a) seidentificaR conR x {0} C R?,

(b) se levanta el intervalo (—oo, —2] en la semirrecta vertical L = {—2} x [0, c0) por
rotacion de centro el punto (—2,0),

(c) cada punto de L se transforma, por una inversion de polo (0,0) en un punto del
semicirculo S* (esdecir, un punto de L setransformaen lainterseccion de S con la
recta pasando por dicho punto y el origen de coordenadas),

(d) cada punto de [—2, 0] se proyecta sobre el semicirculo S,
(e) cadapunto de [0, 2] se proyecta sobre el semicirculo 7,

(f) lasemirecta [2, co) setransformaen larectavertical L* = {2} x [0, co) por rotacion
de centro (2, 0),

(9) los puntos de L* se transforman por una inversion de polo (0, 0) en los puntos del
semicirculo T;

escribir explicitamente laaplicacion asi definiday probar que es unabiyeccion de R sobre
TUS,

(iii) probar que f es un homeomorfismo entre los espacios (R, 7) y (S U T, 7ys);
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(iv) probar que ([0, 1]/ Ry, Tr,) €s homeomorfo a (R, 7*);
(v) probar quesi a # 0, € subespacio (R — {a}, 7*) es conexo;
(vi) probar que la sucesion {(—1)"n},cn, convergeaOen (R, 7%);

(vii) probar que la aplicacion g: (R, 7,,) — (R, 7*), definida por g(0) = 0y g(z) = 1, es
continua.
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Otras clases de conexion

16.1 Conexion por caminos

Laconexion esunapropiedad dificil de manejar, al tratarse de una propiedad en sentido negativo
(no existe una disconexion...). Laconexion por caminos posee la ventgja de ser una propiedad
algebraica y en sentido positivo.

16.1.1 Espaciosy conjuntos conexos por caminos

Definicion 16.1 Dado un espacio topologico (X, 7), un camino en X esunaaplicacion continua
0:([0,1], 7us) — (X, 7). Si0(0) =ayo(l) = b, sediceque o esun camino dea ab.

Definicion 16.2 (X, 7) es conexo por caminos, s paratodo par de puntos a,b € X existe un
camino quelosune. A C X esconexo por caminos, Si el subespacio (A, 74) lo es.

Teorema 16.3 S (X, 7) €S conexo por caminos, es Conexo.

Contragemplo 16.4 El reciproco no es cierto: la curva seno topologico es el subespacio del
plano euclideo (A = ((—o0,0] x {0}) U {(a:, sin(1)) : x> O} , Tus) QUE €S CONEXO, PeEro No es
CONExXo por caminos.

Ejemplos 16.5 Algunos g emplos de espacios conexos por caminos son
1) los espacios indiscretos son conexos por caminas,

2) en (R, 7,5), los conexosy los conexos por caminos coinciden;

141
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3)en(R", 7,5),5 A CR"”

(a) s A esconexo y abierto, es conexo por caminos;
(b) si A es convexo, es conexo por caminos;

(c) st Aescontabley n > 1, R" — A es conexo por caminos.

16.1.2 Propiedades

Teorema 16.6 Laimagen continua de un espacio conexo por caminos, es conexa por caminos.

Observacion 16.7 Por lo tanto, la conexiobn por caminos pasa a cociente. Pero, no es una
propiedad hereditaria.

Teorema 16.8 La conexion por caminos es una propiedad topol bgica.

Teorema 16.9 El producto de espacios topol 6gicos es conexo por caminos s y solo s cada
espacio factor lo es.

16.1.3 Componentes conexas por caminos

Se define sobre (X, 7) larelacion binariax ~ y si 'y sblo si existe un camino en X queune x €
Y.

Lema 16.10 ~ esunarelacion de equivalencia sobre X.

Definicion 16.11 Las clases de equivalenciapor esta relacion son |as componentes conexas por
caminosde (X, 7).

Proposicion 16.12 En (X, 7), la componente conexa por caminos de un punto x, ¢(x), es €
mayor conjunto conexo por caminos en (X, 7) quelo contiene,

Proposicion 16.13 En (X, 7), paracadax € X, esc(z) C C(z).
Contragjemplo 16.14 En general, no se dalaigualdad: parala curva seno topologico (A, 7,s)

en e contragiemplo16.4, y para € punto (0,0), la componente conexa es C'(0,0) = Ay la
componente conexa por caminos es ¢(0,0) = (—oo, 0] x {0}.
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16.2 Conexion local y conexion local por caminos

16.2.1 Definicion y propiedades

Definicion 16.15 (X, 7) eslocalmente conexo (respectivamente, |ocal mente conexo por cami-
nos), si cada punto de X posee unabase local formada por conjuntos conexos (respectivamente,
conexos por caminos). A C X eslocamente conexo (respectivamente, localmente conexo por
caminos), si el subespacio (A, 74) loes.
Lema 16.16 En (X, 7) son equivalentes

(i) (X, 1) eslocalmente conexo (respectivamente, local mente conexo por caminos);

(ii) existe una base (5 de 7 formada por conjuntos conexos (respectivamente, conexos por
caminos);

(iii) paracada U € 7, las componentes conexas (respectivamente, componentes conexas por
caminos) en U son abiertas.

Corolario 16.17 S (X, 7) es localmente conexo, para cada x € X, la componente conexa
C(z) esabiertay cerrada a la vez

Corolario 16.18 S (X, 7) eslocalmente conexo por caminos, paracadax € X, lacomponente
conexa por caminos c(x) es abierta.

Proposicion 16.19 S (X, 7) eslocalmente conexo, es localmente conexo por caminos.

Contragjemplo 16.20 El reciproco no es cierto; sea el espacio

X_[o,l]x{O}u({%:neN}><[0,1]>u<[0,1]><{lzneN}).

n

(X, 7us) s locamente conexo en (0,0), pero no es localmente conexo por caminos en dicho
punto.

Ejemplos 16.21 Algunos gjemplos de estas propiedades locales son
1) (X, mina) €slocalmente conexo y localmente conexo por caminos;
2) (X, 74i5) €slocalmente conexo y localmente conexo por caminos;
3) (R, 7,5) eslocalmente conexo y |ocalmente conexo por caminos;
4) (R, 7.,s) €slocalmente conexo;

5) la curva seno topol 6gico no es localmente conexa ni localmente conexa por caminos,
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6) €l espacio peine (P, 7,), donde P = (({% :n eN}U {O}) x [0, 1]) U ([0,1] x {0}), no
eslocal mente conexo ni localmente conexo por caminos en los puntosde {0} x [0, 1] (ver
el problema 13 en 16.3).

Proposicion 16.22 S (X, 7) es localmente conexo (respectivamente, localmente conexo por
caminos) y U € 7, entonces (U, 7iy) es es localmente conexo (respectivamente, localmente
CONEXO por caminos).

Proposicion 16.23 Los cocientes de espacios|ocal mente conexos (respectivamente, local mente
conexospor caminos) son local mente conexos (respectivamente, |ocal mente conexospor caminos).

Proposicion 16.24 La imagen continua y abierta de un espacio localmente conexo (respecti-
vamente, localmente conexo por caminos) es localmente conexo (respectivamente, localmente
CONexo por caminos).

Contragemplo 16.25 La conexion local no se preserva bajo aplicaciones continuas. la apli-
cacion 1g: (Q, 74:5) — (Q, 7,5) €S continua, sobreyectiva 'y no abierta. El primer espacio es
localmente conexo y & segundo no.

La conexion local se comporta Unicamente bien para productos finitos esencialmente, de
acuerdo con € siguiente teorema

Teorema 16.26 Sea {(X;, 7;) };c; una familia de espaciosy (X, 7r,.) Su producto. Entonces,
(X, 7ryc) €s localmente conexo (respectivamente, localmente conexo por caminos) si y solo
s paracada: € I, (X;,7;) eslocalmente conexo (respectivamente, localmente conexo por
caminos) y todos los (X, 7;), salvo a lo mas una familia finita son conexos (respectivamente,
CONExos por caminos).

16.2.2 Relacion con la conexion y la conexion por caminos

Teorema 16.27 S (X, 7) es conexo y localmente conexo por caminos, entonces es conexo por
caminos.

16.3 Problemas

1.- Probar |os siguientes espaci 0S Son conexos por caminos
(i) los espacios indiscretos,
(i1) las n-variedades conexas;

(iii) el conoy la suspension de un espacio (X, 7).
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2.- En (X, 1), probar que la union de cualquier familia de conjuntos conexos por caminos con
un punto en comin, s un conjunto conexo por caminos.

3.- Probar que un espacio totalmente disconexo y localmente conexo, es discreto.
4.- Si (X, 1) eslocalmente conexo, probar quetodo abierto esunion disjuntade abiertos conexos.
En particular

(i) en (R, 7,5), todo abierto es union digunta de una familia contable de interval os abiertos;

(i) en (R™, 7,5), S A es abierto, entonces es conexo sl y solo si A es conexo por caminos.
5.- Sea (X, 7) locamente conexoy 7' C 7 C 7" ¢Es (X, 7') locamente conexo? ¢y (X, 7")?

6.- Sea (X, 7) locamente conexo, A C X y C' una componente conexa de A. Probar que
C=Cn Ay fr(C) C fr(A). Si A escerrado, entonces fr(C) = C N fr(A).

7.- Sea(X, ) localmente conexoy no compacto. Probar que su compactificacion deAlexandroff
(X, 7) esconexas y solo si ninguna componente conexa de (X, 7) es compacta.

8.- Sea (X, 7)Yy A, B cerrados|ocalmente conexos. Probar que A U B eslocalmente conexo. S
A'y B no son cerrados, esta propiedad no es cierta en general. La union arbitraria de cerrados
local mente conexos, no es necesariamente |ocal mente conexa.

9.- Si X esfinito, entonces &l espacio (X, 7) eslocalmente conexo.

10.- Probar que el toro de dimension n, (T", 7,,), y € espacio proyectivo real de dimension n,
(RR™, 7,5), SOn localmente conexos.

11.- Parar > 0, sea €l espacio euclideo (S, = {(z,y) € R? : 22 + y? = r?}, 7,,) Y € espacio

suma topologica (| J S, 7s;). Estudiar la conexion, la conexion local y la conexion local por
r>0

caminos en este espacio.

12.- Sea f: (NU {0}, 7s) — ({0} U{L : n € N}, 7,,,), dadapor £(0) = 0y f(n) = 1. De
mostrar que f es continua, su dominio es localmente conexo y su rango no.

13.- Estudiar laconexion local y laconexionlocal por caminosdel espacio peine, (P, 7,5), donde
P=(({:neN}yu{0}) x [0,1]) U([0,1] x {0}). Ademés, se pide
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(i)ss A = {0} x (0,1), estudiar la conexion local del subespacio (P — A, 7,s) en los puntos
(0,1) y (0,0), y laconexion local por caminos en €l punto (0, 0);

(i) sea B e conjunto B = {(0,y) € P : y # 0,y # ~,n € N}. Estudiar laconexiony la
conexion por caminosde (P — B, 7,5), laconexion local enlospuntos (0,1) y (0,0),y la
conexion local por caminos en el punto (0, 0).

14.- Sea C' una componente conexade U € 7 en un espacio localmente conexo (X, 7). Probar
que fr(C) C fr(U) c X —U.

15.- En (R?, 7,,5) Se consideran los conjuntos siguientes

A={(z,y) eR*: 2> +¢y* =1,y >0}, B={(z,y) eR*: -1 <2 <0,y =0},

C:{(x,y) cER?*:0<z < l,y—%sin<z>}, D={(z,y) €R*: (x —1)* +y* =1}.
x
Se pide

(i)s X = Au B UC, probar que (X, 7,5) €S cOnNexo por caminos, pero no es localmente
CONEXO por caminos;

(i)sY =AUBUCUD, probar que (Y, 7,.5) es localmente conexo por caminos.
16.- Si < esel orden lexicogréfico sobre [0, 1] x [0, 1] y 7,4 €slatopologia del orden asociada,

probar que ([0, 1] x [0, 1], 7,-4) €S un espacio conexo Yy localmente conexo, pero No es ni conexo
por caminos ni localmente conexo por caminos.

17.- Sea (X, 7) un espacio topologico en el que las clausuras de dos puntos cualesquiera se
cortan. Probar que (X, 7) es conexo por caminos.

18.- Probar que, a contrario delo que sucede con laconexibn, laclausura de un conjunto conexo
jpor caminos no es en general conexa por caminos.
19.- Sea (X, 7) un espacio topologico. Se pide

(i) s (X, 7) eslocalmente conexo, las componentes y las casi-componentes (ver el problema
22 en 15.4) coinciden sobre |os conjuntos abiertos,

(i) (X, 7) eslocalmente conexo si y solo s |as casi-componentes sobre cada conjunto abierto
son abiertas,

(iii) probar que el espacio (Y, 7,s) del apartado (vi) del problema 22 en 15.4, no es|localmente
CONexo.
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20.- Seconsiderael espacioescoba (£, 7, ), donde E esel subespacio deR? formado por launion
de los segmentos cerrados que unen e origen de coordenadas con los puntos {(1, =) : n € N},

junto con el segmento {0} x (3, 1]. El espacio escoba cerrado (E, 7,,) tiene como espacio base
E = EU ({0} x (0,1]). Se pide probar

(i) (E,7us) Y (E,74s) SON CONEXOS;
(i) ni (E, 7,,) ni (E,7,s) son localmente conexos,

(iii) (E, Tus) €S CONEXO por caminos, pero (E, 7,5) nolo es.
21.- Sea (A, 7,,) € subespacio de R?, donde

A={(r,y) eR?*: 2 e R-Q,y >0} U{(z,y) eR* 12 € Q,y < 0}

Probar que (A, 7,5) €S conexo, no es localmente conexo y no es conexo por caminos.
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Tema XVII

Homotopia de aplicaciones

El problema central de la Topologia es € de decidir si dos espacios topolbgicos son 0 no
homeomorfos. En Topologia Algebraica, se usa € siguiente modelo de procedimiento para
solucionar este problema: dado un espacio topologico X, se le asocia un objeto algebraico
A(X), demodo quesi Y esotro espacio homeomorfoa X, el objeto algebraico A(Y') adjudicado
aY por el mismo procedimiento, resulta ser isomorfo a A(X). Esdecir, A(.) eslo que sellama
un invariante topologico. Asi, estos objetos algebraicos permiten detectar cuando estos dos
espacios topol bgicos no son homeomorfos, si los invariantes asociados a uno y a otro no son
isomorfos. Se pasa de objetos topol 6gicos a al gebraicos, porgque estos Ultimos son mas sencillos
de mangjar.

LaHomotopia, que se introduce a continuacion, es el invariante topol 6gico mas conocido y
utilizado.

17.1 Homotopia de aplicaciones

Definicion 17.1 Sean (X, 7x) e (Y, 7y) espacios topologicosy A C X, eventualmente vacio.
Si f,g:(X,7x) — (Y, 7y) son aplicaciones continuas, tales que f|41 = g|a, Sediceque fy g
son homotopas relativamente a A, si existe H: (X x [0, 1], 7x X 7,s) — (Y, 1) continua, tal
que

(i) H(z,0) = f(x), paracadaz € X,
(i) H(z,1) = g(x), paracadaz € X,
(iii) H(z,t) = f(z) = g(z), paracadax € Ayt € [0, 1].

149
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Seexpresadel modo H : f ~ g(rel A). Si A=), seescribe H : f ~ g,y sediceque fy g son
homotopas (o libremente homotopas).

Observacion 17.2 Si parat € [0, 1] sedefine laaplicacion continua hy: (X, 7x) — (Y, 7v) por
hi(x) = H(x,t), lahomotopia H dalugar aunafamilia uniparamétrica {h; }+cjo,1) de funciones
continuas, transformando (de manera continua) ho = f en h; = g. h; puede pensarse como la
deformacion en el instante .

Ejemplos 17.3 Parailustrar esta definicion

(i) dadaslasfunciones f, g: (R, 7,s) — (R?, 7,5 ), definidaspor f(z) = (z,2%)y g(z) = (x, z),
laaplicacion H: (R x [0, 1], Tys X Tus) — (R?, 7,s) dadapor H (x, t) = (z, 2> —tz?*+tx),
es una homotopia entre ambas;

(i) lafuncion f: ([0, 1], Tus) — (R? — {0}, 7us), f(s) = (cos(27s), sin(27s)), s homotopa a
laaplicacion constante (1,0),y H: [0, 1] x [0, 1], Tus X Tus) — (R* — {0}, 7., ), dada por
H(s,t) = (cos(2mst), sin(2mst)) es una homotopia entre ambas.

Observacion 17.4 El gemplo (ii) prueba que €l camino cerrado f arededor del origen, es
homotopo en (R? — {0}, 7,s) @ un camino constante. Luego, €l establecer cuando un camino
cerrado en (X, 7 ) eshomotopo a una constante, no basta para detectar agujerosen (X, 7x). La
solucibn a este problema, que veremos mas adelante, sera considerar homotopias de caminos,
gue dejan los extremos de la deformacion fijos.

Teorema 17.5 Lahomotopia(rel A) esunarelacion deequivalencia sobreel conjunto C'(X,Y)
de las aplicaciones continuas de (X, 7x) en (Y, 7y).

Asi, se puede hablar de clases de homotopia (rel A), de aplicaciones continuas de (X, 7x)
en (Y, 7y). Sedenota por [f]4 (respectivamente, por [f], s A = () la clase de homotopia
de f(rel A). Y [X,Y]4 (respectivamente, [X,Y], ss A = () eslafamilia de dichas clases de
homotopia.

17.2 Propiedades dela homotopia

Proposicion 17.6 Sean (X, 7x), (Y,7v) y (Z,77) espacios topologicos, A € X, B C Yy
fo, i (X, 7x) — (Y, 7v) ¥ 90, 01: (Y, 7v) — (Z, T2) aplicaciones continuas, verificando que
fo =~ fi(rel A), fo(A) = fi(A) C By go =~ ¢1(rel B). Entonces, go o fo =~ g1 o f1(rel A).

Definicion 17.7 Unaaplicacion continua f: (X, 7x) — (Y, 7v) €s unaequivalencia de homo-
topia, s existe unaaplicacion continuag: (Y, 7y) — (X, 7x)td quego f ~1xy fog =~ 1y.
En tal caso, se dice que (X, 7x) tiene e mismo tipo de homotopia que (Y, 7y ), y Se escribe
X~Y.
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Lema 17.8 Larelacion de ser “ homotopi camente equivalentes’ entre dos espaci os topol 6gicos
es una relacion de equivalencia.

Observacion 17.9 S (X, 7x) e (Y, 7y) son homeomorfos, son homotopi camente equival entes,
pero el reciproco no es cierto.

Definicion 17.10 Unaaplicacion continua f: (X, 7x ) — (Y, 7y) esnulhombtopa, si existe una
aplicacion constante c: (X, 7x) — (Y, 7v), tal que f ~ c.

Definicion 17.11 Unespacio (X, 7x) sedicecontractil, si laidentidad 1 x: (X, 7x) — (X, 7x)
es una aplicacion nulhomotopa. La funcion H : 1x ~ c¢ que define la homotopia se llama
entonces una contraccion.

Ejemplo 17.12 Los conjuntos convexos en (R™, ) son contractiles.

Proposicion 17.13 S el espacio (Y, 7y ) escontractil, dos aplicaciones continuas cualesquiera
f,9: (X, 7x) — (Y, 7v) son homotopas.

Enparticular, si (Y, ) escontréctil, dos aplicaciones constantes de (Y, 7y) en si mismo son
homotopas, y a su vez hométopas alaidentidad. Asi, en un espacio contractil, 1, es homotopa
acualquier aplicacion constante sobre este espacio.

Proposicion 17.14 Un espacio es contractil si y solo si posee € mismo tipo de homotopia de
un punto.

Corolario 17.15 Un espacio homotopi camente eguivalente a uno contractil, es contractil.
Definicion 17.16 Sea A C X y lainclusionis: (A, 74) — (X, 7x). Sediceque A es

(i) un retracto de (X, 7x ), Sl exister: (X, 7x) — (A, 74) continuatal quer oiy = 14 (r se
[lama retraccion);

(if) un retracto por deformacion de (X, 7x ), S existe r: (X, 7x) — (A, 74) continuatal que
roiy =14eiy0r ~1x (luego, i, €sunaequivalencia de homotopiay r su inversa);

(iii) un retracto por deformacion fuerte de (X, 7x), S existe r: (X, 7x) — (A, 74) continua
tal querois =14€ig0r ~ 1x(rel A).

Observacion 17.17 Claramente, (iii) = (ii) = (i), pero los reciprocos no son ciertos

(i) # (ii) dado un espacio (X, 7x) no contractil y p € X, {p} esun retracto de (X, 7x), pero
no por deformacion;

(ii) # (iii) dado €l espacio peine (P, 7,5) (ver e problemal3en16.3)y A = {(0,1)} C P, A
es un retracto por deformacion de (P, 7,.5), pero que no es fuerte.

Proposicion 17.18 S A C X esun retracto por deformacion de (X, 7y ), entonces A ~ X.
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Se trata de asociar un grupo topol 6gicamente invariante a un espacio, es decir, de modo que
grupos asociados a espacios homeomorfos sean isomorfos.

¢Qué propiedad topologica de un espacio permite distinguir un disco D? de una corona
circular? En otras palabras, ¢puede detectarse el agujero delacorona, sin utilizar paraello ideas
no puramente topoldgicas (como distancias, angulos,... )? Una respuesta natural se obtiene al
intentar contragr un camino cerrado en cada uno de los espacios. Intuitivamente, en D?, todo
camino cerrado puede llevarse aun punto (el camino constante), mientras que esto esimposible
en la corona circular, en donde €l agujero actlia de barrera (para caminos cerrados que rodean
a este agujero), impidiendo dicha contraccion.

17.3 Homotopia de caminos

Definicion 17.19 Doscaminoso, 7: ([0, 1], 7,s) — (X, 7), tlesquec (0) = 7(0)y o (1) = 7(1)
se Ilaman caminos homotopos, si o ~ 7(rel{0,1}). La homotopia de caminos (es decir, la
homotopia con extremidades fijas) se suele denotar por o ~ .

Explicitamente, existe unahomotopia H: ([0, 1] x [0, 1], 7ys X Tus) — (X, 7) tal que
(i) H(t,0) =o(t)y H(t,1) = 7(t), parat € [0, 1],
(i) H(0,s) =c(0)y H(1,s) = o(1), paras € [0, 1].

Ya sabemos que ~ es una relacion de equivalencia en el conjunto de los caminos en (X, 7),
([0, 1], X'). Denotamos por [o] la clase de homotopia del camino o.

Definicion 17.20 Dados dos caminos o, 7: ([0, 1], 7,s) — (X, 7), tales que (1) = 7(0), se
define su producto como el camino

o(2t) s0<t<;
(T*Uxt):{T(Qt—l) si<t<l

Y se define el camino opuesto de o por 5(t) = o(1 — t).

Lema 17.21 Sean oy, 01,7, 71 caminos en (X, 7) tales que oo(1) = 79(0), o1(1) = 71(0) y
0o ~ 01, Top ~ T1. ENtONCES, 74 * 0o ~ T * 071.

L uego es posible multiplicar clases de caminos: si o, 7 son dos caminos, talesque o (1) = 7(0),
entonces, tiene sentido definir el producto desusclases [0].[7] o [Tx0], esdecir, laequivalencia
de caminos es compatible con su producto.

Aungue la composicibn de caminos no es asociativa, |0 esla composicion de sus clases, es
decir, en las condiciones anteriores, [y * (7 * )] = [(7 * T) * 0]
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Lema17.22 Sean o, 7,y caminosen (X, 1), talesque (1) = 7(0) y y(0) = 7(1). Entonces,
severificaquey x (T x o) ~ (y*T) x 0.

Seac,: ([0,1], 7,s) — (X, 7) e camino constante igual az. Seao: ([0, 1], 7us) — (X, 7)
un camino con origen el punto = y extremo el punto y. Entonces

Lemal7.23 o xe, ~ 0 ~ €, %0.

Con esto, hemos probado que [0 * €,] = [o] = [¢, * 0], esdecir, [¢,] esel neutro aizquierda
de[o], Y [e,] essu neutro a derecha.

Lemal7.24 En(X,7),S oy 7 soncaminostalesqueo(0) = 7(0) yo(1) = 7(1), entoncessi
o~T,650 ~T.

Laclase [7] actlia como inversa a izquierda (es decir, [7].[c] = [¢,]) y a derecha (es decir,
[o].[a] = [e.]) de o], en el siguiente sentido

Lema17.25 En (X, 7),s o esuncaminotal quec(0) =z yo(l) =y, entoncess x o ~ ¢, Yy
T %0 ™~ €y.

17.4 El grupo fundamental

Definicion 17.26 Un camino o: ([0, 1], 7,s) — (X, 7) se llama cerrado, si 0(0) = o(1). S
0(0) = o(1) = x, sedice también que ¢ es un lazo basado en z.

Dado un espacio (X, 1), si (X, z) eslafamiliade |los lazos basados en x, es claro que el
producto y la inversion de caminos son operaciones internas en este conjunto. Sobre (X, z)
se puede considerar larelacion de homotopia de caminos. Si 7 (X, z) = Q(X,z)/ ~ esé
cociente bajo esta relacion, los anteriores resultados prueban que

Teorema 17.27 (X, x) es un grupo, Ilamado grupo fundamental de (X, 7) en = o grupo de
Poincaré de (X, 7) en x.

Si secambiael punto base, losgrupos correspondientes no guardan, apriori, ningunarelacion

Ejemplo 17.28 Si consideramos el subespacio del plano euclideo (X = S' U {(0,0)}, 7us),
veremos mas adelante que (X, (1,0)) ~ Z 'y m (X, (0,0)) ~ 0.

Sin embargo, se verifica que

Teorema 17.29 Sz, y € X yoesuncaminoen (X, 7) queunex ey, entoncesel homomorfismo
de grupos ¢, m (X, ) — m (X, y), definido por ¢, ([7]) = [0 * T * T, €sun isomorfismo.

Corolario 17.30 S (X, 7) esconexo por caminos, el grupo fundamental m (X, =) no depende
del puntox € X. Ental caso, seescribem; (X), y se habla sencillamente del grupo de Poincaré
de (X, 7).
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¢Qué efecto gerce una aplicacion continua entre espacios topoldgicos sobre |os grupos
fundamentales correspondientes? Sea f: (X, 7x) — (Y, 7v) continua. Si o, 7 son dos caminos
en (X, 7y ) son, obvias |as siguientes propiedades

(i) f oo esuncaminoen (Y, v ),

(issH:o~T,entonces foH : foo~ for,

(iii) sl o € Q(X, z), entonces f o o € QY f(x)).
Luego, s [0] € m (X, z),es[f oo] € m(Y, f(x)),y

Lema17.31 m(f): m (X, 2) — m (Y, f(z)), definida por 71(f)([o]) = [f o o] €s un homo-
morfismo de grupos, |lamado homomorfismo inducido por f.

Teoremal1l7.32 S f: (X, 7x) — (Y, 7v) y g: (Y, 7v) — (Z, 72) son aplicaciones continuas,
se verifica que

(i) mi(go f) =mi(g) omi(f),
(ll) 7'('1(1)() = 17r1(X,x)-

Asi, € grupo fundamental proporciona una manera de pasar de la Topologia a Al gebra

Corolario17.33 S f: (X, 7x) — (Y, 7y) es un homeomorfismo, entonces la aplicacion in-
ducida entrelosgruposfundamentales, 7 (f): m1 (X, z) — m (Y, f(x)) esunisomorfismo, para
cadazr € X.

Observacion 17.34 Esto no significa que dos espacios con grupos de Poincaré isomorfos sean
homeomorfos

(i) en (X, 745), unaaplicacion o: ([0, 1], 7.s) — (X, 74:5) €Scontinuasi y solo si es constante.
Luego, Q(X,x) = {e,} y m(X,z) =0, paracadaz € X;

(i) en (X, 7inq), toda aplicacion o: ([0, 1], 7s) — (X, Ting) €S coOntinua. Asi, en este caso,
QX,z) = {0:[0,1] — X : 0(0) = =z = o(1)}. Peroparacadaoc,7 € Q(X,x), es
o ~ 7. Luego, m (X, z) = 0, paratodo z € X.

Aplicaciones homotopas inducen e mismo homomorfismo sobre grupos fundamentales, salvo
un automorfismo interior, que se comprende por el hecho de que dos aplicaciones homotopas
pueden enviar el punto base de (X, 7x ) en distintos puntos base de (Y, 7y)

Teorema 17.35 Sean f, g: (X, 7x) — (Y, 7y) continuas, H : f ~ g una homotopiay = € X.
Seao: ([0, 1], 7us) — (Y, 7v) € caminodadopor o (t) = H(x,t). Entonces, 1 (g) = @,omi(f),
donde ¢, es el isomorfismo inducido por o, segin el teorema 17.29.

Corolario 17.36 S dos espacios conexos por caminos tienen el mismo tipo de homotopia,
entonces tienen grupos fundamental es isomorfos.
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Corolario 17.37 Severifican las siguientes propiedades

(i) s A es un retracto por deformacion de (X, 7) y a € A, entonces la inclusion natural
ia: (A, 74) — (X, 7) induce un isomorfismo entre m; (A, a) y m (X, a);

(i) todo espacio contractil tiene grupo fundamental trivial.

Definicion 17.38 Si (X, 7) es conexo por caminos y m; (X)) es trivia, se dice que (X, 1) es
Simplemente conexo.

Luego, € corolario 17.37 (ii), dice que un espacio contractil es simplemente conexo.

Contraejemplo 17.39 El reciproco no escierto: (S™, 7,s) (paran > 1) no escontréactil, pero es
simplemente conexo.

Teorema 17.40 Sean (X, 7x) e (Y, 7y) espacios topologicos, zo € X ey, € Y y las proyec-
ciones coordenadas px: (X X Y, 7ry.) — (X, 7x) Y py: (X X Y, 7pyc) — (Y, 7v); € homo-
morfismo o: 1 (X x Y, (20, ) — m1 (X, 20) x 71(Y, yo), definidopor ¢ = (m(px), m (py)),
es un isomorfismo.

Corolario 17.41 EIl producto de espacios simplemente conexos es simplemente conexo.

17.5 Teorema de Seifert-Van Kampen

Teorema 17.42 (de Seifert-Van Kampen) Sea (X, 7) un espacio topologico, U,V € T tales
que X = UUV yUNV esnovacioy conexo por caminos. S zp € U NV, entonces, m (X, z)
es el producto amalgamado delos grupos 7 (U, xg) Y m1(V, o), por € subgrupo (U NV, zy),

7T1(X, 900) = 7T1(U7 l’o) *r (UNV,zo) 7T1(V, 900)-

Observacion 17.43 Asi, todo camino en (X, 7) (basado en x() se puede reescribir como un
producto de lazos (basados en ), cada uno de los cualesviveen U o en V. Asi pues, un tal
camino en (X, 7) puede expresarse como un elemento del producto libre 7 (U, o) * w1 (V, xo).
Unlazoen U NV representasdlo unaclasedem (X, ), aunque puede verse como copiade dos
elementosdistintosdel productolibre, unoen (U, x) y otroenmy (V, zo). Asi, m1 (X, zo) puede
comprenderse como el cociente de este producto libre, por algunas relacionesde w1 (U NV, x)
gue manifiestan precisamente esta redundancia.

Corolario 17.44 S U y V son simplemente conexosy U N V' es conexo por caminos, entonces
(X, 7) es simplemente conexo.

Corolario17.45 S U NV es simplemente conexo, entonces (X, zo) es €l producto libre
(U, z0) * 1 (V, x0).
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Teorema 17.46 S V essimplemente conexo, (X, x,) esel cocientede (U, x,) por € menor
subgrupo normal que contienea w1 (U NV, zg).

Ejemplos 17.47 Como aplicacion del teorema de Seifert-Van Kampen, se obtiene

(i) paracadan > 1, (S", 7,s) €s simplemente conexa: basta con aplicar este teorema a los
abiertosU = S" — {N} y V. = S" — {S}, donde N y S son € polo norte y € polo sur,
respectivamente;

(ii) 71 (8) es el grupo libre con dos generadores, Z * Z.

17.6 Grupo fundamental dela esfera

El producto de nUmeros complejos, define una estructura de grupo topoldgico sobre la esfera
unidad S' = {z € C: |jz| = 1}.

El punto de partida para calcular 7, (S!) es exp: (R, 7,s) — (S*, 7s), la aplicacion expo-
nencial, definida por exp(t) = e*™.

Laigualdad e?™(s+t) = ¢2mise2mit  que expresa sucintamente las formulas cl4sicas del coseno
y €l seno de una suma, dice que la sobreyeccion continua exp es ademas un homomorfismo
del grupo aditivo de los nUmeros reales (R, +) sobre el grupo multiplicativo de los nimeros
complejos de modulo 1, (S', .). El nicleo de este homomorfismo es Z.

Lema 17.48 exp: (R, 7,,) — (S!, 7,s) €suna aplicacion continua, sobreyectiva y abierta.

Proposicion 17.49 Larestriccion de exp, exp |(e41): (¢, ¢ + 1), Tus) — (S', 7us), @ cualquier
intervalo de amplitud 1, es un homeomorfismo sobre (S' — {exp(¢)}, Tus)-

Sea o: ([0, 1], 7ys) — (S', 7s) Un camino. Para cada s € [0,1], existe § € R ta que
o(s) = exp(s). El problema es que 5 no esta determinado de modo Unico a partir de s. El
objetivo ahora, es probar que, para cada s € [0, 1], es posible elegir 5 € R, de modo que
o(s) = exp(8) y quelafuncion ~: ([0, 1}, 7s) — (R, 7u4s), que lleva s en s, sea continua.

Lema 17.50 (L evantamiento de caminos) Para todo camino o: ([0, 1], 7,5) — (S', 7s), €ON
o(0) = exp(0) = 1, existe un Gnico camino &: ([0, 1], 7us) — (R, 7s), tal que 6(0) = 0y
exp oo = o. El camino ¢ sellama un levantamiento de o en R.

Lema 17.51 (Levantamientodehomotopias) Seano, 7: ([0, 1], 7,s) — (S', 7.,s) caminos, tales
quec(0) = 7(0) =1 € S'y H : 0 ~ 7. Entonces, existe una (nica aplicacion H, tal que
H =expoHYH :0 ~ 7,dondeexpoT = 7, expod = 0.

Definicion 17.52 Seao: ([0, 1], 7us) — (S*, 745 ), Un camino cerrado basado en 1. Se define el
grado de o, por deg(c) = & (1), donde & es el Unico levantamiento de o con 5 (0) = 0.
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Observacion 17.53 En general, deg(c) = (1) — a(0), Si no se conoce € origen del camino,
donde & es un levantamiento arbitrario de 0. Observar que exp o (1) = (1) = 1, por lo tanto,
(1) € Ker(exp) ~ Z.

El grado de un camino cerrado denota el nimero liquido de vueltas que un punto movil o (t)
da alo largo de S*, cuando €l tiempo ¢ variade 0 a 1. Donde liquido significa la diferencia
entre el nUmero de vueltas positivas (sentido contrario a las agujas del reloj) y e nimero de
vueltas negativas. Luego, para cada camino cerrado basado en 1, o: ([0, 1], 7s) — (S*, Tus),
deg(o) € Z, dehecho, si o(t) = exp(mt), esdeg(c) = m.

Teorema 17.54 La funcion indice, ind: (S, 1) — Z, definida por ind([¢]) = deg(c) esun
isomorfismo de grupos.

Corolario 17.55 (S!, 7,s) no es simplemente conexo.

Corolario 17.56 Dos caminos cerrados en (S!, 7,.,), basados en 1 son homotopos si y solo s
sus grados coinciden.

Corolario 17.57 S' no esun retracto del disco (D?, 7.,,).

Corolario 17.58 (Teorema del punto fijo de Brouwer) Cualquier aplicacion continua entre
discos, f: (D?, 7,5) — (D?, 7.,s), admite un punto fijo.

Observacion 17.59 Esteresultado se generalizaal caso de discos de dimensiones mayores que
2. Se utiliza como herramienta que S*~! no es un retracto de (D", 7,,;), pero no basta con
argumentos de homotopia para probarlo.

Lema 17.60 Sea f: (D?, 7,s) — (S, 1), tal que f(1) = 1. El camino en (S!, 7,,;) definido
por o(t) = f(exp(t)), posee grado O.

En cada instante, existen sobre la tierra puntos antipodales en los que la temperaturay la
presion atmosférica son idénticos

Teorema 17.61 (deBorsuk-Ulam) Sea f: (S?, 7,s) — (R?, 7,s) unafuncion continua. Existen
puntos antipodales z, —z € S?, talesque f(z) = f(—2).

Como consecuencia de lo anterior, se deduce que no es posible dibujar un mapa-mundi
(homeomorficamente) sobre la pagina de un atlas

Corolario 17.62 Laesfera (S?, 7,,) no es homeomorfa a ninglin subconjunto de (R?, 7,5 ).

El siguiente resultado tiene que ver con ladivision de volimenes por planos: es posible, con
un Gnico corte de cuchillo, dividir dos trozos de pan y uno de jamon, cada uno de ellos en dos
mitades iguales, sin importar |0 muy irregulares que puedan ser estas piezas, ni sus posiciones
relativas
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Teorema 17.63 (del bocadillo dejamon) Sean U, V' y W tres abiertos conexos y acotados de
(R3, 7,5). Existe un plano que divide cada uno de estos subconjuntos en dos piezas del mismo
volumen.

L os dos siguientes son los andlogos en dimension 1 a los teoremas de Borsuk-Ulam y del
bocadillo de jambn

Proposicion 17.64 Sea f: (S, 7,5) — (R, 7,s) Una aplicacion continua. Existen puntos an-
tipodales z, —z € S', talesque f(x) = f(—x).

Teorema 17.65 (del pastel) Sean U y V' dos abiertos conexos y acotados de (R?, 7). Existe
una recta que divide cada uno de estos subconjuntos en dos piezas de la misma area.

La aplicacion indice posee también algunas aplicaciones a campos de vectores

Definicion 17.66 Un campo de vectores X : S? — R? estangente a S?, s paracadaw < S?, es
X (w) esortogona aw.

Lema17.67 SeaD% = {(z,y) € R? : 22 +y* < R*}y X: (D%, 7,s) — (R?, 7,,5) Un campo de
vectoressin puntossingularesensufrontera. S el caminoo: ([0, 1], 7s) — (Sk = fr(D%), Tus)
definido por o(t) = X (Rexp(t)) no es nulhombtopo, entonces X posee un punto singular en
el interior de D%.

Como consecuencia de este resultado, se prueba que existe siempre un punto sobre la super-
ficiedelaTierra, en e cua € viento no sopla

Teorema 17.68 (delabolapeluda) Todo campo de vectorestangentea (S?, 7,.,) posee un punto
singular.

Observacion 17.69 Sin embargo, es posible peinar un toro peludo.

17.7 Problemas

1.- Unapropiedad rel ativa a espaci os topol 6gicos es una propiedad de homotopia, si se conserva
por equivalencias de homotopia. Probar

(i) toda propiedad de homotopia es una propiedad topol 6gica;

(ii) la conexion, e nimero de componentes conexas por caminos (luego, la conexidon por
caminos) y la contractibilidad son propiedades de homotopia;

(iii) la convexidad (cuando tenga sentido), la compacidad y el axioma 75, no son propiedades
de homotopia.
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2.- Probar |as siguientes propiedades rel ativas a espacios contractiles
(i) todo conjunto convexo en (R", 7,.5) es contractil;
(i) todo espacio contractil es conexo por caminos,
(iii) laimagen continua de un espacio contractil no es en general contractil;
(iv) un retracto de un espacio contractil, es también contractil;
(V) (X, 7) es contréctil si y solo si todo &omo {z} en X es un retracto por deformacion de
(X, 7).
3.- Probar las siguientes propiedades relativas a retractos
(i) S™ esun retracto por deformacion fuerte de (R™*! — {0}, 7ys), donde O es el origen de R"*?;

(ii) e ecuador de S™ es un retracto por deformacion de (S* — {N, S}, ,,s), donde N es el polo
nortey S el polo sur;

(iii) e disco cerrado unidad D™ C R™, esun retracto por deformacion de (R", 7,5);
(iv) S' esun retracto por deformacion de ({(z,y) € R? : 1 < 22 + y* < 4}, 7,.);

VM) X ={(z,y) eR?*: (x —1)*+y* =10 (x +1)* + y* = 1} (esdecir, lafigura de ocho)
es un retracto por deformacion de (R? — {(—1,0), (1,0)}, Tus);

(vi) sean los conjuntos X,Y,Z C R?, definidos por X = {(z,y) : (z + 1)2 + 3 = 1},
Y ={(z,y): (x =1 +9* <1}y Z={(z,y) : (x —1)* +y*> = 1}. Probar que X es
un retracto por deformacion de (X UY, 7,;), pero no sucede lo mismo con X U Z.
4.- Probar las siguientes propiedades rel ativas a conos de espacios

(i) el cono de cualquier espacio topol 6gico es un espacio contractil. Concluir que todo espacio
topol 6gico puede embeberse en un espacio contractil;

(ii) una aplicacion continua f: (X, 7x) — (Y, 7v) es nulhomotopa si y sblo s posee una ex-
tension continua a cono de X.
5.- Probar las siguientes propiedades relativas a la banda de Mobius (M, 7,.;)
(i) el ecuador de la banda de Mobius es un retracto por deformacion fuerte de (M, 7,.5);
(i) concluir que (S', 7,.;) tiene el mismo tipo de homotopia que (M, 7,,);

(iii) deducir que (M, 7,.5) y € cilindro son homotbpi camente equival entes.
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6.- Se pide probar

()s f,g9: (X, 7)—(S", 7s) son aplicaciones continuas, tales que f(x) # —g(z) paratodo
punto x € X, entonces f ~ ¢. Deducir que s f:(X,7)— (S", 7,s) €S continuay no
sobreyectiva, entonces [ es nulhométopa;

(i) s f:(S™, 1us) — (S™, T4s) €S cONtinua y sin puntos fijos, es homotopa a la aplicacion
antipodal;

(iii) S f: (S™, Tus) — (S™, Tus) €ScCONtinUay f(z) # —z, paracadaz € S, eshomotopaala
identidad.
7.-Seap e S"y f:(S", Tus) — (Y, 7) continua. Probar que son equivalentes
(i) f es nulhomotopa;
(ii) f puede extenderse auna aplicacion continua F: (D", 7,.,) — (Y, 7);
(iii) f eshomotopa (rel {p}) alaaplicacion constanteigua a f(p).
Concluir que toda aplicacion continua f: (S™, 7,s) — (Y, 7), con Y contréctil, tiene una ex-

tension continuaa (D", 7,.,).

8.- Sea X el complementario de un punto en €l toro (T2, 7,.;). Probar que existe un subconjunto
de X, homeomorfo alafigurade ocho y que es un retracto por deformacion fuerte de (X, 7).
9.- Probar las siguientes propiedades rel ativas a productos

(i) dos aplicaciones continuas f, g: (X, 7) — (Y1 x ... X Y;,, 7ry.) SON homotopas s y sdlo si
paracadai € {1,...,n},esp;o f ~p;og,dondep;: (Y1 x ... x Y, 7py.) — (Y;, ;) €5
la proyeccion canonica;

(i) (Y1 x ... xY,, 71, ) escontractil sy sOlosi paracadai € {1,...,n}, es(Y;, 7;) contractil.
10.- Sean (X, 7x) e (Y, 7v) espacios topolbgicos. Probar que [ X, Y] tiene un Gnico elemento en
los siguientes casos

() (Y, 7y ) escontractil;

(i) (X, 7x) escontréctil e (Y, ) conexo por caminos.

11.- Sea (X, 7) un espacio topolégico, A C X, ia: (A, 74) — (X, 7) lainclusion natural y
r: (X, 7)— (A, 74) unaretraccion. Dado a € A, demostrar
(i) m1(r): m1 (X, a) — 71 (A, a) esun epimorfismo;

(i1) 71 (ia): (A, a) — 71 (X, a) € un monomorfismo;
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(iii) si r esunaretraccion por deformacion, m(i4): m1 (A, a) — (X, a) €sun isomorfismo.

12.- Sea (X, ) un espacio conexo por caminos, a,b € X y ¢ un camino uniendo estos puntos.
Demostrar que; (X, a) esabeliano si y sdlo e isomorfismo ¢,: (X, a) — 7 (X, b), definido
por o, no depende de hecho de o.
13.- Probar que si (X, 7) €S un espacio conexo por caminos, son equivalentes

(i) (X, 1) es simplemente conexo,

(i) dos aplicaciones cualesquiera £, g: (S!, 7..s) — (X, 7) son homotopas,

(iii) todaaplicacion continua f: (S!, 7,s) — (X, 7) seextiendealabolaunidad cerrada (D?, 7., ).
14.- Sea (X, 7) un espacio topologico, z € X y ¢(x) la componente conexa por caminos que

contieneax. Probar quelosgrupos T (X, x) y m (¢(x), z) sonisomorfos. Por estarazon, basta
con enunciar lamayoria de las propiedades de homotopia para espaci oS Conexos por caminos.

15.- Probar que e conjunto de los puntos z € D? para los que (D? — {z},7.s) €S sSimple-
mente conexo es precisamente S' = fr(D?). Deducir que s f: (D?, 7,,) — (D?, 7,s) €S UN
homeomorfismo, entonces f(S') = S*.

16.- Calcular los grupos fundamentales de

(i) un espacio discreto, un espacio indiscreto, la recta racional, € toro (T?, 7,,), la figura de
ocho en €l plano, una coronacircular en € plano, (R? — {(0,0)}, 7us);

(ii) larosade n pétaos, (G, 7.s), unidn por un punto de n copias de S*;
(i) X ={(z,y) eR?: =1 <,y <1yz 0y € Z}, Tu);

(ivys A={(x,0) e R?*:x € Z} eY = R? — A, probar que (Y, (1,1)) es un grupo libre
con una cantidad numerable de generadores;

(V) s (X,7)ese espacio T, y X = AU B, donde Ay B son homeomorfos a un toro y
AN B = {x}, cacular & grupo fundamental 7 (X, z¢);

(Vi) (X, 7us), € espacio obtenido de S*~! x R, eliminando & subconjuntos disjuntos y homeo-
morfos cada uno de ellos al disco abierto D”;

(vii) (R™ — R"™, 75), (R™ —S"™, 7y5), (S™ —S", 7s), cuando tengan sentido;
(viii) (X, 7), donde X = {a,b,c,d}y T = {X,0,{a,b,d},{a,c,d}, {a, d}, {a}, {d}}.

17.- Sean o y T doslazosen (R?, 7,,s) con punto base (0, 0). Construir unahomotopiade caminos
entre ellos.
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18.- Sean o y 7 loslazos en (S!, 7,s), o(t) = (cos 2nt,sin27t) y 7(t) = (cos 27t — sin 27t).
Demostrar que no son caminos homotopos.
19.- Demostrar |as siguientes propiedades
(i) (R? — {n puntos}, 7,;) no es homeomorfo a (R? — {m puntos}, 7,s), S n # m;
(i) (R™ — {p}, Tus) €s Simplemente conexo, si n > 2;
(i) (R%, 7.5) Y (R™, 7,5) (n > 2) no son homeomorfos;
(iv) (S?, 7us) Y (S™, Tus) (n > 2) no son homeomorfos.
20.- Agrupar los siguientes caracteres del afabeto por tipos de homotopia

A,B,C,D,E,F, G H,1,JK L MNNOPQR,STUV,WXYZ?!:AEI,
O, U.

21.- Utilizar las propiedades de la aplicacion indice para dar una prueba topol 6gica del Teorema
Fundamental del Algebra: un polinomio p(z) = 2™ + a,_12" ' + ... + a1z + ag, de grado
n > 1y decoeficientes ay, . .., a,_1 € C, tiene unaraiz en e plano complejo.
22.- Sea (X, 7,,) € toro T? privado de un punto (es decir, un asa). Se pide

(i) probar que (X, 7,;) tiene e tipo de homotopia de |afigura de ocho;

(ii) probar que la inclusion i: (S, 7,s) — (X, 7,s) induce sobre los grupos fundamentales
la aplicacion y (7): w1 (S') — 71 (X) que lleva e generador de 7, (S') en e elemento
a~'b~'ab, donde 7, (X) es el grupo libre generado por a y b;

(iii) aplicar el teorema de Seifert Van-Kampen para probar que 7 (T?) es €l grupo con dos
generadoresa y by relacionesa b~ tab = 1.
23.- Sea (Y, 7,,) labotellade Klein K? privada de un punto. Se pide
(i) probar que (Y, 7,5) tiene el tipo de homotopia de la figura de ocho;

(ii) probar quelainclusion j: (S'7,,) — (Y'7,,) induce sobrelos grupos fundamental eslaapli-
cacionmy (j): 1 (S') — 71 (V) quellevael generador derr, (S') enel elementoa'v~1ab?,
donde 71 (Y") es el grupo libre generado por a y b;

(iii) aplicar €l teorema de Seifert Van-Kampen para ver que m; (K?) es el grupo con dos gene-
radoresa y by relacionesa='b~tab=! = 1;

(iv) observar que el asae (Y, 7,s) tienen e mismo tipo de homotopia, sin embargo, no son
espacios homeomorfos. ¢Por qué?
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24.- Sea (Z,7,) € plano proyectivo real RPP? privado de un punto. Se pide
(i) probar que (Z, 7,.5) tiene el tipo de homotopia de una circunferencia;

(ii) probar que lainclusion &: (S, 7,,) — (Z, 7.,) induce sobre los grupos fundamentales la
aplicacion my (k): 1 (S') — 71(Z) que lleva el generador de 7 (S') en el elemento a?,
donde 7, (Z) es el grupo generado por a;

(iii) aplicar el teorema de Seifert Van-Kampen para probar que ; (RP?) es el grupo con un
generador a y larelacion a® = 1;

(iv) probar que S* no es un retracto de (RP?, 7).

25.- Sea X el conjunto compacto en (R?, 7,,;) que consiste en todos los segmentos que unen €

1 : .
punto p = (0,1) con ¢, = (g,o), paran € N, junto con el segmento que une p a origen de
coordenadas (0,0). Sea A = {(0,0)} C X. Sepide probar

(i) lainclusioni4: (A, 7,s) — (X, Tus) €S unaequivalencia de homotopia;

(ii) A no esun retracto por deformacion fuerte de (X, 7,,5).
26.- Sea f: (X, 7x) — (Y, 7v) unaaplicacion continua. Decidir si las siguientes afirmaciones
son ciertas o falsas, demostrandolas o dando un contragjemplo

(i) s f essobreyectiva, entonces i (f): m1 (X, ) — m (Y, f(z)) es sobreyectiva;

(i) s f esinyectiva, entonces 71 (f): m1 (X, x) — m (Y, f(x)) esinyectiva;

(i) s f eshiyectiva, entonces 71 (f): m1 (X, x) — m (Y, f(z)) es biyectiva
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Tema XVIII

Ejemplos adicionales

18.1 Espacios métricos

Para las definiciones béasicas relativas a espacios métricos, ver el problema 6 en el parrafo 2.5.

18.1.1 Propiedades

Definicion 18.1 En el espacio métrico (X, d), i A, B C X, se define la distancia de A a B,
como d(A, B) = inf{d(a,b) : a € A,b € B}.

Definicion 18.2 En (X, d), s A C X, e diametrode A es$(A) = sup{d(a,b) : a,b € A}. Por
definicion, 6()) = 0. Sedice que A esacotado, si 6(A) € R.

Definicion 18.3 Unaisometria f: (X, dx) — (Y, dy ) entre dos espacios métricos, es una apli-
cacion biyectiva que preserva las distancias, es decir, para cada par de puntos a,b € X, es

dx(a,b) = dy(f(a), (b))

Lema 18.4 Larelacion “ser isométrico @' es una relacion de equivalencia sobre la familia de
los espacios métricos.

Definicion 18.5 Dos métricas d; y d, sobre X se dicen equivalentes si generan la misma
topologia.

Lema 18.6 Toda métrica d sobre X esequivalente a una métrica acotada.

165
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Lema 18.7 (del cubrimiento de Lebesgue) S {Uy, ..., U,} esun cubrimiento abierto finito
de un espacio métrico compacto (X, d), existee > 0 tal que si A es un conjunto de diametro
6(A) < e, entonces A C U; para algin i. El valor ¢ se llama nimero de Lebesgue del
cubrimiento.

18.1.2 Continuidad en espacios métricos

Definicion 18.8 Unaaplicacion f: (X, dx) — (Y, dx ) esuniformemente continua si paracada
e > (existed. > 0, tal queparacadaz,y € X condx(x,y) < b, esdy(f(x), f(y)) < e.

Lema 18.9 Una funcion continua es unifor memente continua.

Definicion 18.10 Unafuncion f: (X, dx) — (Y, dy) sedicelipschitziana si existe A > 0, tal
queparacadax,y € X, secumpledy (f(x), f(y)) < Mdx(z,y).

Lema 18.11 Severifica
(i) una funcién lipschitziana es uniformemente continua;

(i) las isometrias son aplicaciones lipschizianas.

18.1.3 Completitud en espacios métricos
Definicion 18.12 Una sucesion {z,},en en (X, d) es de Cauchy, s paracadas > 0 existe
n. € Ntal ques m,n > n. esd(z,, ;) < €.
Lema18.13 En (X, dx), se verifica
(i) toda sucesion convergente es de Cauchy;

(i) s {z,}nen €s de Cauchy y posee una subsucesion convergente, entonces {x, },cn €S
convergente;

(iii) s f:(X,dx)— (Y, dy) es uniformemente continua y {x, }.cn €s de Cauchy, entonces
{f(x,)}nen €sde Cauchy.

Definicion 18.14 (X, d) es completo, si toda sucesion de Cauchy es convergente.
Lema18.15 S (X, d) es completo, un subespacio (A, d) escompleto si ysdlosi A € C,.
Definicion 18.16 (X, d) tiene la propiedad de Cantor, si dada cuaquier familia decreciente 'y

contable de cerrados no vacios {C,, : n € N}, tales que iIellf\I{(S(Cn)} =0,es [ {6(Cn)} #0.
" neN

Teorema 18.17 (de Cantor) (X, d) escompleto s y sblo si posee la propiedad de Cantor.
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Proposicion 18.18 Sean (X, dx) e (Y, dy) espacios métricos. Se cumple
(i) s (X,dx) e(Y,dy) sonisométricos, (X,dy) escompletosi ysolos (Y, dy) loes,

(ii) la completitud no es una propiedad topologica: s (X, dx) e (Y, dy) son homeomorfos, no
hay relacion entre la completitud de ambos espacios.

Proposicion 18.19 (Complecion de un espacio métrico) Sea (X, d) un espacio métrico no
completo. Sea C € conjunto de todas las sucesiones de Cauchy en (X, d). Entonces

(i) larelacion sobre C dada por {z,}neN ~ {¥n}nen Sy SO0 S {d(zn, yn) tnen CONVErge
a cero en (R, 7,), €s una relacion de equivalencia sobre C; denotamos 7 a la clase de
{z,}nen Y X al espacio cociente;

(ii) la aplicacion 6: X — R dada por §(%, ) = lier%{d(xn, yn)}, define una distanciaen X;

(iii)laaplicacion f: (X, d) — (X, 6) quellevacadaz € X enlaclasedelasucesion constante
igual a x, esunaisometria de (X, d) en una parte densa de (X, 9);

(iv) el espacio métrico (Y, ) escompleto: se dice que esla complecion métricade (X, d).

Teorema 18.20 (del punto fijo) Sea (X, d) un espacio métrico completo y una aplicacion
contractiva f: (X, d) — (X, d), es decir, una funcion lipschitziana de constante A < 1. S
o € X, sedefine

T = f(xO)v sy Tp = f(xn—l) = fn(xO)

Entonces
() d(xp, Tpy1) < A™d(z0, 1),y por lo tanto, {x, },en €S una sucesion de Cauchy;

(ii) si {z,, }nen cOnverge a a, entonces a es un punto fijo para f y es el Unico.

18.1.4 Metrizabilidad

Definicion 18.21 Un espacio topologico (X, 7) es metrizable, S existe una métrica d sobre X
gue generalatopologia.

Proposicion 18.22 Un producto de espacios es metrizable si y solo si cada espacio factor 1o
es y los espacios factores se reducen a un punto para todos, excepto una familia contable de
indices.

Teorema 18.23 (de metrizacion de Urysohn) Las siguientes propiedades son equivalentes
para un espacio (X, 7) T}

(i) (X, 7) esregular y Cp,
(ii) (X, 7) esseparabley metrizable,



168 Ejemplos adicionales

(iii) (X, ) puede embeberse como un subespacio de un cubo ([0, 1N, 77,.).

Corolario 18.24 Laimagen continua de un espacio métrico compacto enunespacio 7, esmetri-
zable.

18.2 El conjunto de Cantor

El conjunto de Cantor puede pensarse como el intermedio entreel puntoy larecta: esun conjunto
con muchos agujeros, de longitud nula, tiene tantos puntos como R, es autosemejante (es decir,
cada una de sus partes, observada con una lente de aumento adecuada, reproduce en cierto
sentido & conjunto total). Setrata de un conjunto de probada utilidad en topol ogia (foliaciones,
teoria de finales), en sistemas dinamicos (teoria ergodica), en teoria de la medida, en agebra
(fracciones continuas), etc. y es unafuente continua de contragjemplos.

18.2.1 Definicion y propiedades fundamentales

Sedivided intervalo [0, 1] entresintervalosdelamismaamplitud, seeliminael intervalo abierto
central (que se llamara intervalo abierto de tipo 1) 6 = (%, %) y se conservan los intervalos
cerrados (que se llamarén de tipo 1) Ay = [0,5] y A; = [2,1]. Se divide cada intervalo
cerrado de tipo 1 en tres intervalos de la misma amplitud. Se eliminan de nuevo los intervalos
abiertos centrales (intervalos abiertosdetipo 2), & = (3, 2) y 61 = (%, &) respectivamente, y se
conservan losinterval os cerrados (detipo 2) resultantes, Aoy = [0, §], Ao = [2, 3], Ao = [3, 1]
Yy AH = [§, 1]

Se conti nUgade estemodo el proceso, obteniendo paracadan € N, 2" intervaloscerrados A, ...;,
detipon dondei; es0 6 1. Cadaintervalo cerrado detipo n se divide en tres partes de lamisma
amplitud, conservando dos intervalos cerrados A, ...; 0 Y A, ..;,,1 (Ilamados interval os cerrados
detipon + 1) y eliminando cadaintervalo abierto ¢;,..;, detipon + 1 que queda entre ellos.

Sea C,, lareunion de losintervalos cerrados detipony € = ﬂ C,.
neN

Definicion 18.25 ¢ se llama conjunto perfecto de Cantor, discontinuo de Cantor o conjunto
ternario de Cantor.

Proposicion 18.26 ¢ verifica las siguientes propiedades en ([0, 1], 7,s)
(i) € esun conjunto cerrado y no vacio, luego compacto;
(ii) la suma de las longitudes de todos los intervalos abiertos eliminados en € proceso de

oo 9k—1

construccion de € eslalongitud del intervalo [0, 1], Zg—k = 1, enesesentido, € esun
k=1

conjunto pequefio;
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(iii) todo = € [0, 1], admite al menos un desarrollo triadico Z , dondea, € {0,1,2},yse

representa del modo x = 0.aqas - --. S x admite un d%rrollo triadico que no contiene
la cifra 1, entonces este desarrollo es (nico. Ademés, x € € sy sOlo S x posee una

representacion ternaria nica Z , donde a,, es 0 6 2. Se deduce que € es no contable
y en ese sentido, € es un conj unto grande

(iv) € no posee puntos aislados en ([0, 1], 7,,), mas aln, ¢¢ = ¢, es decir es un conjunto
perfecto;

(v) € tieneinterior vacio, es decir, es nada-denso;

(vi) € posee dos tipos de puntos

¢ |0s puntos de primera especie son |os extremos de |os interval os abiertos eliminados
durante €l proceso de construccion. Se trata de una cantidad contable de puntos,
que son densos en (&, 7,.5),

e ¢l resto son los puntos de segunda especie, y es una familia no contable de puntos,

(vii) € estotalmente disconexo y no es local mente conexo;

(viii) (€, 7,,s) eshomeomorfo al espacio | ] {0, 2}, rTyc) , producto de una familia numerable
neN
de espacios discretos ({0, 2}, 7u:s);

(ix) todo espacio métrico (X d) totalmente disconexo, perfecto y compacto es homeomorfo a
(€, Tus): pOr estarazon, a este tipo de espacios se les llama espacios de Cantor;

(X) todo compacto métrico esla imagen continua de (&, 7,5);

(xi) € es un espacio homogéneo, en el sentido de que para cada par de puntosz, y € €, existe
un homeomorfismo f: (&€, 7,s) — (&€, 7,s) tal que f(x) = y;

(xii) € esla union disjunta de dos copias de si mismo, es decir, es autosemejante;
(xiii) todo abierto en (&, 7,5), eshomeomorfoa € oa € — {0};

(xiv) € + € = [0,2].

18.2.2 Funciones de Cantor

Laescaeradel diablo esun g emplo de funcion de Cantor.

Se construye una aplicacion f: (€, 7,,) — ([0, 1], 7,s) del modo siguiente: si ¢ € € tienela
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., . > 4 . 1 e 4 .,
expansion ternariac = Z% cona; # 1, entonces se define f(c) = 52% Estafuncidonesla
=1 =1

escalera del diablo.

Lema 18.27 Laescalera del diablo es uniformemente continua y sobreyectiva.
Proposicion 18.28 f posee una extension continua natural f*: ([0, 1], 7,.s) — ([0, 1], 7us)-

En efecto: s a y b son los puntos finales (izquierdo y derecho) de un intervalo abierto excluido
en el n-ésimo paso de la construccion de €, entonces es

—la, L, 2
Z— +2 Z y b= —+—,
=1 3 = n+13z i:13Z 3"
dondea; # 1 parai = 1,...,n — 1. Sedefine en tal caso,
1 q, - 1 1T 1aZ 1
fla) =35> 5 + = + 5 = f(b).

23 i=n+1 2 2 QZ 2n

Y f*(z) = f(a) = f(b), paraz € [a, b], eslaextension continua de f buscada

18.2.3 Un Cantor de medida no nula

_— . , . 1 .
De [0, 1], se elimina un intervalo abierto de longitud 7 De los dos intervalos restantes, se

quita el central de longitud 6 En la k-ésima etapa, se eliminan de las 2% piezas un segmento

2—2k

abierto de Iongitud - . En una cantidad numerable de pasos, se elimina un conjunto de

longitud total 22’“2 2k — 3 y el conjunto resultante ¢* es un espacio de Cantor de longitud
k 0

1 . . .
5" Asi, lapropiedad del conjunto ternario de Cantor de poseer medida de L ebesgue nula, puede
maodificarse hasta obtener espacios de Cantor de longitudes arbitrarias.

18.2.4 El torbellino de Cantor

Sea X € gje de abscisas en el plano R?, para A C X, consideramos S™(c, A) launion de los
semicirculosen el semiplano superior {(z,y) € R? : y > 0}, concentroen (c, 0) y puntosfinales
en Ay S~(c, A) launion de los semicirculos en el semiplano inferior {(z,y) € R? : y < 0},
con centro en (¢, 0) y puntos finalesen A.

Sea lainclusion usual de larecta en e plano i: (R, 7,) — (R?

, Tus). S€an los conjuntos
To = S57(5,8) y Ty = S (3,¢), donde ¢, = i(€) y & = i(€N (3,

1)). Seconsiderala
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similaridad f:R? — R? definida por f(z,y) = (£,%). Paran > 1, sedefine T, = f™(T}),
donde (™ denotalan-ésimaiteracion de f. Se observaque 7, N X eslaimagen del segundo
cuarto de €, que es el mismo que la Ultimamitad de 1€, y, masen general 7, N X = f("(€).

Al conjunto € = | J 7,,, selellamatorbellino de Cantor.
n>1

Proposicion 18.29 (¥, 7,s) €scompacto, conexo 'y no es local mente conexo.

18.2.5 LacurvadeSierpinski

La construccion de este conjunto es similar ala del conjunto de Cantor. Se divide €l cuadrado
: 1 . .

unidad [0, 1]* en 9 cuadrados congruentes de lado 3 y se prescinde del que queda contenido en

el interior de [0, 1]?. Sea A; la union de los ocho cuadrados restantes. Cada uno de éstos se

vuelve adividir en 9 cuadrados de lado % y se prescinde de cada cuadrado contenido el interior

del que haya sido dividido. Sea A, la unién de los 64 cuadrados restantes. Continuando este
proceso, se obtiene inductivamente un conjunto A,, que es union de 8™ cuadrados cada uno de

1 . . .,
lado TE y sellama curva de Serpinki alainterseccion & = | J A, # 0.

n=1

Lema 18.30 (&, 7,5) €s conexo y compacto (es lo que se denomina un continuo, es decir, un
espacio T3, conexo y compacto).

Observar que la conexion eslo que le hace diferir del conjunto de Cantor. Mas alin
Proposicion 18.31 R? — & se descompone en una cantidad numerable de abiertos disjuntos.

Notar que a pasar de R? — A, _, aR? — A, € nimero de abiertos se incrementa en 23(~2),

18.3 Curvasde Peano

Es posible rellenar un cuadrado con una curva, o lo que eslo mismo
Proposicion 18.32 Existe una funcion continua y sobreyectiva f: ([0, 1], 7.s) — ([0, 1]2, 7us)-

Vamos a construir una: dividimos [0, 1] en cuatro intervalos iguales

1 11 13 3
n=log) =33 B=lp3) =[5

Y se continGa inductivamente, para cadan € N se divide [0, 1] en 4" subintervalos iguales, de
modoquesi 1 <k < 4", Iy’ N[}, esunpuntoy 0 € I7". Ademas, sii < j,z € ['ey € I} es
r<y Yr=ydysolos j=i+1y{z}={y}=I'NI}.
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Por otro lado, se divide [0, 1] en cuatro cuadrados congruentes Q1, Q3, Q% y Q1. Continua-
mos este proceso, en la etapan, se divide [0, 1]? en 4™ cuadrados Q7, donde 1 < i < 4™. Estos
cuadrados se etiquetan de modo que s 1 <7 < 4", Q7 y @}, comparten una arista. Por otro
lado, se requiere que el primero de los cuatro subcuadrados de Q) viva en el primer cuadrado
Q7 e segundo de | os cuatro subcuadrados de Q) debe estar en Q5 etc. Ademés, paracada
n e N,es(0,0) € QF.

Se argumentade manerainductiva, de modo que &l orden en los subcuadrados esta univocamente
determinado. El orden de cada etapa junto con € resto de las condiciones determinan el or-
den de la etapa siguiente. En efecto, para las dos primeras etapas, si (0,0) € Q?, debe ser

2.03,0Q% 03 C Qly Q3 debecortar aQ? C 1, todo estoimplicaque (2 debe o bien estar en
el cuadrado aladerechade Q% o en € subcuadrado diagonalmente opuesto ubicado arribay ala
derecha. Pero, no puede estar en esta diagonal, pues esta configuracion implicaria que Q3 y Q3
deberian ser subcuadrados diagonal mente opuestos, violando lacondicion previamenteimpuesta
gue afirma que subcuadrados consecutivamente etiquetados deben compartir una arista.
Observar ademasquesi 17! C I7", entonceses Q7 +' C Q7.

Sia € [0, 1], sepuedeescribir {a} = (1) I} paraunaciertaeleccion desubindices {n} e
k=1
Llamamos {f(a)} = ﬂQﬁk Queda asi definida la aplicacion f: ([0, 1], 7.s) — ([0, 1]2, Tus)
k=1
anunciada en la proposicion 18.32, que es continuay sobreyectiva, pero no inyectiva.
En general, pueden probarse resultados del tipo

Proposicion 18.33 Sean X un subconjunto compacto en (R, 7,.5), Z C R™ un conjunto convexo
Y f:1(X, us) — (Z, Tus) una funcion continua. S a = inf(X) y b = sup(X), existe una
extension continua de f, F: ([a, b], 7us) — (Z, Tus)-

Proposicion 18.34 S (X, 7) esun compacto métrico, existe una aplicacion continuay sobreyec-
tiva f: (€, 7yus) — (X, 7).

Proposicion 18.35 S Z C R™ es compacto y convexo, existe una aplicacion continua y so-
breyectiva f: ([0, 1], 7us) — (Z, 7us): €S una curva de Peano.

18.4 EspaciosdeBaire

Dos de los mas poderosos teoremas del Analisis Funcional, el teorema de la aplicacion abierta
y €l principio de la acotacion uniforme (ver [Wi], gjercicio 25D) son consecuencias directas de
laaplicacion del teorema de Baire, que vamos a ver a continuacion.

Definicion 18.36 (X, 7) es un espacio de Baire si la interseccion de toda familia contable de
conjuntos abiertos densos en X es denso.
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Definicion 18.37 A C X esnadadensoen (X, 7) s A= 0.
Definicion 18.38 A C X esde primera categoriaen (X, 7) si A = [ J 4, donde A,, es nada

neN
denso en (X, 7). En otro caso, se dice que A es de de segunda categoria en (X, 7). Se pueden

pensar los conjuntos de primera categoria como “ delgados’ y los de segunda categoria como
“gruesos’.

Proposicion 18.39 X es de segunda categoria en (X, 7) si y solo s la interseccion de toda
familia contable de abiertos densos en X esno vacia.

Teorema 18.40 (de Baire) Todo GGs-conjunto en un espacio compacto y 7> es un espacio de
Baire.

Corolario 18.41 Se verifican las propiedades
(i) un espacio localmente compacto y 7, es de Baire;
(if) un espacio completamente metrizable es de Baire.

Ejemplos 18.42 El anterior resultado puede aplicarse para comprobar que
1) (Q, 7,s) No es completamente metrizable;

2) el subespacio de los numerosirracionales (I, 7,.;) €sun espacio de Baire.

18.5 Grupostopologicos

18.5.1 Definicion y propiedades

Definicion 18.43 Un grupo topologico (G, 7) es un grupo G provisto de una topologia 7, de
modo quelasaplicacionesproductom: (G x G, 7 x 7) — (G, 7) einversioni: (G, 7) — (G, 1),
dadas por m(xy, 1) = z125 €i(x) = x~! son aplicaciones continuas.

Ejemplos 18.44 Son grupos topoldgicos (Z, +, Tus), (R, +, Tus)s (R, ., Tus)s (SY, ., 7us) (S se
piensa como el espacio de los nimeros complejos de normal) y (R™, +, 7s).

Lema 18.45 Sea (G, 7) un grupo topologico y o € G un punto fijo. Las aplicaciones lineales
for9a: (G, 7) — (G, 1) dadas por f,(x) = axy go(x) = xa SOn homeomorfismos.

Corolario 18.46 Todo grupo topologico (G, ) es un espacio homogéneo, es decir, para cada
par de puntos z, y € G, existe un homeomorfismo h: (G, 7) — (G, 7) quelleva z en y.

S A, B C G, sedefinenlosconjuntos AB = {ab:a € A,be B}, A ' ={a':a€ A}y
A2 = {ab:a,be A}.
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Lema 18.47 Sea (G, 7) un grupo topologico y B una base de entornos del neutro e € G.
Entonces, paracada x € G, lasfamilias {zU : U € B} y{Ux : U € B} son bases de entornos
en el punto x.

Proposicion 18.48 Sea (G, 7) ungrupo topoldgicoy B una base de entornos abiertosdel neutro
e € (G. Entonces

()paracadalU € B, existe V € Btal que V? C U;

(i) paratodo U € B, existe V € Btal que V! C U;

(ili) paracadaU € Byx € U, existe V € Btal quexV C U;
(iv) paratodoU € Byz € G, existe V € Btal quezVz~! C U;
(v) paracada U,V € B, existe W € BtalqueW Cc U NV,

i) {e} =N{U : U € B}.

Y reciprocamente, dada una col eccion de conjuntos satisfaciendo (i) a (vi), si seusa el lemal8.47
para obtener una base de entornosen cada x € G, se obtiene una topologia r sobre G que hace
de G un grupo topol ogico.

Proposicion 18.49 En (G, 1), los entornos simétricos abiertos del elemento neutro forman una
base.

Lema 1850 En (G,7),s U,V € 7,esUV € 1.

No sucede los mismo para cerrados, pero

Proposicion 1851 En (G, 7),s A, B € Cy A escompacto, es AB € C.

Proposicion 18.52 En (G, 7),s A, B C G, se verifica:

o

(i) ABCAB: (iYAB c AB:
(iii) (A= (A)~"; (iv) (A1) = (A)~.

Contragjemplo 18.53 En la proposicion anterior, no se dan las igualdades

o

1)en(IR{,+,ru5),siA:RyB:N,;l:R,f}: @,Iuego;lJrf?: 0, pero A +
A

2en (R—{0},.,7us), S A=2Z—-{0}yB ={L:neN}eAd=A4,
A.B=Q—{0},pero AB =R — {0}.

= B, asi

Proposicion 18.54 S (G, 7) un grupo topolgico es Ty, entonces es T, y regular.
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18.5.2 Subgruposy subespacios

Lema18.55 En (G, 1), s H es un subgrupo (respectivamente, subgrupo abeliano, subgrupo
normal), lo mismo sucede con H.

Proposicion 18.56 En (G, 1), sea H un subgrupo. Se verifica
(i) H esdiscreto si y solo si posee un punto aislado;
(i)s Her,esH €,

(iif) s H eslocalmente compacto, es H € C.

Observacion 18.57 En (G, 1), s H esunsubgrupoy H € C, no es necesariamente H € 7.

18.5.3 Productosde grupostopoldgicos

S {G,}icr es unafamiliade grupos, sobre G = HGi puede definirse una operacion de grupo
el

por: siz,y € G, xy € G estadefinido por p;(xy) = pi(z)pi(y), con las notaciones obvias.

Entonces

Proposicion 18.58 Dada una familia {(G;, 7;) }ic; de grupos topologicos, se considera el es-
pacio producto (G = [[ G, Try.). Se verifica

i€l

(i) (T]Gs, 7rye) €s un grupo topol 6gico;
i€l
(i) las proyecciones coordenadas p;: (HGi, Trye) — (G, ;) Son homomorfismos continuos

i€l
y abiertos.

18.5.4 Cocientesde grupostopologicos

Proposicion 18.59 Sea H un subgrupo cerrado y normal en GG. Se verifica

() (G/H,Ty),lafamiliadelascoclasesaizquierda{zH : x € G} de H esungrupotopolbgico
provisto de la topologia cociente 7;; y de la estructura de grupo inducida;

(ii) la aplicacion cociente p: (G, 7) — (G/H, 7) escontinua y abierta;
(i) (G/H,y) esdiscretosi ysolosi H € 7.

Lema 18.60 S « € G, laaplicacion continua f,,: (G, 7) — (G, 7) induce un homeomorfismo
fo:(G/H,7y) — (G/H, ) quellevalacoclase  H enla coclase (ax) H.
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Corolario 18.61 En las condiciones anteriores, (G/H, 7x) €sun espacio homogéneo.

Teorema 18.62 (de isomorfismo de grupos topologicos) S (G1,71) Yy (Go,72) Son grupos
topologicosy f: (Gy, 1) — (G2, 72) €sun homomorfismo de grupos topol 6gicos abierto, en-
tonces el cociente (G /Ker(f), 7r) eshomeomomorfo a (f(G1), 7r(cy))-

18.5.5 Conexibn en grupos topoldgicos

Proposicion 18.63 En un grupo topologico (G, 7), se verifica
(i) 1a componente conexa del neutro, C'(e), es un subgrupo cerrado y normal de (G, 7);
(i) el cociente G/C(e) estotalmente disconexo, con tantos puntos como componentes conexas
tiene (G, 7).

Ejemplos 18.64 (GL(n,R), 7,s), € conjunto de las matrices inversibles de dimension n, con
la topologia euclidea (identificando este espacio con R?) y €l producto de matrices es un grupo
topol6gico. Algunos subgrupos de G L(n, R) son

1) SL(n) C GL(n,R), & conjunto de las matrices con determinante igual a 1,
2) O(n) C GL(n,R), e subgrupo de las matrices que satisfacen AA* = Id, y
3) SO(n) = SL(n) N O(n).

Se verifican las siguientes propiedades
(i) laaplicacion determinante, det: (GL(n,R), 7,s) — (R, 7,5) €s continua,
(i) GL(n, R) tiene exactamente dos componentes conexas,
(iii) SL(n), O(n) y SO(n) son subgrupos cerrados de (G L(n, R), 7us);
(iv) SO(n) y O(n) son compactos;

(v) (SO(2), 7,s) eshomeomorfo alaesfera (S, 7).

18.6 Dimension

18.6.1 Dimension topolbgica

Lasrectasy lascurvastienen dimension 1, los planosy superficiesdimension 2, los solidos como
los cubos tienen dimension 3y asi, la dimension de un objeto es n Si se necesitan n variables
independientes para describir un entorno de cada punto. Esta es la dimension topologica,
introducida por H. Poincaré, que no detectalairregularidad de un objeto .
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L a definicion de dimension topol dgica es inductiva. Se define en dos pasos
Definicion 18.65 Sea (X, 7) un espacio topologico. Se dice que
(i) (X, 7) tienedimension < —1,siy sdlosi X = {);

(i) sean € Ny supongamos que esta definido un espacio (X, 7) de dimension < k paratodos
los enteros £ < n — 1. Entonces, se dice que (X, ) tiene dimension < n, S tiene una
base 3, tal que paracada B < (3, lafrontera fr(B) tienedimension < n — 1.

Observacion 18.66 Si (X, 7) tiene dimension < k y n es un entero tal que £ < n, entonces
(X, 7) tienedimension < n.

Se define entonces |a dimension topol dgica de un espacio por
Definicion 18.67 Sea (X, 7) un espacio topol6gico. Entonces
(i)s X =), sudimension es —1;

(i) s (X, ) tienedimension < n y esfalso quetienedimension < n — 1, entonces se dice que
ladimension de X esn, y se escribe dimy,,(X) = n;

(iii) s paracadan € N esfaso que ladimension de X es < n, entonces X tiene dimension
infinita, dimye,(X) = oco.

Ejemplos 18.68 Se verificaque

1) en (X, T4is) €S dim,(X) = 0;

2) en (Q, 7us) €s dimuey(Q) = 0;

3) en (R, 7,5) €S dimyy,(R) = 1.

Lema 18.69 En (X, 7) son equivalentes

(i) dimuop(X) < m,

(ii)paracadaz € X yU e N, existeV € rtal quexz € V C U y dimnsop(fr(V)) <n — 1.
Lema18.70 S (X, 7x) e (Y, 7y) son espacios homeomorfos, dimy,(X) = dimy,(Y').
Ejemplos 18.71 Se verificaque

1) en (X, Tina), €S dimy,(X) = 0;

2) en (Q", 7ys), €5 dimye, (Q") = 0;

3) en (I, 75), €S dimy, (I') = 0;

4) en (€, 75), €S dimyey(€) = 0;

5) en (R?, 7ys), €S dimyy,(R?) < 2.

(
(
(
(
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Proposicion 18.72 Sea (X, 7) un espacio topologico. Se verifica
(i) s A C X ydimup(X) <n,esdimi,(A) <n;
(ii) sl dimy,(X) = n, existe un subespacio B C X, con dimy,,(B) =n — 1;

(iiii) s dimy,,(X) = n, paracadaenterok, tal que —1 < k < n, existeunsubespacio B, C X,
con dimy,(By) = k.

Proposicion 18.73 En €l caso especial de un espacio métrico (X, d), se verifica

(i()s S C X, dim,(S) <nsiysolos paracadaz € Sy N € N,, existe V € 7, tal que
eV CNydimy,(SN fr(V)) <n-—1;

(i) s X = AU By lasdimensiones topoldgicas dimy,,(A) y dim,,,(B) son finitas, entonces
dimt0p<X) S dimt0p<14) + dimt0p<B) + 1,

(iii) st Ay B son cerrados diguntos, entonces, dimy,, (AU B) = max{dimy,,(A), dim.,(B)};
(iv) si X es conexo con mas de un punto, entonces dimy,,(X) > 1;

(V) s C' C X escontable, entonces dimy,,(C) = 0.

Ejemplos 18.74 De lo anterior, se deduce
1) laesfera(S™, 7,) tiene dimension < n;

2) €l espacio euclideo (R", 7,) tiene dimension < n;

3)s ACR"y ;1: 0 en (R™, 7,5), entonces dimy,,(A) = dimy,(R™);
) dimyey([0,1]™) = dimye,(R™).

18.6.2 Dimension fractal

¢Cual eslarelacion entre el tamafio de un objeto (longitud, area, volumen) y su diametro?

. . . . : 1
1) s cubrimos un cuadrado de lado 1 con cuadraditos de longitud ¢, necesitamos — de tales
3
cuadraditos para hacerlo;

(i) para cubrir un segmento de longitud 1, nos hacen falta1 segmentos de longitud ¢, y la
3
misma cantidad de cuadrados de longitud ¢;

(i) para cubrir un cubo de lado 1, nos hacen falta;—3 cubitos de lado ¢, etc.

el exponente de ¢ esladimension del objeto amedir, y esto no es una casualidad.
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Teniendo en cuenta esta propiedad, definimos la dimension fractal de S ¢ R™ del modo
siguiente: parac > 0, sea N.(S) € minimo nimero de cubos n-dimensionales de longitud

: o 1 : .
e paracubrir S. S existe d € R, tal que N.(S) ~ —; cuando ¢ tiende a 0, decimos que la
o
dimension fractal de S esd, y se denota por dim f,q.(S) = d.

Ne(S5)

Esto significa que lin% ( i es una constante k. Tomando logaritmos en la anterior
E—>

expresion es lin% (log(N(9)) T dlog(e)) = log(k), luego
1Og<k) - log(Ne(S) — 1Og(Ne<S)
log() N
ycomo0 < e < 1, eslog(e) < 0,y d es positivo.

Esta dimension coincide con la dimension de Hausdorff (de dificil definicion), para con-
juntos compactos, fractales (un fractal ' es un conjunto tal que dim f,.q.(F) > dimy,(F)) Y
autosemejantes.

El ternario de Cantor € esun conjunto fractal, yaque no esdificil probar que dim;,,(€) = 0
_ log(2)
log(3)

Yy dz'mfmc(QI)

18.7 Egspaciosde funciones

18.7.1 Latopologia dela convergencia puntual

Definicion 18.75 Sean (X, 7x) e (Y, 7y) dos espacios topologicos. Se dice que una familia
F CcYX ={f: X —Y}tienelatopologia dela convergencia puntual 7, si poseelatopologia
de subespacio inducida por latopologia producto (Y, 77,.).

SeaC(X,Y) ={f:(X,7x)— (Y, 7y) : f escontinua}.

Observacion 18.76 7, estadeterminadasolo por latopologiary sobreY’, laestructuratopol 0gica
sobre X no juega ningln papel.

Lema18.77 ParaF C Y¥,a € X yU C Y, sead conjunto (a,U) = {f € F: f(a) € U}.
Lafamiliac = {(a,U) : a« € X,U € 7y} esuna subbase para |la topologia 7, sobre F.

Lema 18.78 S (Y, 7y) es Ty, lo mismo sucede con (Y, 7).
La denominacion de esta propiedad se justifica por propiedades del tipo

Teorema 18.79 En (F,7,), unared { fs}4ep cOnvergea f siy sblosi paracadaz € X, lared
{fa(z)}aep convergea f(z).
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18.7.2 Latopologia compacto-abierta

Definicion 18.80 La topologia compacto-abierta sobre 7 C Y, 7., eslatopologia que tiene
como base la familia § = {(K,U) : K compactoen (X,7x)y U € 7y}, donde se define
(K, U)={feF: f(K)eU}.

Lema18.81 SobreY ¥, es7, C 7.

Ejemplos 18.82 Con las notaciones anteriores
1) §i 7x = Tuis, lastopologias 7. y 7, sobre 7 C Y coinciden;

2)s (X,7x) = (Y,7v) = ([0,1],7ys), los espacios (C(X,Y),7,) y (C(X,Y),7.) no son
iguales: (C(X,Y), 7,) no es compacto;

3) s F eslafamiliadelas aplicaciones f: (X, 7x) — (Y, 7y) constantes, entonces (7, 7,) =
(F, 7.) eshomeomorfo a (Y, 7y ).

Teorema 18.83 Se verifica
(i) si (Y, 7y) esT; 0Ty, lo mismo sucede con (YX, 7,);

(i) s (Y, 7v) esregular, lo mismo sucede con (C(X,Y), 7).

18.7.3 Latopologia dela convergencia uniforme

Definicion 18.84 Sea X un conjunto e (Y, dy) un espacio métrico. Se dice que una sucesion
deaplicaciones{ f,,: X — Y },,en converge uniformemente haciaunaaplicacion f: X — Y, s
paracadac > 0 existen. € N, tal queparacadan > n. y x € X setienedy (f(x), fn(x)) < e.

Vamos a construir unatopologiasobre Y~ que dé cuenta de laconvergencia uniforme delas
sucesiones de funciones

Proposicion 18.85 Sea X un conjunto e (Y, dy ) un espacio métrico. Se verifica
(i) la aplicacion e: Y x YX — [0, 00) definida por e(f,g) = sup{dy(f(z),g(z))} para
zeX

f,g € YX, esuna métrica (completa) sobre Y. La topologia de Y~ asociada a la
étrica, 7,7, Se llama topologia de la convergencia uniforme asociada a la distancia
dy;

(ii) una sucesion de aplicaciones { f,, }.en en Y¥ converge uniformementea f € YX, si y sblo
si lasucesion { f,, }.ew convergea f en (Y, 7).

Proposicion 18.86 Sea (X, 7) un espacio topologico e (Y, dy ) un espacio métrico. Se verifica

(i) e conjunto de las aplicaciones continuas C'(X, Y') escerrado en (Y, 7, 1);
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(ii) s {fn}nen €s una sucesion de funciones convergiendo uniformementea f € Y y cada
fn€C(X,Y), entonces f € C(X,Y);

(iii) laaplicacion F: (C(X,Y) X X, Tunis X 7) — (Y, dy) dada por F(f,z) = f(z) escon-
tinua;

(iv) si (X, 7) escompacto, D.: (C(X,Y) x C(X,Y), Tunif X Tunif) — ([0, 00), Tus), laapli-
cacion dada por D (f,g) = sup{d(f(x), g(x))} esuna distancia, |Ilamada distancia de
zeX
la convergencia uniforme. Ademés, si (Y, dy) es completo, entonces (C'(X,Y), D) €S
un espacio métrico completo;
(V) s (X, 1) escompactoy { f, }.en €s una sucesion de funciones f,,: (X, 7) — (R, 7,s) que

convergen simplemente a f, entonces para que la sucesion converja uniformemente, es
necesario que f sea una funcion continua.

Contragjemplo 18.87 Pero, la continuidad de f no es una condicion suficiente para la conver-
gencia uniforme de la sucesion de funciones: seag: (R, 7,s) — (R, 7,5) definida por

t s0<t<1
2—t 91<t<2

0 st<006t>2
g(t)Z{

Definimos la sucesion { f,, } e de funciones continuas f,,: ([0, 1], 7s) — (R, 7,5 ), dadas por
fn(t) = g(nt) paracadan € Nyt € [0,1]. Paracadat € [0, 1], { f.(t) }.en converge a0, pero
no hay convergencia uniforme a 0.

Teorema 18.88 (Primer teorema de Dini) Sea (X, 7) un espacio compacto y { f, }nen una
sucesion de funciones continuas f,,: (X, 7) — (R, 7,s). Se supone que para cada = € X,
la sucesion { f,,(x) }.en €S creciente y converge hacia un nimero real f(x), de modo que la
aplicacion f: (X, 7)— (R, 7,s) asi definida es continua. Entonces, {f, },.n converge uni-
formementea f.

Teorema 18.89 (Segundo teorema de Dini) Sea { f,, },en una sucesion de aplicaciones cre-
cientes f,.: ([0, 1], 7us) — (R, 75). Sesuponeque paracadax € [0, 1], lasucesion { f,,(x) }nen
es creciente y converge hacia un nimero real f(z), de modo que la aplicacion asi definida
f:([0,1], 7us) — (R, 7,5) €S cONtinua. Entonces, { f,, },<n converge uniformemente a f.

Definicion 18.90 Sean (X, ) un espacio topologico, (Y, dy) un espacio métricoy A C YX.
Seaz; € X. Sedice que A es equicontinuo en z, Sl paracadacs > 0, existe V € N, ta
queparacadaxr € Vy f € Aesd(f(z), f(xg)) < e. Sedice que A esequicontinuo s es
equicontinuo en todo punto de X.
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Proposicion 18.91 Sean (X, 7) un espacio topologico, (Y, dy) un espacio métricoy A C Y.
Entonces

(i) s A es equicontinuo en x, (respectivamente, equicontinuo), entoncestoda f € A es con-
tinua en z, (respectivamente, A C C(X,Y’)) y toda parte de A es equicontinua en z,
(respectivamente, equicontinua);

(ii) si A es equicontinuo en z, (respectivamente, equicontinuo), su adherencia en (Y, 7,i5)
€es equicontinua en x (respectivamente, equicontinua);

(iii) A es equicontinuo s y solo si para cada ¢ > 0 existe una parte abierta Q C X x X
conteniendo ala diagonal ytal queparacada (x,z') € Qy f € Aesd(f(x), f(2)) <e¢;

(iv) sl (X, 7) escompacto y la topologia esta generada por la distancia dx, A es equicontinuo
s ysolos paracadacs > 0, existe 6 > 0, tal queparacada f € Ayz, 2’ € X, la
condicion dx (x,z') < ¢ implicaque dy (f(x), f(2')) < e.

Teorema 18.92 (de Ascoli) Sea (X, 7) un espacio compacto, (Y, dy ) un espacio métrico y
A C C(X,Y). Las propiedades siguientes son equivalentes

(i) A escompactoen (C(X,Y), Tunis);

(i) A esequicontinuay paracadax € X €l conjunto { f(z) : f € A} escompactoen (Y, dy).
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