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Introduccion

LOS TRONCOS que contienen cuartetos de cuerda
llevan siglos esperando a alguien

que sepa pulsar las cuerdas desde el interior

de la corteza.

“Las flores de alcohol”
Sofia Rhei

0.1. ;Qué es la topologia?

... Ademads de aquella parte de la geometria que trata sobre cantidades y que se ha es-
tudiado en todo tiempo con gran dedicacion, el primero que menciono la otra parte, hasta
entonces desconocida, fue G. Leibniz, el cual la llamé geometria de la posicion. Leibniz
determind que esta parte se tenia que ocupar de la sola posicion y de las propiedades
provenientes de la posicion en todo lo cual no se ha de tener en cuenta las cantidades,
ni su cdlculo... Por ello, cuando recientemente se menciono cierto problema que parecia
realmente pertenecer a la geometria, pero estaba dispuesto de tal manera que ni preci-
saba la determinacion de cantidades ni admitia solucion mediante el cdlculo de ellas, no
dudé en referirlo a la geometria de la posicion... L. Euler

En contraste con el dlgebra, la geometria y la teoria de los nimeros, cuyas genealogias
datan de tiempos antiguos, la topologia aparece en el siglo XVII, con el nombre de ana-
lysis situs, es decir, andlisis de la posicion.

La topologia se ocupa de aquellas propiedades de las figuras que permanecen invarian-
tes, cuando son plegadas, dilatadas, contraidas o deformadas, de modo que no aparezcan
nuevos puntos o se hagan coincidir puntos diferentes. Asi, la transformacién permitida
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6 Introduccion

presupone que hay una correspondencia biunivoca entre los puntos de la figura original y
los de la transformada, y que la deformacion hace corresponder puntos proximos a puntos
proximos. Esta Gltima propiedad se llama continuidad, y lo que se requiere es que la
transformacion y su inversa sean ambas continuas: trabajamos con homeomorfismos.

En topologia se trabaja con los mismos objetos que en geometria, pero de modo distin-
to: las distancias o los dngulos no son importantes, ni siquiera la alineacién de los puntos.
En topologia, un circulo es equivalente a una elipse; una bola no se distingue de un cubo:
se dice que la bola y el cubo son objetos topolégicamente equivalentes, porque se pasa de
una al otro mediante una transformacion continua y reversible.

0.2. Un poco de historia

En 1679, G. Leibniz (1646—1716) publica su famoso libro Characteristica Geometri-
ca, en el que —en términos modernos— intenta estudiar mas las propiedades topoldgicas
que las puramente métricas de las figuras. Insiste en que, aparte de la representacion
coordenada de figuras, “se necesita de otro andlisis, puramente geométrico o lineal, que
también defina la posicion (situs), como el dlgebra define la magnitud”.

Los matematicos en el siglo XVIII muestran poco interés en la topologia, con la ex-
cepcion de L. Euler (1707-1783) cuyo genio comprende todas las mateméticas. En 1736,
Euler publica un articulo con la solucién al famoso Problema de los puentes de Konigs-
berg, titulado “Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis”. El titulo ya indica
que Euler es consciente de que estd trabajando con una clase diferente de matematica, en
la que la geometria ya no es importante.

El siguiente paso en esta liberacion de la matematica también se debe a Euler. En
1750 escribe una carta a C. Goldbach (1690-1764) en la que da la famosa férmula de
Euler para un poliedro: v — [ + ¢ = 2, donde v es en nimero de vértices, [ es el nimero
de lados y c el nimero de caras del poliedro. Esta féormula de asombrosa simplicidad,
parece que fue olvidada por Arquimedes (287 AC-212 AC) y R. Descartes (1596-1650),
aunque los dos escribieron extensamente sobre poliedros: para los matematicos anteriores
a Euler, parecia imposible pensar en propiedades geométricas sin que la medida estuviera
involucrada. Euler publica los detalles de esta férmula en 1752 en dos articulos, donde
da una demostracion basada en la diseccién de sélidos en rodajas tetraédricas. Euler
pasa por alto algunos problemas en su prueba; por ejemplo, supone que los sélidos son
convexos.

A.J. Lhuilier (1750-1840) continta el camino iniciado por Euler con su férmula po-
liédrica. En 1813, publica un importante trabajo, donde indica que la férmula de Euler
es falsa para s6lidos con asas: si un sélido tiene g asas —un asa es un toro adjuntado al
espacio—, Lhuilier prueba que la férmula se transforma en v — [ 4+ ¢ = 2 — 2¢. Este es el
primer resultado conocido sobre invariantes topolégicos.
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A.F. Mobius (1790-1868) publica una descripcion de la banda que lleva su nombre en
1865. Intenta escribir la propiedad de unicidad de cara de la banda en términos de falta
de orientabilidad.

J.B. Listing (1802-1882) es el primero en usar la palabra topologia: sus ideas se deben
principalmente a su maestro C.F. Gauss (1777-1855). Listing escribe un articulo en 1847
titulado “Vorstudien zur Topologie”, y en 1861 publica otro articulo, en el que describe
la banda de Md&bius —cuatro afios antes que Mobius— y estudia la nocién de conexion
de las superficies. Listing no es el primero en examinar las componentes conexas de las
superficies; B. Riemann (1822-1866) estudia este concepto en 1851 y de nuevo en 1857
cuando introduce las superficies de Riemann.

C. Jordan (1838-1922) publica en 1882 su “Cours d’Analyse”, que contiene prue-
bas rigurosas de resultados topoldgicos intuitivamente obvios sobre curvas en el plano,
introduciendo ademas otro método para estudiar la conexion de las superficies.

Listing examina la conexién en el espacio euclideo de dimensidn tres, pero E. Betti
(1823-1892) extiende estas ideas a dimensiones arbitrarias.

E. de Jonquieres (1820-1901) generaliza en 1890 la férmula para poliedros convexos
de Euler a poliedros no necesariamente convexos.

La idea de conexidn es descrita con rigor por H. Poincaré (1854—1925) en una serie
de articulos bajo el titulo de “Analysis situs” en 1895. Poincaré introduce el concepto de
homologia y da una definicién precisa de los niimeros de Betti asociados a un espacio.
En relacion con la conexion, Poincaré define el concepto de grupo fundamental de una
variedad y la nocién de homotopia.

Un segundo camino en el que se desarrolla la topologia es a través de la generalizacion
de ideas de convergencia. Este proceso se inicia en realidad en 1817 cuando B. Bolzano
(1781-1848) asocia la convergencia con un subconjunto acotado infinito de nimeros
reales, en vez de pensar exclusivamente en convergencia de sucesiones de nimeros.

G. Cantor (1845-1918) introduce en 1872 el concepto de conjunto derivado —o familia
de puntos limite— de un conjunto. Define los subconjuntos cerrados de la recta real como
aquellos conteniendo a su conjunto derivado e introduce la idea de conjunto abierto, un
concepto clave en la topologia de conjuntos. Y se define también la nocién de entorno de
un punto.

En 1906, M. Fréchet (1878—1973) llama a un espacio compacto si cada subconjunto
infinito acotado de él contiene un punto de acumulacion. Fréchet es capaz de extender la
nocidn de convergencia de un espacio euclideo, definiendo los espacios métricos. Prueba
que los conceptos de abierto y cerrado de Cantor se extienden naturalmente a espacios
métricos.

En el Congreso Internacional de Matemdticos de Roma de 1909, F. Riesz (1880-1956)
propone un nuevo acercamiento axiomadtico a la topologia, basado en una definicién con-
juntista de puntos limite, sin un concepto de distancia subyacente. En 1914, F. Hausdorff
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(1868-1942) define los entornos a través de cuatro axiomas, de nuevo sin consideraciones
métricas. Este trabajo de Riesz y Hausdorff es el que da lugar a la definicién de espacio
topoldgico abstracto.

Hay una tercera via en la que los conceptos topoldgicos entran en las matematicas: a
través del anélisis funcional, un drea que surge de la fisica matematica y la astronomia,
debido a que los métodos del andlisis cldsico eran inadecuados para abordar algunos tipos
de problemas.

J. Hadamard (1865-1963) introduce la palabra furzcional en 1903, cuando estudia los

’

funcionales lineales F' de la forma F'(f) = lim / f(2)gn(x)dz. Fréchet continda el
n—oo

desarrollo de esta teoria, definiendo la derivada de un funcional en 1904.

E. Schmidt (1876-1959) examina en 1907 la nocién de convergencia en espacios de
funciones; la distancia se define a través un producto interior. S. Banach (1892-1945)
realiza un paso posterior en la abstracciéon en 1932, cuando pasa de los espacios con
producto interior a los espacios normados.

Poincaré desarrolla muchos de sus métodos topoldgicos cuando estudia ecuaciones
diferenciales ordinarias que provienen de ciertos problemas astronomicos. Esta coleccion
de métodos se transforma en una completa teoria topoldgica en 1912, con los estudios de
L.E.J. Brouwer (1881-1966).

En el articulo ;Qué es la topologia? (revista Sigma 20, 63- 77, 2002), se amplia este
apartado con algunos ejemplos sorprendentes de espacios topoldgicos. Se puede descargar
en www.ehu.es/~mtwmastm/sigma20.pdf.

0.3. Organizacion de este documento

Este documento estd organizado en siete capitulos, el primero de repaso de nociones
sobre teoria de conjuntos y los otros corresponden al temario del programa de la asignatu-
ra Topologia del curso 2014/2015.

Cada uno de los temas consta de definiciones, propiedades con algunas de las de-
mostraciones mds complicadas y una extensa colecciéon de ejemplos. Al final de cada
capitulo aparece una relacion de problemas, algunos de ellos elementales, otros ya mas
elaborados, otros son una mera excusa para introducir algiin ejemplo de espacio impor-
tante. En todos ellos se deben aplicar las propiedades estudiadas en la parte tedrica; al-
gunos de ellos servirdn como trabajo escrito a entregar y otros como ejercicios para de-
sarrollar en los seminarios.

Leioa, septiembre 2014



Repaso de algunas nociones basicas

Estoy emperiado

en palabras plurales.

En cuanto llegue,

te prometo dos,

redondas como dos circulos.
Imposiblemente iguales.

“A palabrazos”
Mikel Varas

1.1. Nociones de Logica

La Ldgica es una herramienta basica en Matematicas; damos aqui un breve repaso de
algunos conceptos fundamentales.

1.1.1. Simbolos y conectores

En mateméticas, es fundamental la utilizacién de simbolos y conectores que sirven
para modificar o combinar sentencias.

Definicion 1.1. Los siguientes simbolos se llaman cuantificadores:
1) el cuantificador universal: ¥ (para todo);
2) el cuantificador existencial: 3 (existe).

Definicion 1.2. También es esencial el uso de los llamados conectores:
1) la negacion: no;

2) la conjuncion: A (y);
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3) la disyuncion: V (0);
4) la implicacion: —> (si —, entonces);
5) la doble implicacion: <= (siy s6lo si, es equivalente a).

El manejo es sencillo, pero es preciso tener cuidado al utilizarlos. Por ejemplo, si 13
y £ son propiedades relativas a los elementos de un conjunto X (definicién [I.11)), para
expresar que = cumple 3, se escribira 3(x). Y entonces:

Proposicion 1.1. El enunciado B (x) V Q(x), significa una de las tres posibilidades (mu-
tuamente excluyentes) siguientes:

(1) PB(x)y Q(x); (i) P(z) yno-Q(x);  (iii) no-P(z) y Q(x).
Proposicién 1.2. Un enunciado se niega de la siguiente manera:

1) no-(Vx € X, (x)) es lo mismo que decir que (3z € X : no-P(x));

2) no-(3z € X : P(x)) equivale a (Vz € X, no-P(x));

3) no(Va € X, P(x) A Q(x)) es lo mismo que (3x € X : no-P(x) o no-Q(x));

4) no-(3z € X : P(x) = Q(x)) es equivalente a (Vo € X, P(z) #= Q(z)).

Proposicion 1.3. Cuando aparecen varios cuantificadores en un enunciado, es indiferente
el orden en el que se escriben, siempre que los cuantificadores involucrados sean del
mismo tipo. Si B (x,y) es una propiedad relativa a los elementos x e y, entonces:

1) (Vz, Yy, B(z,y)) es lo mismo que decir que (Vy, Vx, P(x,y));

2) (3x, 3y : P(x,y)) es equivalente a (Jy, Iz : P(x,y)) .

Contraejemplo 1.1. Hay que tener cuidado cuando se ven involucrados cuantificadores
de distinto tipo. Por ejemplo, el enunciado (Vz, 3y : P(z,y)) no equivale a la expresion
(Jy : Yz, P(x,y)). En efecto, si X = Ny P(x,y) es la propiedad “z < y”, la primera
expresion se lee como que todo ndmero natural posee otro mayor (que es cierta) y la
segunda significa que existe un ndmero natural mayor que todos los demads (que es falsa).

Proposicion 1.4. El cuantificador existencial y el conector disyuncion se pueden inter-
cambiar en la escritura de un enunciado, asi como el cuantificador universal y el conector
conjuncion:

1) (Yo, B(2)) y (Vy, Q(y)) es lo mismo que (Y, y, P(x) A Q(y));
2) (Fz :P(z)) o (Fy : Q(y)) es equivalente a (Fz,y : P(x) V Q(y)).
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Contraejemplo 1.2. En general, no se pueden intercambiar cuantificadores y conectores
en la escritura de un enunciado:

1) la expresion (Vz,B(z) V Q(x)) no equivale a (Vz,P(x)) V (Vz : Q(x)). En efecto,
si X = N, Py Q son las propiedades de “ser par” y “ser impar” respectivamente,
entonces la primera expresion se lee como que un nimero natural es par o impar
(que es verdadera) y la segunda dice que todo niimero natural es par o todo nimero
natural es impar (que es falsa);

2) laexpresion (Jz : P(z)) A (3x : Q(x)) no equivale a (3 : P(x) A Q(x)). En efecto,
tomando de nuevo el ejemplo de 1), la primera expresion se lee como que existe un
numero natural par y existe un nimero natural impar (que es cierta), y la segunda
significa que existe un ndmero natural a la vez par e impar (que es falsa).

1.1.2. Los objetos del razonamiento

Definir una teoria matematica es establecer las reglas del juego sobre los objetos ma-
nipulados, los denominados axiomas.

Definicion 1.3. Un axioma es todo enunciado que:

1) sirve de fundamento para la construccion de una teoria;

2) se admite como cierto y no es por lo tanto objeto de discusion.
Cuando un Unico axioma no basta para definir una teoria, se pide ademas:

3) que los diferentes axiomas usados no se contradigan y sean independientes los unos
de los otros.

Ejemplos 1.1. Algunos ejemplos de axiomas son los siguientes:

1) axioma de Euclides, que es la base de la Geometria Euclidea: dos rectas paralelas del
plano euclideo no se cortan;

2) axioma de eleccion: dado un conjunto X, existe una funcion (definicion [I.18)) de
eleccion, f: P(X) — {0} — X (definicién[1.14), que asigna a todo conjunto A no
vacio, un punto distinguido f(A) = a € A;

3) lema de Zorn: sea un conjunto parcialmente ordenado (X, <) (definicion|1.31)), tal que
todo conjunto bien ordenado (definicién|1.33) admite una cota superior (definicién
1.34); entonces (X, <) posee un elemento maximal (definicién|1.32);

4) axioma de Zermelo: todo conjunto puede ser bien ordenado.
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Observacion 1.1. 2), 3) y 4) son formulaciones equivalentes del mismo axioma.

Definicion 1.4. Una definicion es un enunciado que sirve para explicar o introducir una
nueva nocion.

Una vez conocidos los axiomas y algunas definiciones, el juego puede comenzar,
puesto que las reglas ya se conocen.

Definicion 1.5. Un feorema es un enunciado que se deduce:
1) directamente de los axiomas o
2) de los axiomas y los teoremas precedentes, y
con las reglas de deduccion que se llaman demostraciones, que aseguran su validez.

Definicion 1.6. A veces, se da Gnicamente el nombre de teorema a los verdaderamente
importantes, a los que han pasado a la historia con un nombre, 0 a los que precisan una
demostracion muy larga, dejando el nombre de proposicion al resto.

Definicion 1.7. Un lema es una proposicion preliminar a la demostracion de un teorema.

Definicion 1.8. Un corolario es una proposicion que se deduce inmediatamente de un
teorema, por una demostracién si no inmediata, cuando menos corta y facil.

1.1.3. Condiciones necesarias y suficientes

Definicion 1.9. (La implicacion) Sean X un conjunto y ¥ y Q dos propiedades ma-
tematicas definiendo los conjuntos A = {z € X : P(z)} y B = {x € X : Q(z)}
respectivamente. Si A C B (definicién [I.12)), todo elemento verificando 3, cumple tam-
bién Q. En este caso, se dice que P implica 9, y se escribe f = 9. Se dice también
que ‘B es una condicion suficiente de L (para obtener £ basta con conocer 3) o que £ es
una condicion necesaria de °3.

Definicion 1.10. (La equivalencia) En las condiciones de la definicién siA=2B
(definicién [I.12)), todo elemento verificando 3 cumple también 9 y viceversa. En este
caso, se dice que P es equivalente a , y se escribe 7§ <= Q. Como A = B es idéntico
aA C By B C A, laequivalencia 3 <= £ significa las dos implicaciones f — Q
y 2 = ‘P. Es decir, las dos propiedades equivalentes ¥ y £ caracterizan el mismo
conjunto. Observar que en tal caso B} es una condicion necesaria y suficiente de Q.
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1.1.4. Los métodos de demostracion

Hay muchos métodos de demostracion, de los cuales citamos los mds importantes a
continuacion, usando la notacién de la definicion|1.9

(i) Método de la hipétesis auxiliar: para probar que 3 —> £, se supone B cierta.

Esta forma de razonamiento, la mas directa, es también la mas conocida. De manera
practica consiste en demostrar el teorema 3 = £, donde P es la hipdtesis y Q la
conclusion o tesis, suponiendo que se verifica 3 (la hipétesis es cierta) y ayudandose de
los axiomas y de los otros teoremas de la teorfa demostrados anteriormente.

(ii) Disjuncion de los casos: para probar que 3 — £, se descompone B en la
forma B, V - - -V B, y se prueba que para cada i € {1,...,n}, es P; = Q.

Es decir, se descompone el conjunto A de los elementos que cumplen 3 en una unién
disjunta (definicién|I.13)) de subconjuntos A4, - - - , A,,. Entonces, se prueba que para cada
1<i<nesA;CB;ycomo A=A, U---UA,,setendrd A C B.

Ejemplo 1.1. Probar que si n € N, entonces n(n + 1) es par.

Demostracion: Distinguimos dos posibilidades: si n es par, existe £ € N, tal que n = 2k,
y entonces n(n + 1) = 2k(2k + 1). Si n es impar, existe k € N, talque n = 2k + 1,y
entonces n(n + 1) = (2k + 1)(2k + 2) = 2(2k + 1)(k + 1), que es claramente par. |

(iii) Método de contraposicion: para probar que B —> £, se demuestra el con-
trareciproco no-Q = no-B.

Es un primer método de prueba indirecta. Descansa sobre el hecho de que la inclusién
A C B es equivalente a decir que los conjuntos complementarios (definicién[I.13) verifi-
can la inclusion B¢ C A°.

Ejemplo 1.2. Probar que sin € N es tal que n? es par, entonces n es par.
Demostracion: Sin € N es impar, entonces n? es impar. |

(iv) Demostracion por reduccion al absurdo: para probar un enunciado ‘B, se
supone su negacion no-33, y se busca una contradiccion en la teoria en la que se tra-
baja.

Como evidentemente se admite que esta teoria no admite contradicciones, la suposi-
cién no-P serd falsa, lo cual es equivalente a decir que ‘P es cierta. ;A qué contradiccion
se debe llegar? A contradecir un axioma, un teorema anteriormente probado o la propia
suposicion no-*P.
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De modo similar, para probar que 8 = £ razonando por reduccién al absurdo, se
admite lo contrario, es decir, que no-(*{ = ), o lo que es equivalente, ¥ y no-Q. Y se
busca entonces encontrar una contradiccion.

(v) El contraejemplo: para probar que un propiedad matemadtica B3 es cierta para un
conjunto X, hay que probar que todos los elementos de X la verifican. Pero, se sabe que
la negacion de (Vo € X,B(z)) es (r € X, no-P(x)). Asi, para probar que esta formula
es falsa, basta con encontrar un elemento de X que no verifique B3: esto es lo que se llama
dar un contraejemplo.

Ejemplo 1.3. Si x € R, jes cierto que si x < x°, entonces es x > 12
Demostracion: La respuesta es falsa, tomando x = —2. |

(vi) La demostracion por recurrencia: este tipo de demostracion esta ligada a la
definicion del conjunto de los enteros naturales. Es una técnica util para probar que una
propiedad B(n) es cierta para todos los enteros naturales n, o para los que son iguales
o superiores a un cierto ny. Sean ng un entero natural y 3(n) una propiedad matematica
que depende de un entero n. Para probar que 3(n) se verifica para cada n > ny, basta
con probar que:

1) P(ng) es cierta,

2) demostrar, bajo la hipétesis de que B(n) se verifica paran € {ng,no+1,...,k}, que
P(k + 1) es cierta.

La etapa 1) es una simple verificacion y la 2) es, de hecho, el objeto de una demostracion.

Ejemplo 1.4. Probar que para cadan € N, 1 +---+n = @

Demostracion: Para n = 1, es cierto que 1 = w Si la propiedad se verifica para

n € {1l,...,k}, entonces: 14+2+- - -+-k+(k+1)=(1+2+- - -+k)+(k—|—1):@+(k:+1):
(k+2)(k+1) 1
e

Observacion 1.2. Hay una forma débil de la demostracion por recurrencia: para probar
que P (n) se verifica para cada n > ny, basta con probar que:

1) B(no) es cierta,

2) demostrar, bajo la hipétesis de que B (k) se verifica para k > ng, que B(k + 1) es
cierta.

En este caso, para probar que B(k + 1) se verifica, nos apoyamos sélo sobre la hipétesis
de que P(k) es cierta.
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1.2. Teoria de conjuntos

Definicion 1.11. Un conjunto es una coleccion de objetos, llamados elementos o puntos.
Si = es un elemento de X, se denota por z € X. Andlogamente, z ¢ X denota la “no
pertenencia” de = a X. El conjunto vacio () es el conjunto sin elementos.

Son conjuntos importantes en matemadticas N, Z, Q, R, - - -.

Se puede definir un conjunto:

1) por extension, nombrando todos sus elementos: por ejemplo, el conjunto de los niimeros
naturales pares es {2,4,6,8,--- };

2) a través de una propiedad ‘B3 vélida en un universo i, que servird para caracterizarlo
{z € & : P(x)}. Por ejemplo, el conjunto de los nimeros naturales pares se puede
expresar por {x € N : x es miltiplo de 2}.

Definicion 1.12. Dados A, B C X, se dice que A estd contenido en B, A C B, si para
cadax € A,esx € B.Y Aesiguala B, A= B,siAC By B C A.

Definicion 1.13. Si A, B C X, se definen:

1) la interseccion de Ay B,por ANB = {x € X : x € ANz € B}. Claramente,
AN B C A,B. Ay B se dicen disjuntos si AN B = (J;

2)launionde Ay B,por AUB={x € X:x€ AVx € B}. Esdecirx € AU B, si
se verifica una (y s6lo una) de las condiciones siguientes:

)reAyzx e B, (i)re Ayx & B, (ii)x € Ayx € B.
Claramente, A, B C AU B;

3) el complementario de Aen X,por X — A ={x € X : x ¢ A}. Si no hay duda de
respecto a que conjunto se estd tomando el complementario, se denota A¢;

4) la diferenciade Ay B,por A— B=ANB‘={r e X :z€ ANz ¢ B}.
Proposicion 1.5. Las anteriores operaciones verifican las siguientes propiedades:

1) leyes idempotentes: ANA=A=AUA;

2) leyes asociativas: (AUB)UC =AU (BUC)y (ANB)NC=AN(BNC);

3) leyes conmutativas: AUB=BUAyANB=BNA;,

4) leyes distributivas: AN(BUC) = (ANB)U(ANC) y AU(BNC) = (AUB)N(AUC);
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5) identidades: ANX =A=AU0 AUX =XyAnD=0;
6) propiedades del complementario: AU A° = X, ANA° =), (A) = Ay X°=();
7) leyes de De Morgan: (AU B)° = AN B°y (AN B)* = A°U B".

Definicion 1.14. Se llama partes de X o conjunto potencia de X al conjunto de todos los
subconjuntos de X, y se denota por P(X) o 2%. Es decir, A C X siy s6losi A € P(X).

Definicién 1.15. A x B = {(a,b) : a € AN b € B} es el producto cartesiano de A por
B. Sus elementos son pares ordenados.

Claramente, A X B # BXx A.Y Ax B ={),siysolosi A =0 6 B = (). Dos pares
ordenados (aq, b1), (as,by) € A X B, son iguales (a1, b;) = (ag,by) siysolosia; = asy
by = by. Luego, (ay,by) # (ag,by) siy s6lo si a; # ag 0 by # bs.

En general, dada una familia finita de conjuntos { Ay, --- , A, }, se define su producto
cartesiano por ﬁAi =A x - x A, ={(ar, - ,a,) :a; € Ajyi € {1,---,n}}. Si
A; = A para caigei i€ {1,---,n},el producto cartesiano se denota por A™.

Proposicion 1.6. El producto cartesiano verifica las siguientes propiedades:
I)AXx(BNC)=(AxB)N(AxC); 2)Ax (BUC)=(AxB)U(AxC);
3)siC #0yAxC=BxC, entonces A = B;

4) Ax(B—C)=(AxB)—(AxC); 5)(AxB)N(C'x D)= (ANC)x (BND);
6) (Ax B)=(A°x B)U(A° x B)U (A x B°);
7)si B C C, entonces Ax B C AxC; 8)(AxB)N(CxD)=(AxD)N(C x B);

9)si A, B,C'y D son conjuntos no vacios, entonces A x B C C'x D siysoélosi A C C
yB CD.

Definicion 1.16. Sea I # () un conjunto de indices. Se considera una familia de conjuntos
{A; : i € I}, y se dice que esta familia estd indicada por I. Los conjuntos A; no tienen
porque ser diferentes.

Definicion 1.17. Dada una familia indicada {A; : ¢ € I}, con A; C X, se define:
1) la interseccion generalizada ﬂAi ={reX:Viel,ve A}y
i€l

2) la union generalizada UAi ={reX:Jieltalquex € A;}.

el
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Si el conjunto de indices  es finito, estas definiciones coinciden con las dadas en la
definicién Se cumplen también en este caso las propiedades distributivas, las leyes

de De Morgan (ﬂAZ> = UAZC y <UA1) = mAf, etc.

el iel il iel

1.3. Funciones y sus propiedades

Definicion 1.18. Dados dos conjuntos X e Y, una aplicacion o funcion f: X —Y, es
una correspondencia que asocia a cada z € X, un elemento y s6lo uno de Y, que se
denota por f(z).

Ejemplos 1.2. Algunos ejemplos de aplicaciones son:
1) la aplicacion identidad, 1x : X — X, definida por 1x(z) = x;
2) la aplicacion inclusion: si A C X, is: A— X, se define por i4(z) = x;

3) la aplicacion constante, c,,: X — Y, definida por ¢, (z) = yo, donde y, es un punto
fijode Y;

4) lai-ésima proyeccion coordenada, p;: Ay X --- x A, — A;, definida por la igualdad
pi((ay,--- ,an)) = as;
5) la inyeccion diagonal, d: X — X™, definida por d(x) = (z,--- ,z);

6) la funcion caracteristica de un conjunto: si A C X, xa: X — {0, 1}, definida por

_J 0 si zgA
XA(x)_{l si x€eA

7)dada f: X —Y y A C X, larestriccionde f a A, fla: A—Y, estd definida por
flala) = f(a);

8)sig: A—Y y A C X, entonces f: X — Y esuna extensionde ga X, si f|la = g;
una aplicacion puede tener varias extensiones;

9)si f: A—Y y g: B—Y son dos aplicaciones, donde AU B = X'y f(z) = g(z),
para cada x € AN B, se puede definir la combinada de f 'y g, como la aplicacién
h: X —Y definida por

| flz) si xe A
h(x)—{ g(x) si x€B
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Definicion 1.19. Dada una aplicacién f: X — Y, X se llama el dominio de f e Y es su
codominio. El grafo de f es el conjunto Gy = {(z, f(z)) : v € X} C X XY, que en
muchas ocasiones se identifica con f.

Definicion 1.20. Dos aplicaciones f: X — Y y g: Z— W son iguales, cuando coin-
ciden sus dominios (X = Z), sus codominios (Y = W)y f(z) = g(z), paracadaz € X.
Por ejemplo, si f: X — Y es una aplicaciony A C X, fy f| no son iguales.

Definicion 1.21. Dada f: X —Y, f(A) = {y € Y : Ja € Atalque f(a) =y} esla
imagen directa de A. f(X) se llama rango de la aplicacion.

Definicién 1.22. Si B C Y, f~1(B) = {z € X : f(z) € B} es su imagen reciproca.
Proposicion 1.7. Dada f: X —Y, se verifica:
1) f(0) =0, f(X)CY ysi A#0, entonces f(A) # 0,
2)si Ay, Ay C X,y Ay C Ay, entonces f(Ar) C f(As),
3)Si A; C X parai €1, (UA,) = Uf(AZ) yvf (ﬂAZ> - ﬂf(Al),
iel iel i€l i€l

4) si A1, Ay C X, f(A)) — f(A2) C f(AL — Ay) y en particular f(X) — f(A3) C
f(X — As). Entre Y — f(As)y f(X — As) no hay en general ninguna relacion;

5) f710) = 0, y puede existir ) # B C Y, tal que f~'(B) = 0;

6) f~LY)=X; 7)si By, By CY y By C By, entonces f~1(B;) C f~}(By);

8)si B; CY parai€ I, f~! <ﬂBZ-> =)/ '(B)y f! (U&) =Jr'®);
iel il iel iel

9)SiBy,By CY, f7YBy—Bs) = f(B1)— fY(Ba), y en particular, f (Y — By) =
X = f7H(Bo);

10)siAC X, AC 7Y (f(A)); 1)siBCY, f(f{(B))=f(X)NBC B;
12)siACXyBCY, f(An f~Y(B)) = f(4) N B.

Definicion 1.23. Dadas f: X —Y yg: Y — Z, se define la composicion de gy f, por
gof: X—Z, donde (go f)(x) = g(f(x)), paracadaz € X.

Proposicion 1.8. Sean [: X —Y, g: Y —Z y h: Z— W aplicaciones, entonces:

1) la composicion de funciones es asociativa: ho (go f) = (hog)o f;
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2)folx=fylyof=Ff 3)siC C Zes(go f)H(C) = fg(O))
4)sif: X—Y yg: Y —X, engeneral, fog+# go f.

Definicion 1.24. Se dice que f: X — Y es sobreyectiva, si f(X) = Y, es decir, para
caday € Y, existe z € X, tal que f(z) = y. Y es inyectiva, si dados z; # 3 en X, es
f(x1) # f(x2) (0 equivalentemente, si f(x1) = f(x2), entonces 1 = z5).

Proposicion 1.9. Sea f: X — Y, entonces:
1) B= f(f~Y(B)) para cada B C 'Y, siy sélo si | es sobreyectiva;
2)Y — f(A) C f(X — A) para cada A C X siy sélo si f es sobreyectiva;
3)sig,h: Y —Zy f es sobreyectiva, entonces g o f = h o f implica que h = g;
4)sig: Y — Xy fog= 1y, entonces f es sobreyectiva;
5) A= f~Y(f(A)) para cada A C X, siy sdlo si | es inyectiva;
6) f <ﬂAl) = ﬂf(Ai) para cada familia indicada de conjuntos {A; C X }icr si'y
so’ileolsi fes ili;Iectiva;

7) si f es sobreyectiva, entonces para cada A C X es Y — f(A) = f(X — A) si y sélo
si f es inyectiva;

8)sig,h: Z— X y f es inyectiva, entonces f o g = f o h implica que h = g;
9)sig: Y — X ygo f =1y, entonces [ es inyectiva.

Definicion 1.25. f: X — Y es biyectiva si es sobreyectiva e inyectiva a la vez. En tal
caso, la correspondencia definida por f~': Y — X, donde f~!(y) = x siy sélo si
f(z) = vy, es una funcién.

Proposicion 1.10. Sea f: X — Y, entonces:
1) si f es biyectiva, entonces f~' también lo es;
2) si [ es biyectiva, entonces fLo f=1x, foft=1yy ()= f;
3)sig:Y —Xygof=1xy fog=1ly, entonces f es biyectivay g = f~*;

4)si f: X —Y yg: Y — Z son biyectivas, entonces go f lo es y ademds (go f)~! =
ftog
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1.4. Relaciones binarias

Definicion 1.26. Dado un conjunto X, una relacion binaria es R C X x X. R se llama:
1) reflexiva, si paracada x € X, es (z,x) € R;
2) simétrica, si dado (z,y) € %R, entonces (y, ) € R;
3) antisimétrica, si (z,y) € Re (y,z) € R implica que = = y;
4) transitiva, si dados (z,y), (y, z) € R, entonces (z, z) € fR.

Definicion 1.27. Una relacion de equivalencia es una relacion binaria reflexiva, simétrica
y transitiva. Se suele denotar por Ry en vez de (x,y) € R.

Definicion 1.28. Dada R una relacién de equivalencia, se llama clase de x al conjunto
[z] = {y € X : 2Ry}. El conjunto cociente X /R, es el conjunto de todas las clases de
equivalencia.

Proposicion 1.11. Algunas propiedades son:
1) x € [z] (x se llama representante de su clase), luego [x] # (;
2) xRy si'y solo si [z] = [y]; 3) [z] # [y] si 'y sélo si [z] N [y] = 0.

Definicion 1.29. Una particion de X es una familia P = {P, : ¢ € I} de subconjuntos
no vacios de X, tales que:

() X = UR, y (ii) si P; # P;, entonces P, N P; = 0.
iel
Lema 1.12. Es equivalente dar una particion de X que una relacion de equivalencia

sobre él.

Definicion 1.30. Existe una aplicacion candnica, p: X — X /%R, que asigna a cada ele-
mento x su clase de equivalencia p(z) = [z]. Se llama aplicacion cociente y es sobreyecti-
va. Una vez dada la aplicacion cociente, cada clase de equivalencia en X es precisamente

p(p(x)).

Definicion 1.31. Una relacion < sobre X es un orden parcial si es una relacion reflexiva,
antisimétrica y transitiva. Se dice también que X estd parcialmente ordenado. El orden
se llama fotal, si dos elementos cualesquiera de X son comparables por esta relacion.

Definicion 1.32. Si X estd parcialmente ordenado por <, entonces:

(i) a € X se llama elemento mdximo de X, siparacadax € X,esx < a;



1.5. Propiedades de los numeros reales 13

(ii) a € X es un elemento maximal de X, si a £ x para cada x # a;
(i11)) a € X se llama elemento minimo de X, siparacadax € X,esz > a;
(iv) a € X es un elemento minimal de X, si x £ a para cada x # a.

Ejemplo 1.5. Si X = {a,b,c} con el orden parcial « < by a < ¢, entonces b es un
elemento maximal de X, pero no un maximo.

Definicion 1.33. Un conjunto parcialmente ordenado en el cual todo A C X no vacio
posee un elemento minimo, se llama conjunto bien ordenado. Por ejemplo, (Z, <) no
esta bien ordenado.

1.5. Propiedades de los nimeros reales

(R, <) es un conjunto totalmente ordenado, donde < denota el orden usual en R.
Definicion 1.34. Si A C R, se tiene:
1)siu € Restal que a < u paracada a € A, se dice que u es una cota superior de A;

2) la menor de las cotas superiores de A (es decir, u es cota superior de A y para cada z
cota superior de A es z > u) es el supremo de A, y se denota sup(A);

3)sil € Restal que a > [ paracada a € A, se dice que [ es una cota inferior de A;

4) la mayor de las cotas inferiores de A (es decir, [ es cota inferior de A y para cada z
cota inferior de A es z < [) es el infimo de A,y se denota inf(A).

Teorema 1.13. (Axioma de la cota superior) Si A C R estd acotado superiormente (es
decir, existe M € R, tal que M > a, para cada a € A), existe el supremo de A. Y en tal
caso, s = sup(A) si y sélo si:

(i) paracadaa € A, esa < s,y
(ii) para todo € > 0, existe a. € A tal que a. > s — ¢.
Del axioma anterior, se deduce que:

Corolario 1.14. Si A C R estd acotado inferiormente (es decir, existe m € R, tal que
m < a, para cada a € A), existe el infimo de A. Y entonces, i = inf(A) si y sélo si:

(i) para cada a € A, esa > i,y

(ii) para todo € > 0, existe a. € A tal que a. < 1 + €.
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Teorema 1.15. R es arquimediano, es decir, el conjunto N no estd acotado superiormente.

Demostracion: Si lo estuviera, existiria ry € R, tal que n < ry para cada n € N. Pero
TLOZ[T()]—F]_GN,Y’R()%T(). I

Del teoremall.15] se deducen inmediatamente:

Corolario 1.16. (Propiedad arquimediana) Para todo v > 0, existe n € N, tal que
0<i<a

Corolario 1.17. (Densidad de los racionales) Dados dos niimeros reales © < 1y, existe
reQ talque x <r <uy.

Demostracion: Por la propiedad arquimediana (corolario |1.16)), existe ng € N tal que

L < y— a2 Elconjunto M = {m € N:z < nﬂo} es no vacio y estd bien ordenado,

no

es decir, existe my € M tal que z < ™ y g > ™01 Eg inmediato probar que ademds
ng no

m
<y i

Corolario 1.18. (Propiedad de los intervalos de encaje) Dada {|a,,b,] : n € N}, una
familia de intervalos cerrados y encajados (es decir, sin < m, es [am, by] C [an, b)),

entonces ﬂ [, b] # 0.

neN
Demostracion: Para cada m,n € N, es a,, < b,,, luego para todo m € N, b, es cota

superior del conjunto A = {a, }nen. Si p = sup(A), es claro que p € ﬂ [, by |
neN

1.6. Cardinalidad de conjuntos

Definicion 1.35. Dos conjuntos se llaman equipotentes, si existe una correspondencia
biyectiva entre ellos.

Definicion 1.36. X se dice finito si existe n € N, tal que X es equipotente a {1,--- ,n}.
X es infinito, si no es finito, lo cual equivale a decir que es equipotente a un subconjunto
propio de si mismo. X es numerable si es equipotente a N y es contable si es finito o
numerable.

Observacion 1.3. Dos conjuntos finitos son equipotentes si y s6lo si poseen el mismo
numero de elementos. No sucede lo mismo si X es infinito: N es equipotente al conjunto
[P de los niimeros pares, y sin embargo P C N.

Lema 1.19. La relacion de equipotencia es una relacion de equivalencia.
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Definicion 1.37. A cada clase de equipotencia se le puede asignar un nimero cardinal,
que es un objeto matematico w tal que existe un conjunto X con Card(X) = w.

Definicion 1.38. Un conjunto A es de potencia menor o igual que B, si existe una apli-
cacion f: A— B inyectiva, con lo cual Card(A) < Card(B) (equivalentemente, si
existe una aplicacién f: B —> A sobreyectiva).

Definicion 1.39. Dados dos nimeros cardinales w; y wo, se dice que w; < ws, si existen
conjuntos X e Y con Card(X) = wy y Card(Y) = wsy y tales que la potencia de X es
menor o igual a la potencia de Y. Se trata de una relacion de orden. Si w; < wy y wy # wo,
se dice que w; es estrictamente menor que wo.

Proposicion 1.20. Se verifican las siguientes propiedades:
1) si X es contable y A C X, entonces A es contable;
2) si X no es contable y X C Y, entonces Y no es contable;
3) si X es infinito, existe A C X, numerable y propio.
Teorema 1.21. N x N es numerable.

Demostracion: Se define la siguiente relacion binaria: dados (mq,n1), (mg, ng) € N x N,
(ml, nl) < (mg,ng) Si:

)my+n1 <mg+nog,0 2) my +ny =mo +nyy my < mo.

= es un orden total, gracias al cual se pueden escribir los elementos de N x N en una lista.
La aplicacién f: N x N—Ndada por f(m,n) = 3(m+n—1)(m+n—2)+m, asigna
a cada elemento (m,n) € N x N el lugar que ocupa en esta lista, y es por lo tanto una
biyeccion. |

Corolario 1.22. Del teorema se deduce:
1) el producto cartesiano de una familia finita de conjuntos contables, es contable;
2) la union de una familia contable de conjuntos contables es contable;

3) Z y Q son numerables.

Demostracion: Para probar 3), basta con usar 2). Z = N U {0} U —N. Ademas, Q =

{® :m € Z,n € N} se puede escribir como la unién numerable Q = UA"’ donde

neN
A, = {% :m € Z}, que es equipotente a Z. |
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Contraejemplo 1.3. R no es numerable.

Demostracion: Basta con demostrar que [0, 1] no es numerable. Si lo fuera, se escribiria
[0,1] = {x,, }nen- Se construye una sucesion de intervalos encajados del modo siguiente:
21 no puede pertenecer a los tres intervalos [0, %}, [%, %] y [%, 1}. Sea I} = [ay,b] uno
de estos tres intervalos, tal que xz; ¢ I;. Se divide I; en tres intervalos de amplitud %:
[al, ay + %}, [al + %, a + %} y [al + %, bl}. De nuevo, existe uno de ellos Iy C I, tal
que o ¢ I,. Se continda de manera inductiva, obteniendo una sucesién de intervalos
encajados {1, },en, cada I, de longitud 3% y tal que x,, ¢ I,. Por la propiedad de los

intervalos de encaje (corolario|l1.18)), existe p € ﬂ I, C [0,1], 1o que es imposible. |
neN

El Card(() = 0, es el cardinal minimo. Sin embargo no existe un cardinal maximo:
Teorema 1.23. (de Cantor) Para cada conjunto X, Card(X) < Card(P(X)).

Demostracion: Si X = (), Card(P(X)) = 1, pues P(X) = {0}. Si X # 0, es ob-
vio que Card(X) < Card(P(X)), porque la aplicacion h: X — P(X) definida por
h(xz) = {x} es inyectiva. Supongamos que Card(X) = Card(P(X)), es decir, existe
una aplicacién f: X — P(X) biyectiva. Sea A = {x € X : = & f(z)} € P(X). Co-
mo f es sobreyectiva, existe zo € X tal que f(xg) = A. Si zy € A, esto significaria
que xo € f(xg) = A, lo cual es imposible. Luego, es g ¢ A, lo cual significa que
xo € f(zo) = A, imposible de nuevo. |

En particular, Card(N) = Ry < Card(P(N)) = 2% (notacién que proviene de
la propiedad descrita en el ejercicio 9 del apartado . Puede probarse que 2% =
Card(R) = ¢, que se llama el cardinal del continuo. De aqui se concluye que X, < c.

Desde principios de siglo, se ha intentado en vano establecer si existe un nimero
cardinal R, entre Ny y c. Georg Cantor (1845-1918) hace la siguiente conjetura:

Teorema 1.24. (Hipétesis del continuo) c = Ny, es decir, no existe ningiin conjunto A,
tal que Xy < Card(A) < c.

Paul Joseph Cohen (1934-2007) establece en 1963 que la hipdtesis del continuo es in-
decidible: anadiendo como axioma su veracidad o su falsedad, los fundamentos de la
Matematica siguen siendo coherentes.

1.7. Ejercicios

1.- Con ayuda del lenguaje simbdlico, decidir si son correctas las siguientes deducciones:

a) Los gusanos reptan. Todo lo que repta se mancha. Luego, los gusanos estdn sucios.
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b) Si aumenta la temperatura o cae un meteorito, los 0sos polares moriran de hambre. Se
sabe que los 0sos polares van a sobrevivir, por lo tanto, caerd pronto un meteorito.

c¢) Ninguna pelota de tenis es de cristal. Ningun objeto de cristal es indestructible. Luego,
ninguna pelota de tenis es indestructible.

d) Si se abandona la utilizacién de gasolina o se incrementa el uso de energia solar,
la contaminacién disminuira. Si se abandona el uso de gasolina, el pais entrard en
crisis. La utilizacion de la energia solar no aumentard, a no ser que no haya crisis.
Por lo tanto, la contaminacidén no va a disminuir.

e) Los profesores son sddicos. Algunos sadicos usan latigo. Por lo tanto, algunos profe-
sores usan latigo.

f) Los caramelos son dulces. Ningin alimento dulce contiene sal. Luego, los caramelos
no contienen sal.

g) Los péjaros silban. Algunos habitantes de Euskadi son p4djaros. Luego, algunas cria-
turas de Euskadi silban.

h) Si no trabajo duro, me dormiré. Si estoy preocupado, no dormiré. Por lo tanto, si estoy
preocupado, trabajaré duro.

1) Las nubes son esponjosas. Algunos objetos esponjosos son rosas. Luego, algunas
nubes son rosas.

j) Los osos polares tocan el violin. Los violinistas no vuelan. Por lo tanto, los osos
polares no vuelan.

k) Las tortugas ven CSI-Las Vegas. Algunas criaturas de Galapagos son tortugas. Por lo
tanto, algunos habitantes de Galdpagos ven CSI-Las Vegas.

1) Las polillas salen de noche. Algunos caminantes nocturnos son vampiros. Por lo tanto,
las polillas son vampiros.

m) Si Thor se enfada, hay tormentas. Estd comenzando una tormenta. Por lo tanto, Thor
esta enfadado.

n) Si en Marte hubiera grandes cantidades de agua, podria haber vida. No hay grandes
extensiones de agua en Marte. Por lo tanto, no hay vida en Marte.

i) Los buenos politicos son honestos. Juan es honesto. Juan seria un buen politico.

0) Algunas personas no beben café. Los matematicos son humanos. Por lo tanto, algunos
matematicos no beben café.
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p) Ningtn elefante sabe tricotar. Yo no sé€ tricotar. Luego, soy un elefante.

q) Algunos poetas son nerviosos. Hay gente nerviosa que se come las ufias. Luego,
algunos poetas se comen las ufas.

r) Si hago estos ejercicios, aprenderé 16gica. Ya he terminado de hacerlos... {Sé 16gica!
2.- Negar los siguientes enunciados:

a) Los politicos son gordos y feos. b) Hay un matematico que sabe sumar.

c¢) Algunas personas de Sevilla tienen paraguas.

d) El Athletic de Bilbao ganard la Liga de fitbol.

e) Nadie en Euskadi habla swahili.

f) Al menos dos faraones egipcios eran ciegos.

g) Como mucho, la mitad de los ndmeros: 1, 2, 3, 4, 5, 6, son pares.

h) A veces, llueve en El Sahara. 1) Siempre hace frio en Groenlandia.

j) Ni Alejandro Magno, ni Julio César eran pelirrojos.

klz € Aox € B. HhreAyx e B.

m)x € A, perox € B. n) AC B.

f) paracadai € I,esx € A;. o) existe 7 € I, tal que = € A;.

3.- Sea X el conjunto de los estudiantes de la Facultad de Ciencia y Tecnologia de la
UPV/EHU, H el conjunto de los hombres, M el de la mujeres, C' el de los estudiantes que
van en coche a la Universidad, A el de los estudiantes que van en autobus a la Universidad,
E el de los estudiantes de Matemadticas y F’ el de los estudiantes de Fisicas. Describir los
siguientes conjuntos: X — H, X — M, X —-C, X -A X -FE X—-F,HNC,HNA,
HNE, HNF, MNC,MNA MNE, MNF,CNACNE,CNF,ANE,ANF,
ENnFMUH H—-—M,H-C,H—-A H—-FE,H—-—F,H—M,M—H,M—C,
M—-—AM-EM-F,C-AC—-EC-F,A-C,A—M,A—H,A—FE,A—F,
FE-HFE-M,E-C,E—AyE—-F.

4.- Cuatro compafieros han faltado a la clase de Matematicas en el Instituto. Delante del
Jefe de Estudios y en presencia de su profesor, se defienden del modo siguiente:

Pedro: “No he faltado.”

Elena: “Lo admito, he faltado, pero estaba con Juan.”
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Juan: “Yo también he faltado; pero no estaba con Elena, sino con Pedro.”
Maria: “Yo estaba en clase, pero no he visto a Pedro.”
El profesor: “Estaba concentrado en mis cosas, pero he visto a Pedro en clase.”

(Puedes ayudar al Jefe de Estudios, sabiendo que sélo tres de estas sentencias son ciertas?

5.- Traducir las siguientes frases del lenguaje natural en un lenguaje simbdlico utilizando
una o varias propiedades 3. Negar cada enunciado y traducirlo al lenguaje natural:

a) No hay amor feliz. b) Una puerta estd abierta o cerrada.
¢) Ser o no ser. d) Las verdades son faciles de decir.
e) Prefiero la poesia a la novela histdrica.
6.- Probar la siguiente propiedad: Si x € Ry paracadae > 0, es || < &, entonces = = 0.

7.- Dado el conjunto A = {a, b}, ;son vélidas las siguientes expresiones?

(ac A, (Gi){a}eA; Gii)0e A @Gv){a}eP(A); (v)0ePA).

8.- Sean A, B y C tres conjuntos finitos, de cardinales a, b y ¢, respectivamente. Sea
p=Card(ANB),q=Card(BNC),r = Card(ANC)ys = Card(ANBNC).
Calcular el cardinalde AUB, AUC, BUCy AU BUC.

9.- Se pide:
a) calcular P(X),si X = {1,2}, X = {0}y X = {1,2,3,4};
b) probar que si Card(X) = n, entonces Card(P(X)) = 2",
¢) probar que si A C B, entonces P(A) C P(B). (Es cierto el reciproco?
10.- Si A, B C X, probar que son equivalentes las siguientes expresiones:
WWACB;, (()ANB=A4; (i)AUB=D5;
(iv) B¢ C A% (v)ANB°=10; (viiBUA°=X.

11.- Probar las propiedades siguientes para conjuntos, dando un contraejemplo en el caso
de inclusion estricta:

a) AU (UBi> =J@uB): bAn (ﬂBZ) =((ANBy);

iel el i€l el

c)AU(ﬂBZ):ﬂ(AUBi); HAN()Bi= () (AnBy:

iel iel iel jeJ (4,5)eIxJ
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e) AZ-)u( Bj): (1 (AuB): D ) (AUB)C[)(AUB):;
i€l JjeJ

(i,5)eIxJ (i,j)el? iel

el el (i,5)el?

( Ai>u< BZ-> ((AuB): W JAnB)c |J (4nBy):
( Ai) X ( Bi|= |J (AxBy):
iel jeJ (4,)elIxJ

Bj = ﬂ (Az X BJ),

jed (i,j)eIxJ

k) ( Ai> X (ﬂBz :ﬂ(Ai x B;);

m) (ﬂA) (ﬂB) =i - By).

el Jj€J i€l jed

12.- Para cada uno de los siguientes conjuntos de indices I y cada familia dada de con-
juntos indicados por I, hallar los conjuntos pedidos:

a)si [ = R?yparacadap € I, S, = {p}, hallar US ;

pel

b)si / = (0,00) y paracadax € I, C, = [0, z|, hallar UCI y ma;

zel zel

c)sil = ( ) y paracadar € I, B, es el circulo de radio r y centro (0, 0), hallar UB
rel
y ﬂBr;
rel

d)si I = (0,1) y paracadar € I, N, es el interior del circulo de radio r y centro (0, 0),

hallar N, y (\V::

rel rel
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e)sil=[1,2]yparacadaz € I, A, = [£, %], hallar | JA, y (A

xzel xel
f)si] =Nyparacadan € [, A, = (-1, 1), hallar UA” y ﬂAn;
nel nel
g)si ] =Nyparacadan € I, B, = (1,1], hallar | | B, y [ Bu:
nel nel
h)si I = Nyparacadan € I, C,, = (—n,n), hallar UC" y ﬂCn.
nel nel
13.- Dados A, B C X, probar:
a) XAnB = XA-XB5 b) XauB = Xa + XB — XanB>
C) XA-B = XA — XAnB; d) xac =1 —xa.

14.- Sean f: X — Y y g: Y — Z dos aplicaciones. Probar:
a) si f y g son sobreyectivas, entonces g o f también lo es, pero el reciproco no es cierto;
b) si g o f es sobreyectiva, entonces g también lo es, pero el reciproco no es cierto;
c) si g o f es sobreyectiva y g es inyectiva, entonces f es sobreyectiva;
d) si f y g son inyectivas, entonces g o f también lo es, pero el reciproco no es cierto;
e) si g o f es inyectiva, entonces f también lo es, pero el reciproco no es cierto;
f) si g o f esinyectivay f es sobreyectiva, entonces g es inyectiva.
15.- Sea f: X —Y; probar:
a)siexiste g: Y — X, tal que go f = 1y, entonces f es inyectiva;
b) si existe h: Y — X, tal que f o h = 1y, entonces f es sobreyectiva;

c) f es biyectiva si y solo si existen g,h: Y — X, talesquego f = 1x, foh =1y y
entalcaso h = f~1 = g.

16.- Sean dos conjuntos X, Xo y paracadai € {1,2}, A; C X;.Seap;: X1 x Xo— X;
la i-é€sima proyeccion coordenada. Probar las siguientes propiedades:

a) Ay X Xo = py (A1), X1 x Ay = py ' (Az) y Ay X Ay = pr (A1) Npy ' (As);
b)si A C X; x Xy, entonces A C p1(A) X pa(A);
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C) Pi (A1 X AQ) = Az ('L c {1,2})

17.- Sean f, g: R— R, dadas por:

22 si x>0

f(x):{ 2 st <0 y 9(x) =
Se pide:

{\/E sio x>0

r si z<0

a) estudiar las funciones f o g, fo f, go g, go f, si tienen sentido;
b) estudiar el cardcter sobreyectivo e inyectivode f, g, fogygo f;

¢) calcular f(—5,5], g(—5,5], f~'(—5,5] y g~ }(—5, 5].

18.- Hacer lo mismo que en el ejercicio anterior para las funciones: f: Z2 —Zy g: Z— 7>
dadas por: f(z,y) =2 +yy g(z) = (v, —2x).

19.- Sea f: R— R, dada por:

2 s1t z<0
flz) = 1 si 0<2x<2
r—1 si x>2

Se pide:

a) estudiar si f es inyectiva o sobreyectiva;
b) calcular f((1,3)), f([=2,2]). f7'((0, 1)), f~H([=4, 4]):
¢)sig: R—Reslaaplicacion g(z) = |z|, determinar fog y calcular (fog)~'((—2,5]).

20.- Probar que la aplicacién f: R — {2} — R — {1}, definida por: f(z) = Z£2 es
biyectiva y calcular f~*.

21.- Calcular f(A;) y f~4(B;) (i € {1,2}), para f: R— R, donde:
a) f(z) = 2% Ay = (0,2), B, = (0,4) y By = (—1,0);
b) f(x) = %, Ay = (0,2), Ay = 0, By = (0,16] y By = (—1,0];
¢) f(z)=1L(paraz>0), A, =N,Bi={zcR:x>2}yB,=N;
d) f(z) = 2* — 3z, Ay =[0,00), By = (0,2) y By = {2}.

22.- Dados z,y € R, utilizando el caricter arquimediano de R, probar:

a)sixzx>0ey > 0,existe n € N, tal que nx > vy;
b)siz > 0,existen € N, tal que 0 < 1 < z;

c)six > 0,existen € Nytalquen —1 <z < n.
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polenes

la miuisica de la formula del volumen de la esfera,

el pdlpito zigzagueante de las conjunciones,

el movimiento browniano de los signos del zodiaco vegetal
del luna quark

“Bestiario microscopico”
Sofia Rhei

2.1. Topologia

La nocion de topologia generaliza algunas de las propiedades que poseen los inter-
valos abiertos en la recta real, que de hecho son independientes de otras presentes en R
como la suma, el orden o la distancia.

Definicion 2.1. Una ropologia sobre un conjunto X es una familia 7 C P(X) verificando:
0, X er,
(ii)si A, B € 7,entonces AN B € T,

(iii) si {A;}ies C 7, entonces UAZ' €.
iel

Los elementos de 7 se llaman abiertos y el par (X, 7) es un espacio topoldgico.
Ejemplos 2.1. Se introducen algunos ejemplos fundamentales:
1) sobre X, 7i,q = {0, X'} es la topologia indiscreta;

2) sobre X, 74is = P(X) es la topologia discreta;

23
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3) si X es infinito, 7.,y = {0} U{A C X : X — Aes finito} es la topologia cofinita;

4) si X es infinito no contable, 7., = {0} U{A C X : X — Aescontable} es la
topologia cocontable;

5)si X = {a,b}, Tsier = {0, X, {a}} es la topologia de Sierpinski;

6)siXyAC X, 7a={0}U{B C X :AC B} eslatopologia A-inclusién (observar
que Tp = Tais Y TX = Tind);

NsiXyAcC X, ™ ={X}U{BC X : AN B = ()} es la topologia A-exclusion
(observar que 70 = 74, Y 75 = Tina);

8) Thot = {0,R} U {(a,) : a € R} es la topologia de Kolmogorov sobre R, y el par
(R, Txo1) es la recta de Kolmogorov;

9) Tsea ={U CR:U =AUB: A € 1,, BCI}eslatopologia “scattered”(esparcida)
sobre R, y el par (R, 75.,) es la recta “scattered”;

10) los espacios métricos son espacios topolégicos (ver el apartado [2.5), por ejemplo la
recta real (R, 7).

Observacion 2.1. Sobre un mismo conjunto se pueden definir distintas topologias, como
se ha visto en los ejemplos

Definicion 2.2. Dadas 71 y 7» dos topologias sobre X, se dice que 7, es menos fina que 7,
(0 que 1 es mds fina que 11), si Ty C 2. Si Ty C 79 0 7o C 71, se dice que las topologias
son comparables.

Ejemplos 2.2. Algunos ejemplos de topologias comparables son:
1) para cada X y toda topologia 7 sobre €l, es T;,g C T C Ty;ss
2) sobre R, es 7.0 C Ty Y Teof C Teocs PETO Teoe Y Ty, DO sON comparables;

3) sobre R, 701 C 7y C Tsca-

2.2. Conjuntos abiertos y cerrados

Definicién 2.3. En (X, 7), un conjunto A C X se dice cerrado, si su complementario
X — A € 7. Denotamos por C a la familia de cerrados en (X, 7).

El concepto de conjunto cerrado es asi dual —no contrario— de la nocién de conjun-
to abierto, y una topologia puede especificarse a través de la familia de sus conjuntos
cerrados C, tomando complementarios.
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Lema 2.1. En (X, 7), la familia de cerrados C verifica:
()0, X eC,
(ii) si F, G € C, entonces FF UG € C,

(iii) si { F;};c;1 C C, entonces ﬂE e C.

el

Demostracion: Basta con pasar al complementario y usar la definicion |

Ejemplos 2.3. En los ejemplos anteriores de topologias, tenemos
1) en (X, Tina), €s Cing = {0, X }; 2) en (X, 74is), €8 Cais = P(X);
3) si X es infinito, Cooy = {0} U {A C X : Aes finito};
4) si X es infinito no contable, C.,. = {0} U{A C X : Aes contable};
5)si X = {a,b}, Cier = {0, X, {b}};
6)siXyACX,Cy=1% NsiXyAcCX,CA=ryu;
8) Crot = {0,R} U {(—00,4a] : a € R};
NCseo. ={UCR:B=FNH:FeC(C,,QCH}.

Observacion 2.2. La propiedad de ser abierto o cerrado es independiente la una de la otra.
Un conjunto puede ser simultdneamente abierto y cerrado, abierto y no cerrado, cerrado
y no abierto o ninguna de las dos propiedades.

2.3. Base y subbase de una topologia

Hay topologias que poseen demasiados abiertos y a veces es dificil especificarlos
todos. Por ello, se introduce el siguiente concepto:

Definicion 2.4. En (X, 7), una familia 5 C 7 es una base de 7, si para todo U € Ty para
cadax € U, existe B € ,talque x € B C U. Los elementos de 3 se llaman abiertos
bdsicos.

Lema 2.2. Si § es base de T, todo abierto puede escribirse como union de abiertos
bdsicos.
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Demostracion: ParaU € Ty xz € U, existe B, € (3, tal que z € B, C U. Claramente, es

U= UBx. 1

zeU

Teorema 2.3. Si 5 C P(X), 3 es base de alguna topologia 15 sobre X, siy solo si:

(i) X =By

Bep

(ii) para cada By, Bs € By cada x € BN By, existe By € [ tal que x € B3 C B1N Ba.

Y, en tal caso, T3 = {U C X : existe {B;}ic; C f:U = UBZ}
iel
Ejemplos 2.4. Algunos ejemplos de bases de topologia son:
1) una topologia es obviamente base de si misma;

2) sobre X, Bina = { X} es base de la topologia indiscreta;

3) sobre X, fus = {{z} : x € X} es base de la topologia discreta. Ademads, § =
{la,b] : a,b € R} es base de la topologia discreta sobre R;

4)si A C X, B4 ={AU{zx}:x € X} esbase de la topologia A-inclusion 74;
5)siAcC X,pB4={{x}:2€ X — A} U{X} es base de la topologia A-exclusién 74;

6) /1 = {(a,b) : a,b € R}, B = {(a,b) : a,b € Q} y B3 = {(a,b) : a,b € I} son bases
de la topologia usual sobre R;

7) Bsor = {[a,b) : @ < b,a,b € R} es base para una topologia sobre R, llamada
topologia de Sorgenfrey; el par (R, 7,,,) se llama recta de Sorgenfrey. Observar que

[@,b) € Cyorr yaque R —[a,b) = (—00,a)U b, +00) = (U[C, a)) U (U[b, d)),

c<a d>b
es decir, es union de abiertos basicos.

Como se ha visto en los ejemplos [2.4] una topologia puede generarse a través de
diferentes bases. Esto sugiere la siguiente definicion:

Definicion 2.5. Dadas 3, y /3, dos bases para las topologias 7, y 75 sobre X, se dice que
B es mds fina que Py (81 = [s), si 7o C 71. Y son bases equivalentes si 7o = T7.

Observacion 2.3. Si 3, y 5, son bases equivalentes, no tienen porque coincidir. Por ejem-
plo, 51 = {(a,b) : a,b € Q} y By = {(a,b) : a,b € I} son bases de la topologia usual
sobre R, pero no son iguales.
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Se pueden comparar topologias conociendo s6lo sus bases. Intuitivamente, cuanto méas
pequefios sean los elementos de la base, mayores serdn las topologias inducidas:

Teorema 2.4. Sean (3, y 2 bases para las topologias T, y 15 sobre X, respectivamente.
Entonces, 7o C 1 (1 = [2) si y solo si para cada By € (5 y cada x € Bs, existe
By € (4, tal que x € By C Bos.

Corolario 2.5. Sean (3, y B2 bases para las topologias T y 7o sobre X, respectivamente.
Entonces, 7o = 11 si y solo si:

(i) para cada By € [y y cada x4 € Bs, existe By € 31, tal que x5 € By C Bo, y
(ii) para cada B, € (, y cada 1 € By, existe By € [3s, tal que x1 € By C Bj.
Ejemplos 2.5. Aplicando este criterio, se comprueba que:

(i) 7. C Tsor ya que para cada (a,b) € 5, y cada x € (a,b), existe [z,b) € S, tal que
x € [x,b) C (a,b);y

(ii) Tsor & Tu, pues para a € [a,b) € Byor, N0 existe B € [, talque a € B C [a, b).
A veces, también es ttil disponer de la nocién de subbase:

Definicion 2.6. Una familia o C P(X) es una subbase para alguna topologia sobre X, si

la familia de las intersecciones finitas de elementos de o es una base para una topologia
sobre X.

Lema 2.6. Si 0 C P(X) verifica que X = US, entonces es subbase para alguna
topologia sobre X. e
Ejemplos 2.6. Algunos ejemplos de subbases son:

1) o = {(—00,a),(b,00) : a,b € R} es subbase para 7, sobre R;

2) 0 = {(—00,q],[b,00) : a,b € R} es subbase para 75 sobre R;

3) toda topologia es subbase de si misma.

2.4. Entornos y bases de entornos

Los entornos constituyen la manera més natural de describir las topologias. Esta herra-
mienta indica que sucede cerca de cada punto x, es decir, estamos dando una descripcién
local alrededor de x.
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Definicion 2.7. N C X es un entorno del punto x en (X, 7) si existe un abierto U € 7,
verificando x € U C N. En esta definicion, puede cambiarse el abierto por un abierto
bésico. La familia A, de todos los entornos de x se llama sistema de entornos de .

Teorema 2.7. El sistema de entornos de x en (X, T) verifica las siguientes propiedades:
(N1) para cada N € N, esx € N;
(N2) si N, Ny € N, entonces Ny N Ny € N;
(N3)si N e N,y N C M, entonces M € N;
(N4) para cada N € N, existe M € N, tal que N € N,, para cada y € M; y ademds
(N5)U € 7siysélosiU € N, para cada x € U.

Y reciprocamente, si a cada x € X se le asigna una familia no vacia de subconjuntos M,
verificando (N1) a (N4), y se usa (N5) para definir el concepto de “conjunto abierto”, se
obtiene una topologia T sobre X, para la que M, = N, en cada punto.

Demostracién: S6lo vamos a comprobar la igualdad M, = N, en la segunda parte del
teorema, el resto de la prueba es sencillo. Si N € N, existe U € T talque z € U C N.
Pero U € M,, luego N € M, por (N3). Con esto, queda demostrado que N, C M,.
Reciprocamente, para M € M, se define U = {y € M : M € M,}, que es no vacio,
pues z € U C M. Si demostramos que U € 7, serd entonces M € N,. Seay € U, es
decir, M € M,. Por (N4), existe U, € M, tal que para cada z € U, es M € M.. Porlo
tanto, U, C U y de (N2) se deduce que U € M,,. Como esto sucede para caday € U, se
concluye que U € 7. |

Ejemplos 2.7. Para los ejemplos ya vistos, tenemos:
1) en (X, Ting), paratodo z € X, es N = { X };
2)en (X, 7y4s), paracadax € X,es N4 = {N C X :x € N};
3)en (X, T.oy), paratodo x € X, es N/ ={U € 7 : 2 € U};
4)en (X, 7o), paracadaz € X, es N = {U € Tpp. : w € U};
5)en (X = {a, b}, muer). A" = (X, {a}} y A" = {(X}:
6)en (X,74),paratodoz € X,es N4 ={N C X : {z}UAC N}
Tyen (X, 74),size AesNT = {X}ysiz g AesN,={NC X :ze N};
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8)en (R, Tyea), es NZ“ = NVsiz e Qy NF* ={N CR:x € N}sizel

No son necesarios todos los superconjuntos de los entornos de un punto para obtener
una buena descripcion del sistema de entornos. Bastard con una familia mas pequeia:

Definicion 2.8. Una base de entornos o base local de x en (X, 7) es una familia B, C N,
tal que, para cada N € N, existe B € B, tal que B C N. En cuanto se ha elegido una
base de entornos de un punto (no hay una manera dnica de hacerlo), sus elementos se
llaman entornos bdsicos. La familia { B, } .c x se llama sistema fundamental de entornos.

Ejemplos 2.8. Para los ejemplos ya estudiados, tenemos:
1) en (X, 7jnq), paratodo z € X, se elige B = { X };
2) en (X, 74:), para cada x € X, se escoge BY* = {{x}};
3)en (X = {a, b}, Tsier), se toma B = {{a}} y Bi'*" = {X};
4)en (X, 74), paratodo x € X, se elige B4 = {{z} U A};
5)en (X, 74, BT = {X}siz e Ay BT = {{z}}siz & A;
6)en (R, 7,), seelige BY = {(x —e,x 4+ ¢) : ¢ > 0};
7) en (R, 750, ), se toma B = {[x,x +¢) : £ > 0};
8) en (R, T101), se elige B = {(z —&,00) : € > 0};
9)en (R, Tseq), se toma B = Bl six € Qy B = {{z}} siz €I
10) NV, es una base local en x en (X, 7);
11) Teof Y Teoe NO tienen bases de entornos destacadas.
Teorema 2.8. Sea (X, 7)y {B,}.cx un sistema fundamental de entornos. Se verifica:
(Bl) para cada B € B,, es x € B;
(B2) si By, By € B,, existe By € B, tal que B3 C By N By,

(B3) para cada B € B,, existe By € B,, tal que para cada y € B,, existe B, € B, tal
que B, C B;y ademds

(B4) U € 7 siy solo si para cada x € U, existe B € B,, tal que B C U.
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Y reciprocamente, si a cada x € X se le asigna una familia no vacia D, de subconjuntos
de X, verificando (Bl) a (B3), y se usa (B4) para definir el concepto de “conjunto abier-
to”, se obtiene una topologia T sobre X, para la que {D, }.c x es un sistema fundamental
de entornos en .

Una forma natural de construir bases locales es la siguiente:

Lema 2.9. En (X, 1), la familia de los entornos abiertos de un punto, I3, = N, N7, es
una base local en x.

Proposicion 2.10. (Criterio de Hausdorff) Sean 1, y 5 topologias sobre X y {BL}.cx,
{Bg}m x Sistemas fundamentales de entornos asociados. Entonces, 71 C 7o si y solo si
para cada x € X y cada B, € B., existe By € B2 tal que By C By. En las mismas
condiciones, Ty C T si y solo si para cada x € X, es N} C N2

Lema 2.11. Sea (X, 1)y 8 C 7. Entonces, [3 es base de T si y solo si, para cada x € X,
la familia B, = {B € § : © € B} es una base local en x.

2.5. Distancia. Espacios métricos

En el plano o el espacio sabemos perfectamente lo que es la distancia entre dos puntos.
El problema, siendo X un conjunto abstracto, es definir lo que se entiende por distancia
entre dos de sus elementos cuya naturaleza especifica desconocemos. Para abstraer el
concepto de distancia, hay que captar lo esencial de dicha nocién, lo que da lugar a la
siguiente definicion:

Definicion 2.9. Dado un conjunto X = (), una métrica o distancia sobre X es una funcién
d: X x X — 1R, verificando:

(i) positividad: para cada x,y € X, es d(x,y) > 0,

(ii) propiedad idéntica: dados =,y € X, d(x,y) = 0siy s6lo si x = v,

(iii) simetria: para cada z,y € X, d(z,y) = d(y, z),

(iv) desigualdad triangular: para cada z,y, z € X, d(x,z) < d(x,y) + d(y, 2).

La expresion d(z,y) se lee como distancia de x a y, y el par (X, d) se denomina
espacio métrico.

Observacion 2.4. En la definicion si se debilita la condicién (ii) reemplazandola por

(ii)* para cada z € X, d(z,z) = 0,
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estamos contemplando la posibilidad de que existan z # y en X con d(z,y) = 0. En-
tonces d recibe el nombre de pseudométrica.

Sobre un mismo conjunto pueden definirse distintas métricas, que dan lugar a diferen-
tes espacios métricos.

Ejemplos 2.9. Los primeros ejemplos de espacios métricos son:
1) (X, dgis) donde dg;s es la métrica discreta sobre X:

0 si x=
ddis($7y):{ 1 si x#z

2) el par (R, d,), donde d,(z,y) = |z —y
usual o euclidea;

, se llama la recta real y d, es la distancia

3) sean (X1,dy), ..., (X,,d,) una familia finita de espacios métricos. Sean X = X; X
ex Xpyr = (21,...,20),y = (Y1, .., Yn) € X.Podemos definir tres distancias
sobre X:

a) dmax: X X X — R definida por dyax(x, y) = max{d;(z;,y;) : 1 <i < n};

b) dgum : X X X — R definida por dgym(x,y) = Zdi(%, Yi);
=1

¢) dy: X x X — R definida por d,(z,y) = de(mi, y;), es la distancia eu-
i=1

clidea. La unica propiedad de métrica no trivial para d,, es la desigualdad

triangular, que en este caso recibe el nombre de desigualdad de Minkowski

(ver el ejercicio 29 en el apartado [2.7).

2.6. Bolas abiertas y cerradas

Definiciéon 2.10. Sea (X, d) y r > 0. Se llama:
1) bola abierta de centro x y radio r, al conjunto B(x,r) = {y € X : d(x,y) <r};
2) bola cerrada de centro z y radio r, al conjunto B(z,r) = {y € X : d(z,y) <r};
3) esfera de centro x y radio 7, al conjunto S(z,r) = {y € X : d(z,y) =r}.

Ejemplos 2.10. Damos algunos ejemplos de bolas en algunos espacios métricos:
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(i) en (X, dgs), B(z,1) = {x
X —{z}yS(x,2) =0

(ii)en (R,dy), B(z,7) = (x—r,x+7), B(z,r) = [t—r,x+r]y S(x,r) = {x—r,2+7};

Y, B(2,2) = X, B(z,1) = X,E(x,%):{x}, S(z,1) =

(iii) en (R", dmsx), labola B(z,7) = (1 —r,x1 +71) X - - X (2, — 1,2, + 1) es el cubo
de dimensién n, centrado en x y arista 2r;

(iv) en (R™, dgym), la bola B(z,7) es el cubo de dimensién n centrado en z, de arista 2r
y girado 45 grados;

(v)en (R",d,), B(x,r) es la bola abierta de dimensién n, centrada en x y de radio 7.
Proposicion 2.12. En un espacio métrico (X, d), se cumplen las siguientes propiedades:
(i) para cadax € X yr > 0, es B(x,7) # 0 # B(x,7); pero S(x,r) puede ser vacia;

(ii) si0 < r < s, es B(z,r) C B(x,s), B(x,r) C B(x,s), B(z,7) C B(z,s) (sir < s)
yS(z,r)NS(x,s) =0 sis#r;

(iii) B(z,7) U S(z,7) = B(z,r) y B(x,r) N S(x,r) = 0;

(iv)siry,...,rn >0, B(x,r)N---NB(x,r,) = B(z,r)y B(x,r))N---NB(x,r,) =
B(x,r), donde r = min{ry,...,r,}.

Observacion 2.5. La interseccion arbitraria de bolas no tiene porque serlo; por ejemplo,

11
en (R, d,) ﬂB( ) n <_E’E> = {0}, que no es una bola.

neN neN

Teorema 2.13. (Propiedad de Hausdorff) En un espacio métrico (X, d), dos puntos dis-
tintos se pueden separar por bolas abiertas disjuntas.

Demostracion: Sean x # y. Entonces d(z,y) = r > 0. Las bolas B(z,5) y B(y, 5) son
obviamente disjuntas. |

Teorema 2.14. En (X, d), la familia de sus bolas abiertas { B(x,r) : x € X,r > 0} es
base para una topologia sobre X, 14, que se dice inducida por la métrica d.

Demostracion: Hay que comprobar las condiciones del teorema 2.3}

M) X = |JB(,1),y

zeX
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(ii) dadas B(x1,7r1)y B(xs,r9) conxy, 29 € X yry,19 > 0,8ix € B(x1,71)NB(12,732),
es B(x,r) C B(xy,r1) N B(xa,73), donde r = min{r, — d(x,z1),7my — d(x,z5)}.
|

Definicion 2.11. Un espacio topoldgico (X, 7) es metrizable si existe una métrica d sobre
X, tal que 7 = 74.

Observacion 2.6. (i) Distintas métricas en X pueden generar la misma topologia. En
este caso, se dice que las métricas son topolégicamente equivalentes;

(ii) (X, Tyna) NO es metrizable;

(iii) si (X, ||.|[) es un espacio vectorial normado, queda definida una métrica d,; sobre
X pordados z,y € X, dy(z,y) = ||z — y||.

Ejemplos 2.11. Sobre R" pueden definirse tres métricas inducidas por la usual sobre la
recta (ver los ejemplos2.9). Siz = (z1,..., %),y = (y1,...,Ysn) € R™):

a) dmsx: R™ X R" — R definida por dpsx (7, y) = max{|z; — ;| : 1 <i < n};

b) deym : R x R" — R dada por dgum (, y) Z\xl vil;

¢) la distancia euclidea d,,: R" x R™ — R definida por dy(z,y) = /Z‘IZ y;|*. El

par (R", d,) se llama espacio euclideo de dimension n.

5| 2 | ¢

-
H

dsum(xa 9)7 du(l‘, y)> y dos ejemplos de dy4x (-Ta y)

2.7. Problemas

1.- Sea {7;};c; una familia de topologias sobre X. Se pide probar:

(1) UTZ' es subbase para una topologia, sup(7;), la menor que es mds fina que cada 7;;
iel
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(i1) ﬂn es una topologia sobre X, inf(7;), la mayor que es menos fina que cada 7;;
iel

(i) si X = {a,b,c}, m = {0,X,{a},{a,0}} y o = {0, X,{a},{b,c}}, encontrar
sup{m, 7o} e inf{m, 2}

2.- Una base de cerrados F en (X, T) es una familia de cerrados, tal que todo cerrado en
(X, 7) se puede escribir como la interseccién de de elementos de F. Se pide probar:

(i) F es base de cerrados en (X, 7) siy sélosi f ={X — C : C € F}esbasede;
(i1) F es base de cerrados para algun espacio topoldgico si y solo si:

(a) si C, Cy € F, C7 Uy se escribe como interseccion de elementos de F, y

(b) ﬂ(J:@.

CeF

3.- Sea (X, 7) un espacio topoldgico, donde X es un conjunto infinito. Para cada subcon-
junto A infinito de X, se sabe que A € 7. Probar que 7 = 7.

4.- Dar un ejemplo de espacio topolégico no discreto, en el que 7 = C.
5.- Describir todas las posibles topologias sobre un conjunto con dos o tres puntos.

6.- Sea X un conjunto infinito y 7o, = {U C X : X — U es infinito} U { X }. {Es 7, una
topologia sobre X?

7.- Un espacio (X, 7) es:
(1) de Fréchet o Ty, si paracada x # y, existe U € Ttalquex € Uey ¢ U.

(ii) de Hausdorff o T, si para cada  # y, existen abiertos disjuntos U y V/, tales que
reUeye V;sesueledecirque Uy V separan x e y.

Se pide demostrar:
(i) Si (X, 7) es Ty, entonces es T;. El reciproco no es cierto.

(i1) Tdiss Tscas Tsor ¥ 1as topologias metrizables son 15 (luego 11). Teof Y Teoe SON 17, pero
10 Tb. Tind, Tsiers Thols TA Y T2 (para A # X, () no son T} (luego no son T5).

(iii) (X, 7) es Ty siy s6lo si paracadaz € X, es {z} € C.
8.- Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado. Para «, 5 € X, se consideran los con-

juntos: V, = {r € X :x < a}, B, ={r € X : 2> a}y My = B,NVs Se
pide:
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(i) probar que la familia § = {V,,, By, M, 3 : o, 5 € X} es una base para una topologia
Torq €0 X, llamada topologia del orden. [Es (X, T,.q) T1?7 (Y 157,

(ii) probar que el conjunto {z € X : o < x < [} es cerrado, para cada o, § € X;

(iii) si se toma R (respectivamente, N) con el orden usual, ;cudl es la topologia del orden
asociada sobre R (respectivamente, N)?

(iv) en [0, 1] x [0, 1] se considera el orden lexicogrdfico: (ay,as) < (b1, by) siy s6lo si
(a3 < by 0a; = by yay < by). Probar que la topologia del orden asociado no es
comparable con la topologia euclidea de [0, 1] x [0, 1];

(v) en {1,2} x N con el orden lexicografico, ;cudl es la topologia del orden inducida?
Describir los entornos de los puntos (x,0) (atencién al (0,0)) y (z, 1) (atencion al
(1,1)), si z € [0, 1]. Hacer lo mismo para los puntos (z,y), con z,y € (0,1).

9.- Probar que la familia 5* = {(a,b) : @ < b,a,b € Q}, es una base para 7, sobre R. Sin
embargo, demostrar que la familia 8 = {[a,b) : a < b, a,b € Q} genera una topologia 7’
sobre R estrictamente mas fina que 7, y estrictamente menos fina que Ty, .

10.- En R, se considera 7 = {R, 0} U{(r,00) : r € Q}. Probar que si S C R estd acotado

inferiormente, es U (s,00) = (inf(S), 00). Concluir que 7 no es una topologia sobre R.
s€S

11.- Se considera 77,y = {U C R :p ¢ U 6 R — U finito}, donde p € R. Probar que se
trata de una topologia sobre R, la topologia de Fort y estudiar si es 77 o T5.

12.- En R?, se define una familia F de subconjuntos de X, como sigue:
F ={0,R*} U{F C R*: F consta de un nimero finito de puntos y de rectas}.
Se pide probar:
(i) F es una familia de cerrados para alguna topologia 7;
(ii) esta topologia es la menor en la que puntos y rectas son subconjuntos cerrados;
(iii) comparar 7+ con la topologia usual y la cofinita;
(iv) ¢existe alguna topologia sobre R? en la que las rectas sean cerradas y los puntos no?
(v) existe alguna topologia sobre R? en la que los puntos sean cerrados y las rectas no?

13.- Vamos a dar una prueba topoldgica (debida a H. Fiirstenberg en 1955) de la infinitud
de los nimeros primos. Sobre Z se define la familia § = {Sy;, : a € N,b € Z}, donde
Sap = {an +b: n € Z}. Se pide probar:
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(i) Sap N Seq = S,s, donde r = mem{a, c};

(ii) 5 es base de una topologia 7 sobre Z;

(iii) todo conjunto abierto es infinito;

(iv) para cada a, b € Z, S, es un conjunto cerrado;

(v) para cada entero m € Z — {—1, 1} existe un primo p tal que m € S,; deducir que
existen infinitos nimeros primos.

14.- Decimos que U C N es abierto si dado n € U, todo divisor de n pertenece también
a U. Probar que esta relacion define una topologia 7 # 74 sobre N. (Es (N, 7) T5?

15.- Para cada n € N consideremos el conjunto O,, = {n,n + 1,...}. Probar que 7 =
{0} U {O,,} nen es una topologia sobre N. ;Qué abiertos contienen al 1? (Es (N, 7) T5?

16.- Sean X = {f:[0,1]—[0,1]} y As = {f € X : f(x) = 0,Vx € S} para
S C [0, 1]. Probar que la familia 5 = {Ag : S C [0, 1]} es una base para una topologia 7
sobre X. (Es (X, 1) Ty?

17.- Sea X la familia de todos los polinomios de coeficientes reales y para cada n € N,
sea B, = {p € X : pesde grado n}. Probar que la familia 5 = {B, },en es una base
para una topologia 7 sobre X. ;(Es (X, 7) T5?

18.- Para cada A C N, definimos N (n, A) = Card (AN{1,2,...,n}). Sea:

N
Tap:{UcN:uzUé (1eUy1me:1>}.

n—00 n

Probar que 7,, es una topologia sobre N, la topologia de Appert. {Es T5?

19.- Sea P la coleccion de los polinomios en n variables reales. Para cada P € P, sea
Z(P)={(z1,-++ ,x,) € R": P21, -+ ,x,) = 0}. Se pide:

(i) probar que {Z(P) : P € P} es una base de cerrados para una topologia sobre R",
T.ar» l1amada topologia de Zariski;

(i1) probar que es 77, pero no 7T5;

(iii) sin = 1, T.qr = Teoy. Pero, sin > 1, estas dos topologias son distintas.

20.- Describir los sistemas de entornos de cada punto en los espacios topoldgicos:

i) X ={a,b,d,c} yr={X,0,{b},{a,b}, {b,c,d}};
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() X = {a,b,d,c,e} y7={X,0,{a},{a,b},{a,c,d}, {a,b,c,d},{a,b,e}}.

21.- Sea (X, d) un espacio métrico. Probar que B, = {B(z,+) : n € N} es una base de
entornos en z para la topologia inducida por la métrica.

22.- Sobre R, se considera:
(Dsiz#0,B, ={(x—e,x+¢):e >0},
(2) By ={B., : ¢ >0,n € N},donde B.,, = (—00, —n) U (—¢,¢) U (n, c0).

Probar que {8, }.cr es un sistema fundamental de entornos, que define una topologia 74
sobre R. El par (R, 7,.) se llama recta enlazada. Comparar 7,,. con la topologia usual de
R y estudiar si es T} o 7.

23.- Sobre R se considera:
Dsiz#0,B, ={(x—e,x+¢e):e>0}, 2)By={(—e,e) —{+:neN:e>0}

Comprobar que {B, }.cr es un sistema fundamental de entornos, comparar la topologia
generada con 7, y estudiar si es 77 o 75.

24.- Determinar si en (R, 7,,) los siguientes intervalos son entornos de 0: (—3, ], (—1,0],

[0,2) y (0, 1]. Probar que los conjuntos Q y I no pueden ser entornos de ningin punto.
25.- Para I’ C R?, el semiplano superior cerrado, se considera:
(1) Bz = {Bus((z,y),e) CT': e > 0 “pequefio”}, para (z,y) € I', y # 0,

(2) Bz = {{(2,0)} U{Bus((z,€),) : ¢ > 0}

Probar que {B(; ) } (z,y)cr €S un sistema fundamental de entornos, que define una topologia
Tmoo SObre I'. El par (I', 7,,,0,) se llama plano de Moore. Comparar 7,,,, con la topologia
euclidea sobre I' y estudiar si es 77 o 75.

26.- Se considera R = {f: [0, 1] — R}, y:

(i) se define U(f, F,6) = {g € RO : vz € F,|f(x) — g(z)| < &}, para f € RO
F C [0,1] finitoy § > 0. Probar que {U(f, F,d) : F' C [0, 1] finito,d > 0} forma
una base de entornos en f para una topologia, 7;,., sobre R que se denomina
topologia de Tychonof;

(ii) para f € ROy e > 0,sea V(f,e) = {g € ROU : vz € [0,1], |9(z) — f(z)| < €}.
Verificar que {V'(f,e) : ¢ > 0} forma una base de entornos en f para una topologia,
Tea sobre RO 1lamada topologia caja;

(iii) comparar Ty, y T, y estudiar si son 717 o 7.
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27.-Sean L, = {(z, ) : 2 € [0,1)}sin >0, Ly = {(z,0) : 2 € (0,1)} y X = GL"'

n
. n=0
Se considera:

()sine€Nyz #0,B, 1) = {(z, 1,
(2) B1y={U C L, : (0, ;) € U, L, — U es finito},
(3) By = {{(x.0)} U {(, 1) : 0 > 0}).
Comprobar que {B(M)}(x,y)e x es un sistema fundamental de entornos sobre X.

28.- Sea X = [0,1] U {1*}, donde 1* es un punto afiadido a [0, 1], tal que x < 1* para
cada z € [0, 1). Para cada = € [0, 1], los entornos bdsicos son los entornos usuales de x;
los entornos bdsicos de 1* son los conjuntos de la forma (a, 1) U {1*}, donde a € [0, 1).
Demostrar que definen una topologia 7 sobre X.

29.- Dadas dos familias de nimeros reales {a;}_,, {b;}",, se pide demostrar:

(1) la desigualdad de Cauchy-Schwartz:

n n

i=1

i=1 i=1

(i1) la desigualdad de Minkowski:

n

> (ai+b;)? < Zn:a§+ zn:bg.
=1 =1

i=1
(iii) comprobar la desigualdad triangular en el caso de la distancia euclidea (ver los
ejemplos [2.9).
30.- Un espacio (X, 7) se dice:
(i) primero numerable o C', si todo punto posee una base local contable;
(i1) segundo numerable o C'y, si existe una base contable 5 de 7.
Se pide probar:
(i) (X, 7) es C si para cada z € X, existe una base local contable y decreciente;
(ii) si (X, 7) es Cyy, entonces es Cf;

(i) estudiar si son Cr 0 Crr: (X, Tind)s (X, Tais)s (R, Teop)s (R, Teoe)s (X, 7a), (X, 74),
(R, Tsor)> (R, Thot), (R, Tsea ), lOs espacios métricos, etc.



Conjuntos en espacios topologicos

Los labios son mimica

que los brazos sujetan.

Lo que las palabras abrazan
en las palabras se queda.

“Pido la palabra”
Mikel Varas

3.1. Interior de un conjunto

En (X, 7),si A C X, A no tiene porque ser un conjunto abierto, pero siempre contiene
conjuntos abiertos: por lo menos el conjunto vacio (). Por ello, tiene sentido definir:

Definicion 3.1. Dado (X, 7)y A C X, el interior de A es el conjunto

EZU{UCX:UGT}/UCA}.

(o]
Six €A, se dice que x es un punto interior de A.

Lema 3.1. En (X,7), si A C X, es A€ T y ademds A es el mayor conjunto abierto
contenido en A.

Ejemplos 3.1. Para los ejemplos ya estudiados, tenemos:
1) en (X, 7ina), paratodo A # X, es ;1: @y)o(: X;
2)en (X, 745), paratodo A C X, es ;l: A;
3)en (X = {a,b}, Toser)s {b}= 0y {a)= {a);

39
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4)en (X,74),si B & 74, es B= 0);

5)en (X,74),si B & 74, es 23: B — A;

o

6) en (X, 7eof), St A & Teop, €5 A= ;
7)en (X, Teoe), St A & T, €8 A= 0;
8) en (R, 7101), si A estd acotado superiormente, es ;1: 0;
9) en (R, 754 ), para A= (ANnTyu (jlu NQ).
Lema 3.2. En (X, 1), si A C B, entonces ;lcé
Teorema 3.3. En (X, 7), se verifican las siguientes propiedades:

(11) para todo A C X, es jle A;

(I12) para todo A C X, es ;1:;1;

A o o
(I13) para todo A, B C X, es AN B=AN B;

(I4) X= X, y ademads

(I5)U € 7 siy solo si (O]: U.

Y reciprocamente, dada una aplicacion Int: P(X)— P(X), que verifica (I1) a (14), y
si se define el concepto de conjunto abierto usando (15), queda definida una topologia T
sobre X, para la cual Int es el operador interior.

Demostracion: Para la segunda parte, hay que probar que 7 = {U C X : Int(U) = U}

es una topologia sobre X. Para demostrar la ultima parte, Int(A) € 7 por (I2) y como

Int(A) C A por (I1), se concluye que Int(A) CA aplicando el lema Por otro lado,

siUeryUcC A,esU = Int(U) C Int(A) por (I3), luego AC Int(A). |
Se puede caracterizar el interior de un conjunto a través de un sistema fundamental de

entornos:

Proposicion 3.4. Sea {B,}.cx un sistema fundamental de entornos en (X, 1), entonces

es x €A siy solo si existe B € B, tal que B C A.
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El interior de cualquier entorno es no vacio:

o
Lema 3.5. En (X, 1), N € N, si y solo si Ne N,. En particular, un entorno no puede
tener interior vacio.

3.2. Clausura de un conjunto

Un conjunto A en un espacio (X, 7) no tiene porque ser cerrado. Pero siempre existen
cerrados que lo contienen: por lo menos, el total X. Por esta razon tiene sentido definir:

Definiciéon 3.2. Sea (X,7)y A C X.La clausura de A es el conjunto:
A= ﬂ{FCX : F cerradoy A C F}.

Six € A, x se llama punto clausura o adherente de A.

Lema 3.6. Sean (X,7) y A C X. A es un conjunto cerrado, y ademds es el menor
cerrado que contiene a A.

Ejemplos 3.2. En los ejemplos ya estudiados, tenemos:
1) en (X, Ting), paratodo A # 0, es A = X;
2) en (X, 74;), paratodo A C X, es A = A;
3)en (X = {a,b}, Tuier). {b} = {b} y {a} = X:
4)en (X,74),51 B¢ Cpes B=X;
5)en (X,74),si B € C% es B= BU A4,
6) en (X, 7.of), si A es infinito, es A=X;
7) en (X, Teoe), Si A no es contable, es A=X:
8) en (R, 74,1), si A no estd acotado superiormente, es A = X;
9) en (R, 7yua), para A — (A — Q) U (A" N Q).
Lema 3.7. En (X, 1), si A C B, entonces AcCB.

Teorema 3.8. En (X, 1), se verifican las siguientes propiedades:

(C1)paratodo A C X, es A C A;
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(C2) para todo A C X, es A= A;

(C3) para todo A,B C X, es AUB = AU B;
(C4) 0 = 0; y ademds

(C5)F €Csiysolosi F =F.

Y reciprocamente, dada una aplicacion Cl: P(X)—P(X), que verifica (C1) a (C4)
(es decir, lo que habitualmente se denomina un operador clausura de Kuratowski), si se
define el concepto de conjunto cerrado usando (C5), queda definida una topologia T sobre
X, para la cual Cl es el operador clausura.

Demostracion: La primera parte es una simple comprobacion. Para la segunda parte, basta
con probar que F = {A C X : Cl(A) = A} es la familia de cerrados para una topologia
7 sobre X. Entonces, U € 7siysolosi X — U € F. Por (C2), es Cl(A) = CI(CI(A)),
luego Cl(A) € Fycomo A C CI(A), se deduce que A C CI(A) por el lema Y si
ACFe€C,esCIl(A) C CI(F) = F, por (C3), luego CI(A) C A. |

Se puede caracterizar la clausura de un conjunto a través de un sistema fundamental
de entornos:

Proposicion 3.9. Sea {B,}.cx un sistema fundamental de entornos en (X, T), entonces
esx € Asiysolo sipara cada B € B, es BN A # (.

Los conceptos de interior y clausura son duales (no opuestos), como las nociones de
abierto y cerrado:

o

o LA
Proposicion 3.10. Sea (X, 7)y A C X, entonceses X— A= X — Ay X —A=X — A

Definicion 3.3. Un conjunto D es denso en (X, 7), si D = X, es decir, si es topoldgica-
mente grande.

Lema 3.11. Un conjunto D es denso en (X, T), si verifica cualquiera de las propiedades
equivalentes siguientes:

(i) D corta a cualquier abierto no vacio;
(ii)siFeCyD CF,es F=X;

(iii) D corta a cualquier abierto bdsico no vacio;
(iv) D corta a cualquier entorno de cualquier punto;

(v) D corta a cualquier entorno bdsico de cualquier punto.
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3.3. Puntos de acumulacion y puntos aislados. Conjunto
derivado

Definicion 3.4. Fijado un sistema fundamental de entornos {8, }.cx en (X,7), z € X
es un punto de acumulacion de A C X, si para cada B € B, es (B — {z}) N A # (.
Al conjunto de los puntos de acumulacion de A se le llama conjunto derivado de A'y se
denota por A’. Six € A — A, se dice que = es un punto aislado de A.

Teorema 3.12. En (X, 1), se verifican las siguientes propiedades:
(i)si AC B,es A’ C B,
(ii) para todo A, B C X, es (AUB) = AU B’;
(iii) " = 0;
(iv)A=AUA
(v) F €Csiysolosi F' C F.

Observacion 3.1. Por la propiedad (v) del teorema|3.12] un conjunto con derivado vacio
es cerrado.

Ejemplos 3.3. Para los ejemplos anteriores, tenemos:

1) en (X, Ting), para todo A # () con més de un punto, es A’ = X y para z € X, es

{a} = X —{a};
2) en (X, 74is), paratodo A C X, es A’ = ();
3)en (X = {a,b}, Tsicr), {0} = 0y {a} = {b};

4)yen (X,74),81 B € Ca,es B = X — {z} cuando AN B = {z} y B’ = X en otro
caso. Y si B € C4, entonces B’ = (J;

5)en (X, 7%), si B tiene mas de un punto,es B’ = Aysi B = {r},es B' = A — {z};
6) en (X, T.of), si A es infinito, A’ = X y si A es finito, A’ = {);
7) en (X, Teoe), Si A es no contable, A’ = X y si A es contable, A" = ();

8) en (R, 75cq), para A C R y con las notaciones obvias, es A" = A N Q.
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3.4. Frontera de un conjunto

Definicién 3.5. En (X, 7), la frontera de A C X es el conjunto fr(A) = AN X — A. Si
x € fr(A) se dice que x es un punto frontera de A.

Lema 3.13. En (X, 7), si A C X, fr(A) es un conjunto cerrado.
Teorema 3.14. En (X, 7), si A C X, se verifican las siguientes propiedades:
(i) fr(A) = fr(X — A);
(i) fr(0) = fr(X) =0;
(iii) A= AU fr(A) =A Ufr(A);
(iv) fr(A) = A= Ay A= A — fr(A);

(v) X —A Ufr(A) U (X — A) y esta union es disjunta;
(vi) A es abierto siy solo si fr(A)NA=10;
(vii) A es cerrado siy sélo fr(A) C A.

Ejemplos 3.4. Para los ejemplos conocidos, se verifica:
1) en (X, Tynq), para todo A C X propio, es fr(A) = X;
2)en (

3)en (X = {a,b}, Tier), fr({b}) = {b} y fr({a}) = {b};

(

4)en (X,74), si B C X es propio, fr(B)=Bsi B € Ca, fr(B)=X —BsiB €1y
y fr(B) = X en caso contrario;

X, Tais), paratodo A C X, es fr(A) = ();

5)en (X, 74),si B C X es propio, es fr(B) = A;

6) en (X, 7.of), para X infinito, fr(A) = X — Asi A € 7., fr(A) = Asi A€ Cpor y
fr(A) = X en caso contrario;

7) en (X, Teoc), para X no contable, fr(A) = X — Asi A € Teoe, fT(A) = Asi A € Cope
y fr(A) = X en caso contrario;

8) en (R, Tueq ). para A C R, es fr(A) = (B"' N Q) — (éu NQ).



3.5. Problemas 45

3.5. Problemas
1.- Sea (X, 7) un espacio topolégico, A, B C Xy {A; C X},c;. Probar:
)z e A'siysélosiz € A— {z};
(i) si AU B = X, entonces AU B= X; (i) si AN B = 0, entonces AN B= {);

(ivAeTsiysélosi (VBC X, esANB=0<= ANB=10);

(V) AeTsiysdlosi ANB C AN B, paracada B C X.Y entonces, BN A= BN A,

e e e o
(vViyANBCANB, AUBCAUB, (ANnB)cCcAnNB, A-BCA-B y

o P
A— BDA - B;

vii) () Aic( A ) 404 JA& < A (A o A U4 ¢

iel iel iel iel iel iel iel iel iel
!/ / /

(UA’L) y ﬂAi - (ﬂAz) ;

iel iel iel

(viii) ;pueden dos conjuntos diferentes poseer el mismo conjunto derivado? ;el mismo
interior? ;la misma clausura? ;la misma frontera? ;y los cuatro a la vez?

2.- Sea X un conjunto y 73, 7» dos topologias sobre X, tales que 75 C 7;. Con las no-
02 ol

. . . —1 —2
taciones obvias, probar que para cada A C X, setiene A CA y A C A". ;Se pueden
comparar sus operadores derivados?

3.- Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Probar:

(i)?lz{xeX:Aer};

(ii) si X no posee puntos aislados y A C X es abierto, entonces A no posee puntos
aislados;

(iii) si # € A es aislado en A, entonces x es aislado en A. ;Es cierto el reciproco?

(iv)si (X, 7)es Ty yx € A’, entonces A corta a cada entorno de = en un nimero infinito
de puntos y el conjunto A’ es cerrado;

(v) z € {y} siy sélosi N C N,. Luego, N, = N, siy sélosi {z} = {y};
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(vi) (X, 7)es Ty siysolosiparacadax € X, {z} = ﬂ N.
NeN;

o

4.- En (X, 7), un abierto A se llama regular, si A —=A y un cerrado A se llama regular si

A= /Ol Probar:

[¢] J—
(1) si A es cerrado (respectivamente, abierto), entonces A (respectivamente, A) es un
abierto regular (respectivamente, un cerrado regular);

(ii) A es abierto regular siy s6lo si X — A es cerrado regular;

(iii) si A y B son abiertos regulares (respectivamente, cerrados regulares), es A C B si

y solo si AcCB (respectivamente, AC B);

(iv) si Ay B son abiertos regulares (respectivamente, cerrados regulares), entonces AN B
(respectivamente, A U B) es abierto regular (respectivamente, cerrado regular). En
general A U B (respectivamente, A N B) no es abierto regular (respectivamente,
cerrado regular);

(v) en (R, 7,), hay abiertos que no son regulares.

5.- Sea (X, ) un espacio topolégico y A, B C X. Se pide probar:
(i) fr(A) = (0 siy sélo si A es abierto y cerrado a la vez;

(if) fr(A) C fr(A)y fr(A) C fr(A);
(iii) si A C B, jes fr(A) C fr(B)%

@(iv) si fr(A) N fr(B) = 0, se verifica que ATUB=AUB, ANB =A4NB y
fr(ANB) = (AN fr(B)) U (fr(A) N B);

(v) en general, fr(AUB) C fr(A)U fr(B).Si AN B = (), entonces se da la igualdad.

6.- Construir una tabla (con seis entradas) en que se relacionen los conceptos de conjunto
abierto, cerrado, interior, clausura, frontera y entorno.

7.- Sea D denso en (X, 7). Probar:

(1) siU € 1,entonces U C DNU; (i) si £ D D, entonces E es también denso;
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(ii1) si U es denso y abierto, entonces D N U es denso;
(iv) la interseccion finita de abiertos densos es abierto denso;
(v) si 7/ C 7, entonces D también es denso en (X, 7).

8.- Sean G, = {(z,y) € R* : © > y + k} y la topologia 7 = {0, R?} U {G} : k € R}.
Calcular el interior, el derivado y la clausura de {(0,0)} y {(—z,z) : z € R}.

9.- En ([0, 1] x [0, 1], 7,ra), donde la topologia estd inducida por el orden lexicogrifico,

calcular el interior, la clausura y la frontera de {(£,0) : n € N}, {(1 — 2,1) : n € N},

(@0):0<z <1} {@h:0<a<y{(dy:0<y<i}.
10.- Sea (N, 7,,,) la topologia de Appert. Caracterizar sus operadores interior y clausura.
11.- En (X, 7), se dice que A es:

(a) un F;-conjunto, si es la union de una familia contable de conjuntos cerrados y

(b) un Gs-conjunto si es la interseccion de una familia contable de conjuntos abiertos.
Se pide probar:

(1) todo cerrado es un F,-conjunto y todo abierto es un GGs-conjunto;

(ii) en (R, 7,), [0, 1] es un F,-conjunto y un Gs-conjunto;

(iii) en (R, 7,), Q es un F,-conjunto, pero no es un G5-conjunto;

(iv) si A es un F,-conjunto, existe una familia contable de cerrados {F;, : n € N}, tal
que Fj, C Fjq paracada k € N, y de forma que A = UFn;

neN

(v) si A es un Gs-conjunto, existe una familia contable de abiertos {U,, : n € N}, tal que
Uy D Uy paracada k € N, y de forma que A = ﬂ Un;

neN

(vi) la unién contable y la interseccion finita de F,-conjuntos, es un F,-conjunto;
(vii) la unién finita y la interseccion contable de (Gs-conjuntos, es un (z5-conjunto;
(viii) el complementario de un F,-conjunto es un GGs-conjunto y viceversa;

(ix) ;quiénes son los Gs-conjuntos en (R, 7.,7)?;

(x) en (R, 7eoe), todo F,-conjunto es cerrado y todo Gs-conjunto es abierto;
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(xi) en el espacio métrico (X, d), todo cerrado es un Gs-conjunto y todo abierto es un
F,-conjunto.
12.- Sea X un conjunto y una funcién ®: P(X)— P(X), tal que:
(a) paracada A C X, A C ®(A);
(b) paracada A, B C X, (AU B) = (A) U D(B);
(c) ®(0) = 0;
(d) paracada A C X, &(P(A)) = P(A).
Una tal aplicacion se llama un operador clausura de Kuratowski. Se pide probar:

(i) si se definen los cerrados como los A C X tales que A = ®(A), queda definida una
topologia sobre X, cuyo operador clausura es precisamente P;

(ii) si X es infinito y se define $(A) = A si A es finito y P(A) = X si A es infinito.
Comprobar que es un operador clausura de Kuratowski, y ver que topologia genera;

(iii) lomismo si X = Ry ®(A) = (—oo,sup(4)];

(iv) lo mismo si para B C X, ®(A) = AU B, si A es no vacio. Describir los casos en
que B=0yB=X;

(v) lomismo si X = Ry ®(A) = A" si A estd acotado y ®(A) = A" U {0} si A no
esta acotado;

(v) sean ¢, y &, dos operadores clausura de Kuratowski sobre X y sean 7, y 75 las
topologias generadas por ellos. Con las notaciones obvias, se supone que para cada
A C X,es Po(P1(A)) € Cy. Se pide probar:

(a) 5 o @ es un operador clausura de Kuratowski;
(b) Pyo®(A)=({FCX:ACF FeCnCl
(c) 10 Py(A) C Py 0 Py(A), paracada A C X.

13.- Sea X un conjunto y una funcién ¢: P(X) — P(X), tal que:
(a) paracada A C X, A D ¢(A);
(b)paracada A, B C X, p(AN B) = ¢(A) Np(B);

© p(X) = X;
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(d) paracada A C X, p(p(A)) = p(A).
Una tal aplicacién se llama un operador interior. Se pide probar:

(i) 7, ={A C X : A= ¢p(A)} es una topologia sobre X, cuyo operador interior es
precisamente ¢;

(ii) si X es infinito y se define p(A) = A si X — A es finito y ¢(A) = () en otro caso.
Comprobar que se trata de un operador interior, y ver que topologia genera;

(iii) lo mismo si X = Ry p(A) = (sup(R — A), o0);

(iv) lo mismo si para B C X, ¢(A) = AN (X — B), si A # X. Describir los casos en
que B=0yB=X.

14.- Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una familia de conjuntos {A; : i € I} se llama
localmente finita, si cada x € X posee un entorno que corta sélo a una cantidad finita de
los elementos de la familia. Se pide probar:

(i) si {A; : i € I} es localmente finita, también lo es la familia {A; : i € I};

(ii) si {A; : i € I} es localmente finita, UE = UAZ';

iel iel
(ii1) la unién de una familia localmente finita de cerrados, es un conjunto cerrado;

(iv) si la familia de conjuntos {4; : i € I} verifica que UZ € C, probar que entonces
iel

15.- Sea (N, 7) el espacio topoldgico del problema 15 en el apartado Calcular el
interior, el derivado y la clausura de los conjuntos {n,n+1,...,n+p}y {2n: n € N}.
Caracterizar los operadores clausura e interior.

16.- Sea (X, 7) el espacio topoldgico del problema 16 del apartado Calcular el inte-
rior, el derivado y la clausurade {f € X : f(0) =0}y {f € X : f(0) = 1}. Caracterizar
el operador clausura en este espacio.

17.- Sea (Z, T) el espacio topoldgico del problema 13 del apartado Calcular el interior,
la clausura y el derivado del conjunto de los nimeros primos, N y el conjunto de los
ndmeros pares.
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18.- Sea (X, 7) el espacio topoldgico del problema 27 en el apartado Calcular el

interior, el derivado y la clausura de los conjuntos {(, 1) : n € N}, {(1,2) : n > 1}y

{(xal):0§$<%}u{(%’0)}. 27 n -

19.- Sea el espacio métrico ([0,1],d,). Se divide [0, 1] en tres intervalos de la misma
amplitud, se elimina el intervalo abierto central (que se llamard intervalo abierto de tipo
1)§ = (3, 2) y se conservan los intervalos cerrados (que se llamarén de tipo 1) Ag = [0, 5]
y Ay = [3,1]. Se divide cada intervalo cerrado de tipo 1 en tres intervalos de la misma
amplitud. Se eliminan de nuevo los intervalos abiertos centrales (intervalos abiertos de
tipo 2), g = (%, %) yo = (g, g) respectivamente, y se conservan los intervalos cerrados
(de tipo 2) resultantes Aoy = [0, 5], Aoy = [2, 3], Ao = [3, §] y A1 = [§, 1]. Se continda
de este modo el proceso, obteniendo para cada n € N, 2" intervalos cerrados A;,..;,
de tipo n donde i; es 0 6 1. Cada intervalo cerrado de tipo n se divide en tres partes
de la misma amplitud, conservando dos intervalos cerrados A;,..; 0 Y A;,...;,,1 (lamados
intervalos cerrados de tipo n + 1) y eliminando cada intervalo abierto d;,..;, de tipon + 1
que queda entre ellos.

Sea (), la reunién de los intervalos cerrados de tipony C' = ﬂ C,. C se llama conjunto

neN
perfecto de Cantor, discontinuo de Cantor o conjunto ternario de Cantor. Se pide probar:
(i) C es cerrado y no vacio en ([0, 1], d,);
(i1) la suma de las longitudes de todos los intervalos abiertos eliminados en el proceso es
1: en este sentido (el de la medida), el conjunto de Cantor es pequefio;

oo
coe .z . rd . a
(iii) todo punto de C' posee una representacion ternaria unica 5 3—Z donde a,, = 0, 2.

n=1
Se concluye que C' es un conjunto no contable: en este sentido (el del cardinal), el
conjunto de Cantor es grande;

(iv) C' no posee puntos aislados en [0, 1] y O= 0.

20.- Un espacio (X, 7) se dice separable si existe D C X denso y contable. Probar que
si (X, 7) es Oy, es separable. Estudiar la separabilidad en los ejemplos del ejercicio 30
del apartado y comprobar que no existen relaciones entre los conceptos de C; y la
separabilidad.



Continuidad

Nunca podré decidir lo que es arriba

lo que es abajo

si yo soy la manzana,

/quién me estard mirando para saberme,

para entender el universo a partir de mi caida?

Alicia Newton en “Alicia Volatil”
Sofia Rhei

4.1. Aplicaciones continuas

Definicion 4.1. Una funcidn entre espacios topoldgicos f: (X, 7x) — (Y, 7y ) es con-
tinua en a, si para todo entorno M € N}?a), existe N € NX, tal que f(N) C M. Esta
definicion sigue siendo vélida si se reemplazan los entornos por entornos basicos. Una
funcién es continua en A silo es en cada punto de A.

Proposicion 4.1. Sea f: (X, 7x) — (Y, 7v) una funcion. Son equivalentes:
(i) f es continua en X;
(ii) para cada x € X y cada entorno M € N;Zm)’ es f[7YM) e NX;

(iii) para cada x € X y cada M € By, (fijada una base local), es f~'(M) € NX;

(iv) para cada U € 1y, es f1(U) € 7x;
(v) para cada U € By (una vez elegida una base), es f~1(U) € Tx;

(vi) para cada F € Cy, es f7'(F) € Cx;

(vii) para cada A C X, es f(A) C m

(viii) para cada B C Y, es f~Y(B) D f~1(B);

51
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o
(o]

(ix) para cada B C Y, es f~1(B) Cm.

Ejemplos 4.1. Algunos ejemplos de funciones continuas son:
1) para cada espacio (Y, 7y) y toda funcion f, f: (X, 74s) — (Y, 7v) es continua;
2) para cada espacio (X, 7x) y toda funcién f, f: (X, 7x) — (Y, Tinq) €s continua;
3) toda aplicacién constante f: (X, 7x) — (Y, 7y) es continua;

4)sean f: (X, 7x)— (Y, 7y) continua y las topologias 7x C 7% y 75, C 7y. También
es continua la aplicacion f: (X, 75 ) — (Y, 7).

Proposicion 4.2. Sean f: (X, 7x)— (Y, 7v)yg: (Y, 7v)— (Z,72). Se verifica:
(i) si f es continua en a € X y g es continua en f(a), entonces g o f es continua en a;
(ii) si f es continua en X y g es continua en Y, entonces g o f es continua en X.

Proposicion 4.3. (Criterio de Hausdorff de comparacion de topologias) Dos topologias
sobre X verifican 7y C 1y si 'y sélo si la identidad, 1x : (X, 7) — (X, 72) es continua.

4.2. Homeomorfismos. Propiedades topologicas

Definicion 4.2. Una aplicacién f: (X, 7x) — (Y, 7y) es un homeomorfismo, si f es
biyectiva, continua'y f~! es continua. Se dice que (X, 7x) es homeomorfo a (Y, 1y).

Lemadd. Si f: (X, 7x)— (Y, 7v)yg: (Y,7v) — (Z, 72) son homeomorfismos:
(i) [~ (Y, 7v) — (X, 7x) es un homeomorfismo;
(ii) go f: (X, 7x) —> (Z,77) es un homeomorfismo.

Corolario 4.5. La relacion “ser homeomorfos” es una relacion de equivalencia sobre la
familia de los espacios topologicos.

Proposicion 4.6. Si f: (X, 7x) — (Y, 7v) es una funcion biyectiva, son equivalentes:
(i) f es un homemorfismo;
(ii) U € Tx siy solo si f(U) € 1y;
(iii) F' € Cx siy solo si f(F) € Cy;

(iv) para cada A C X, es f(A) = f(A);
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o
(v)para cada A C X, es f(A) =f(A);

(i) V €1y siysolosi f[7H(V) € 7x;
(vii) G € Cy siy sélo si f~1(G) € Cx;

(viii) para cada B C Y, es f~Y(B) = f~1(B);

o ——
(ix) para cada B C Y, es f~Y(B) =f'(B).

Definicion 4.3. Una propiedad relativa a espacios topoldgicos se llama fopoldgica, si se
conserva bajo homeomorfismos.

Proposicion 4.7. Son topoldgicas las propiedades Ty, T, Cy, Cry, la separabilidad y la
metrizabilidad.

Contraejemplo 4.1. Por ejemplo, la acotacion —cuando tenga sentido hablar de este con-
cepto, lo tiene en espacios métricos— es un ejemplo de propiedad no topoldgica: en (R, 7,),
el intervalo (0, 1) y R son homeomorfos, el primer conjunto es acotado y el segundo no.

Observacion 4.1. Desde el punto de vista de la topologia, dos espacios homeomorfos
son indistinguibles. La importancia de esta propiedad radica en que, cuando se traba-
je con propiedades topoldgicas, es posible reemplazar espacios complicados por otros
homeomorfos a ellos, pero mas sencillos de manejar.

4.3. Sucesiones en espacios métricos: convergencia y con-
tinuidad secuencial

Definicion 4.4. Una sucesion en X # () es una aplicacién f: N— X. Normalmente,
en vez de utilizar la notacién funcional, se utiliza la notacién con subindices f(n) = z,,
y se habla de la sucesién f o {z,}nen. El punto z,, se llama término de la sucesién y
Rg ({zn}nen) = f(N) es el rango de la sucesion.

Observacion 4.2. Destacamos a continuacion algunas propiedades relativas a sucesiones:

(1) la funcién f definiendo una sucesion no tiene porque ser inyectiva, y por lo tanto, en
una sucesion pueden existir términos iguales;

(i) no hay que confundir el rango con la propia sucesion: si X = R, la sucesion
{Zn}nen = {(—1)" }nen es la sucesion oscilante, cuyo rango es finito {—1, 1};
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(iii) si f es constante, es decir, existe x € X tal que f(n) = x paracadan € N, se habla
de la sucesion constante igual a x 'y en este caso f(N) = {z};

(iv) si existe ng € N tal que para cada n > ng es x, = x, se habla de la sucesion
semiconstante igual a x (que es constante si ng = 1). El rango de una sucesion
semiconstante es finito, aunque el reciproco no es cierto (por ejemplo, las suce-
siones oscilantes).

Definicion 4.5. Una subsucesion {y, },cn de la sucesion {x, } ey es otra sucesion defini-
da por y,, = Zy(n), donde ¢: N— N es una funcion estrictamente creciente. Es decir, se
eligen elementos de la sucesion original, sin alterar el orden.

Lema 4.8. Si ¢: N— N es una funcion estrictamente creciente, es p(n) > n para cada
neN.

Lema 4.9. Toda sucesion es una subsucesion de si misma.

Demostracion: Basta con tomar como ¢: N— N la funcion identidad. |

Lema 4.10. Una subsucesion de una subsucesion de {x, } nen sigue siendo una subsuce-
sion de {x,, }nen.

Demostracion: La composicion de funciones estrictamente crecientes es una funcién es-
trictamente creciente. |

Definicion 4.6. Sea {x,},cy una sucesion en un espacio métrico (X, d). Se dice que
x € X es limite de {x, },en, si para cada ¢ > 0, existe n. € N tal que para cadan > n,
es d(x,x,) < €. Se dice también que {x, },eny converge a x y se denota por {z,,} — .

Observacion 4.3. De manera equivalente: {x,,} — x si para cada ¢ > 0, existe n. € N
tal que para cadan > n. es z,, € B(x, ¢). Esta escritura permite generalizar la definicion
de convergencia a espacios topoldgicos: {z, }nen converge a x en (X, 7), si para cada
N € N,, existe ny € N, tal que para cadan > ny, es z,, € N (pueden reemplazarse los
entornos por entornos basicos). Pero, en espacios topoldgicos, las sucesiones no tienen
buenas propiedades (ver problemas 35 y 36 del apartado 4.4).

Lema 4.11. Sea {x,,}nen una sucesion en (X, d), tal que x,, € B(x, ). Entonces, {x,}
converge a x.

Teorema 4.12. Una sucesion convergente en (X, d) lo hace de manera tinica.

Demostracion: Supongamos que {z, },en converge a dos puntos distintos, x # y. Sea
d(x,y) = r > 0. Por la propiedad de Hausdorff (teorema[2.13)), es B(z, 5) N B(y, 5) = 0,
lo cual contradice la hipdtesis de convergencia. |
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Observacion 4.4. Algunos ejemplos de sucesiones convergentes son:

(1) en cualquier espacio métrico, una sucesion semiconstante converge hacia la constante
que se repite;

(ii) si (X, d) es un espacio métrico discreto y 7, es la topologia discreta, las tnicas
sucesiones que convergen son las semiconstantes;

(ii1) las sucesiones oscilantes no convergen en ningtin espacio métrico: en efecto dada la
sucesion {z, }nen, con x,, = x paran pary x, = y # x paran impar, si {z,} — z,
parae = 3d(x,y) deberfa ser z,, € B(z,¢) para n suficientemente grande, es decir,
x,y € B(z,¢), 1o que es imposible.

Teorema 4.13. En (X, d), si {x,} — x, cualquier subsucesion {x @} — .

Demostracion: Basta con utilizar el lema 4.8 |

Observacion 4.5. El reciproco no es cierto: en (R, d,), la sucesién{(—1)"},cn no con-
verge, pero la subsucesion de los términos pares {(—1)?"} — 1.

Observacion 4.6. Algunas observaciones referentes a la convergencia de sucesiones son:

(i) sien (X, d) el rango de la sucesion {z, },en es finito, existe una subsucesion cons-
tante {Z,(n) }nen, luego convergente;

(ii) aunque {x,},en sOlo posea subsucesiones convergentes a un unico punto, no se
deduce que sea convergente: en (R, d,), la sucesién {1,2,1,3,...,1,n,...} sélo
posee subsucesiones convergentes a 1, pero ella no converge;

(i) si {x,, }nen posee dos subsucesiones convergentes a puntos distintos, entonces ella
no converge;

(iv) cualquier reordenacion de una sucesion convergente converge al mismo punto.

Teorema 4.14. En (X, d), es x € A siy sélo si existe una sucesion {x, }nen en A tal que

Demostracion: Sea © € A. Para cada n € N, como B(x, %) NA # 0, existe z,, €
B(z, 1) N A. Hemos construido una sucesion {z, },en C A que converge a z por el lema
La otra implicacidn es inmediata. |

Definicion 4.7. Una funcién f: (X, 7x) — (Y, 7v) es secuencialmente continua, si da-
da una sucesién {z, },cn en X que converge a un punto a € X, entonces {f(x,)}tnen
converge a f(a) € Y.
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Teorema 4.15. La aplicacion [: (X,d) — (Y, p) es continua en x si y sélo si es secuen-
cialmente continua.

Demostracion: Si f es continua, para cada ¢ > 0, existe § = J(z,e) > 0 tal que
f(Bx(z,0)) C By(f(z),e). Como {z,} — =z, para ¢ existe ny € N tal que para
n > ngesz, € Bx(x,0), conlo que f(z,) € By(f(x),e), y queda probado que
{f(zn)} — f(z). Reciprocamente, supongamos que f no es continua en x. Existe ¢ > 0
tal que para cada n € N existe z,, € By(x, =) — {z} de modo que f(z,) & By (f(x), ).
Hemos construido de este modo una sucesién {z, } ey en X que converge a x (ver lema

4.11), pero tal que { f(x,)} no converge a f(x). |

4.4. Problemas

1.- Dado un espacio topoldgico (X, 7), se introducen los conjuntos

C(X)={f: (X,7)— (R, Tyus), f continua} y C*(X) = {f € C(X) : f es acotada}.
Se definen las funciones con dominio X y codominio R, paraxz € Xy f,g: X —R

(a) la suma: (f + g)(z) = f(z) + g(z),

(b) el producto: (f.g)(z) = f(x).g(z),

(¢) el producto por un escalar a € R: (a.f)(z) = a.f(x),

(d) el cociente: si f(x) # 0 paracadaz € X, +(2) = 7.

(e) el valor absoluto: | f|(z) = |f(z)|, y

(f) las funciones mdximo y minimo: m(x) = min{ f(x), g(z)} y M(x) = max{f(x), g(x)}.
Se pide probar las siguientes propiedades:

(i) las anteriores operaciones son internas en C'(X )y C*(X);

(ii) C'(X) y C*(X) son dlgebras sobre R;

(iii) C*(X) es un espacio vectorial normado, con las operaciones suma y producto es-
calar y la norma || f|| = sup{|f(z)| : z € X};

(iv) C(X) y C*(X) son reticulos con el orden parcial: f < g siy sélosi f(z) < g(x),
paracadax € X;
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(v) dados los espacios (X, 7x) e (Y, 7y ), toda aplicacién continua f: (X, 7x) — (Y, 7y)
induce un homomorfismo entre las dlgebras asociadas Fy: C(Y) — C(X) (res-
pectivamente, F7: C*(Y) — C*(X));

(vi) si (X, 7x) e (Y, 7y) son homeomorfos, ;qué relacién existe entre C'(X) y C(Y)?,
Jy entre C*(X) y C*(Y)?

2.- En un espacio topoldgico (X, 7), probar:
(i) T = T4 si y s6lo si para todo (Y, ) ytoda f: (X, 7)— (Y, 7yv), f es continua;
(ii) 7 = Tinq Si y s6lo si para todo (Y, 7y) y toda f: (Y, 7y) — (X, 7), f es continua.
3.- Sea f: (X, 7x) — (Y, 7v) una aplicacion continua y sobreyectiva. Probar que todo

abierto de (Y, 7y) es la imagen por f de un abierto saturado (U C X es saturado si existe
V C Y talque U = f~1(V)) de (X, 7x). Probar la propiedad andloga para cerrados.

4.- Si y 4 es la funcidn caracteristica de A, probar
(i) xa: (X,7)— (R, 7,) es continuaen x siy sélo si z & fr(A);

(i) xa: (X,7)— (R, 7,) es continua en X siy s6lo si A es abierto y cerrado.

5.- Caracterizar las funciones continuas f: (R, 7,) — (R, 7eoe)-

6.- Dados los conjuntos finitos X = {1,2,3,4,5} e Y = {a,b} y las topologias sobre
ellos 7x = {0, X, {1},{3,4},{1,3,4}} y v = {0, Y, {a}}, se pide:

(i) jcudntas funciones hay f: X — Y'? ;cudntas son inyectivas? ;Y sobreyectivas?
(ii) encontrar todas las funciones continuas f: (X, 7x) — (Y, 7y ).

7.- Dado z € R, se llama parte entera de x, [x], al mayor entero que es menor o igual que
x. Estudiar la continuidad de la funcién f: (R, 7,,,.) — (R, 7,), si f(z) = [z].

8.- Sean 71 y 7 dos topologias sobre X y (Y, 7y) un espacio topoldgico. Probar:

(i) si 7 = inf{r, 72}, entonces la aplicacién f: (X,7) — (Y, 7y) es continua si y s6lo
si f: (X, ;) — (Y, 7y) es continua, parai = 1, 2;

(ii) si 7 = sup{7, 2 }, entonces la aplicacioén f: (Y, 7y ) — (X, 7) es continua si y s6lo
si f: (Y, 7v)— (X, 7;) es continua, parai = 1, 2.
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9.- Sea f: (X, 7x)— (Y, 7y) continua. Probar que para cada F,-conjunto (respectiva-
mente, Gs-conjunto) B C Y, el conjunto f~1(B) es un F,-conjunto (respectivamente,
('s-conjunto). Para las definiciones, ver el ejercicio 11 del apartado [3.5]

10.- Encontrar una sucesién de funciones continuas {f,: (R, 7.s) — ([0, 1], Tus) }nen,
cuyo supremo no sea una funcién continua.

11.- Sea (N, 7) el espacio topoldgico del problema 14 en el apartado Probar que
[+ (N, 7)— (N, 7) es continua si sélo si (si m divide a n, entonces f(m) divide a f(n)).

12.- Una aplicacién f: (X, 7) — (R, 7,) es semicontinua inferiormente (respectivamente,
semicontinua superiormente), si para cada z € X y ¢ > 0, existe V € N, tal que para
caday € Ves f(y) > f(x) — e (respectivamente, f(y) < f(x) + ). Probar:

() f: (X,7)— (R, 7,) es continua si y sélo si es semicontinua inferior y superior-
mente;

(ii) sean las topologias sobre R, 7y ¥ Tses = {0,R} U {(—00,a) : a € R}. En-
tonces, f: (X,7)— (R, 7,) es semicontinua inferiormente (respectivamente, se-
micontinua superiormente) si y sélo si f: (X,7)— (R, 7x,) (respectivamente,
f:(X,7)— (R, 755)) es continua;

(iii) sea {f;: (X,7) — (R, 7,) }scs una familia de aplicaciones semicontinuas inferior-
mente (respectivamente, semicontinuas superiormente). Se supone que I # () y que
para cada x € X el conjunto { f;(x) : i € I} esta acotado superiormente (respecti-
vamente, acotado inferiormente) en R. Entonces, la aplicacion f: (X, 7) — (R, 7,)
definida por f(z) = s'u}) fi(z) (respectivamente, f(x) = ?éf fi(z)) es semicontinua

1€

inferiormente (respectivamente, semicontinua superiormente);

(iv) si A C X, x4 es semicontinua inferiormente (respectivamente, semicontinua supe-
riormente) si y sélo si A € 7 (respectivamente, A € C).

13.- Una funcioén f: (X, 7x) — (Y, 7v) se dice abierta si paracada U € 7y, es f(U) €
Ty. Y se dice cerrada, si para cada F' € Cx, es f(F') € Cy. Se pide probar:

(1) no hay ninguna relacion entre las nociones de funcidn continua, abierta y cerrada;

(i) si f: (X, 7x)— (Y, 7y) es cerrada, dado B C Y y U € 7x tal que f~(B) C U,
existe V € 7y, talque BC Vy f~1(V) C U;

(iii) si f: (X, 7x) — (Y, 7y) es abierta, dado B C Yy F € Cx tal que f~*(B) C F,
existe G € Cy,talque BC Gy f~}(G) C F.
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14.-Si f: (X, 7x)— (Y, 7v)yg: (Y,7v)—(Z,7y), probar:

(1) si f y g son abiertas (respectivamente, cerradas), entonces g o f es abierta (respecti-
vamente, cerrada);

(i) si go f es abierta (respectivamente, cerrada) y f es continua y sobreyectiva, entonces
g es abierta (respectivamente, cerrada);

(iii) Si g o f es abierta (respectivamente, cerrada) y g es continua e inyectiva, entonces
f es abierta (respectivamente, cerrada).

15.- Sea f: (X, 7x) — (Y, 7v) continua y abierta. Se pide probar:
(i) si B, una base local en el punto z, f(B,) es base local en f(x);
(ii) si ademds f es sobreyectiva y [ es base de T, entonces f(/3) es base de 7y

16.- f: (X, 7x) — (Y, 7y') un funcién. Probar:

—_
f(A);

(ii) f es cerrada si y s6lo si para cada A C X, es f(A) D f(A);

(i) f es abierta siy s6lo si paracada A C X, es f(A) C

(iii) si f es biyectiva, es un homeomorfismo si y s6lo si es continua y abierta;
(iii) si f es biyectiva, es un homeomorfismo si y sélo si es continua y cerrada.

17.- Sea f: (X, 7x)— (Y, 7y) una aplicacién sobreyectiva y cerrada. Probar que para
cada U € 7y, se verificaque fr(f(U)) C f(U)N f(X —=U).

18.- Sea f: (X, 7x) — (Y, 7v) una aplicacién. Probar que son equivalentes:
(i) f es cerrada;
(i) si U € 7x, entonces {y € Y : f~(y) C U} € 7v;
(iii) si F € Cy, entonces {y € Y : f~1(y) N F # 0} € Cy.
19.- Dos espacios discretos son homeomorfos si y sélo si poseen el mismo cardinal.

20.- Dar un ejemplo de dos espacios topoldgicos (X, 7x) e (Y, 7y ) no homeomorfos, pero
tales que exista una aplicacion entre ellos, continua y biyectiva.

21.- Si n € Z, se define sobre R la topologia 7,,, dada por la base 3, = 3, U {n}. Probar
que 71 # Ty, pero que (R, 71) y (R, 73) son espacios homeomorfos.
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22.- Probar los siguientes enunciados:
(i) toda aplicacién sobreyectiva f: (R, 7.,r) — (R, 7,,) es cerrada;
(i) (R, 7,) y (R, 7er) no son homeomorfos;
(iii) toda aplicacién f: (R, 7,) — (R, 7,) biyectiva y continua, es abierta;
(iv) toda aplicacion sobreyectiva f: (X, 7.,r) —> (Y, 7wos) es abierta y cerrada.

23.-Sea X # 0ypq € X.Sea A = {p}y 74 la topologia A-exclusién. Estudiar
la continuidad de la funcién f: ([0, 1],7,) — (X,74) dada por f(z) = psiz =0y
f(z) =qsiz #0.

24.- Probar que son homeomorfos la bola cerrada ({(x,y) € R? : 2% +y? < 1}, 7,) yel
cuadrado ({(z,y) € R* : |z| < 1,|y| < 1}, 7).

25.- En este ejercicio se trata de definir la proyeccion estereogrdfica:

(i) la circunferencia unidad en el plano euclideo es S* = {(z1,75) € R? : 22 + 23 = 1}.
Dado (ay,as) € S* — {(0,1)}, se considera la recta que pasa por (a;,as) y (0,1).

Esta recta corta al eje de abscisas en el punto ( 4l ,0). Se define la aplicacién

h: (S'—{(0,1)},dy) — (R, d,) por h(ay,as) :—a2

meomorfismo: es la proyeccion estereogrdfica,

% Probar que A es un ho-

l1—as”

(i1) Andlogamente, paran > 1, la esfera unidad en el espacio euclideo de dimension n+-1
se define por S" = {(z1,...,z541) € R™™ 2% + ... 4+ 22, = 1}. Probar que la
aplicacién h: (S" — {(0,...,0,1)},d,) — (R",d,), dada por h(ay,...,an11) =

ai an . 1A 4
<1_an+1 Y ), es un homeomorfismo: es la proyeccion estereogrdfica.

26.- Probar que el espacio euclideo (R", 7,,) es homeomorfo al subespacio (E", 7,,), donde
E" = {(z1, ,2,) R : a2+ - + a2 < 1}.

25.- Probar que el n-simplice unidad (A", 7,), donde:

A" ={(zy, - 2py1) ER"™ gy >0, Vi€ {1,--- ,n+1}, o1+ + 251 = 1},
es homeomorfo al cubo n-dimensional ([0, 1]”, 7,,).
27.- Probar los siguientes enunciados:

(i) en (R, 7,), son homeomorfos todos los intervalos abiertos;

(ii) no son homeomorfos ((0,1),7,) y ([0, 1], 7);
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(ii1) ((0,1),7ais) y ([0, 1], T4i5) son homeomorfos;
(iv) (N, 7,) y (Q, 7,) no son homeomorfos;
(v) (S', 7,) no es homeomorfa a ((0,1),7,).
28.- Probar que los espacios euclideos siguientes son dos a dos homeomorfos:
(i) el cilindro vertical X = {(x,y,z) € R® : 22 +y? = 1},
(ii) el plano privado del origen Z = R?* — {(0,0)},
(iii) la corona circular W = {(z,y) € R? : 1 < 2 + y* < 4},

(iv) la esfera privada de los polos norte y sur, U = S* — {N, S}, donde N = (0,0,1) y
S =(0,0,-1),

(v) €l cono privado de su vértice V = {(x,y,2) € R3: 22 + ¢*> = 2% 2 > 0}.

29.- Probar que el primer cuadrante del plano ({(z,y) € R* : z > 0,y > 0}, 7,) y el
semiplano ({(z,y) € R? : y > 0}, 7,,) son homeomorfos.

30.- Probar que las siguientes son propiedades topoldgicas:
(1) X es equipotente a N;
(ii) la topologia sobre X tiene el cardinal de N;
(iii) existe A C X, equipotente a N y denso;
(iv) X es metrizable;

pero, no son propiedades topoldgicas:
(i) la topologia sobre X estd generada por la métrica d;
(i1) X es un subconjunto de RR.

31.- Sean dos aplicaciones f: (X,7x)— (Y, 7v) y g: (Y, 7v) — (X, 7x) continuas,
talesque fog =1y ygo f = 1x. Probar que f y g son homeomorfismos.

32.-Sean f: (X, 7x) — (Y, 7v) un homeomorfismoy g: (Y, 7v) — (Z, 7z). Probar que
g es continua siy s6lo si g o f lo es.

33.-Sean f: (X, 7x) — (Y, 7y) una aplicacion abierta y cerrada, una aplicacion continua

v: (X,7x)—([0,1],7,) y paracaday € Y, ¢(y) = sup{e(x) : f(x) = y}. Probar que
¢ es continua.
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34.- Sean (X, 7)y H(x,-) = {h: (X,7) — (X, 7) : h homeomorfismo}. Se pide probar:
(i) con la composicion de funciones como operacion, H x r) €s un grupo;

() siX =1[0,1]y A= (0,1) C X, sea ¢: H(x,s) — H(a,r,) definida por p(h) = h4.
Entonces, ¢ es un isomorfismo de grupos, aunque los espacios involucrados (X, 7)
y (A, 74) no son homeomorfos.

35.- En (X, 7) se verifica:
(i) si existe una sucesion {z, },en C A que converge a x, entonces = € A;
(ii) si A € C, entonces para cada sucesion {x,, },en C A que converge a z, es = € A;

(iii) si A € 7, para cada sucesion {x, },en que converge a z € A, existe ng € N, tal que
para cadan > ng, es x, € A;

(iv) si (X, 7) es Tb, los limites de sucesiones son tinicos.
Ademas si (X, 7) es C7, todas las implicaciones anteriores son equivalencias.
36.- Sea f: (X, 7x) — (Y, 7y) una funcion. Probar:
(i) si f es continua es secuencialmente continua;
(ii) si (X, 7x) es Cf, ambos conceptos de continuidad son equivalentes;
37.-Sean f,g: (X, 7x) — (Y, 7y) dos funciones. Se pide probar:
(i) si fy g son continuas e (Y, 7y ) es Ty, entonces A = {x € X : f(x) = g(z)} € Cx;

(ii) probar el principio de prolongacion de las identidades: si f y g son continuas, (Y, 7y)
es Ty, D esdensoen X'y f|p = g|p, entonces f = g;
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Mi plaza aiin no ha dado su mejor lunes.
Las palomas se mancharon de poemas,
mi ldpiz,desgraciadamente,

sigue siendo de madera...

madera que sangra.

Madera de ciudad.

“Madera de ciudad”
Mikel Varas

5.1. Subespacios

Definicion 5.1. Dado un espacio topoldgico (X, 7), si A C X, se define una topologia
sobre A asociadaa 7, por 74 = {UNA : U € 7}, que se llama fopologia relativa. Se dice
también que (A, 74) es un subespacio de (X, 7).

Proposicion 5.1. Sea (X, 7) un espacio topolégicoy A C X. Entonces:
(i)siV C A, esV € 714 siysdlosiexiste U € Ttal que V =U N A;
(ii) si FF C A, es F' € C4 siy solo siexiste G € C tal que F = G N A;
(iii) si B es base de T, entonces B4 = {BN A : B € 3} es base de Ta;
(iv) si o es subbase de T, entonces 04 = {SNA: S € o} es subbase de Ty;
(v)sia € A NA={MnNA:MeN,} es lafamilia de entornos de a en (A, 74);

(vi) sia € Ay B, es una base local de a en (X, 7), la familia B! = {BNA: B € B,}
es una base local de a en (A, T4);

(vii) si B C A, con las notaciones obvias es B *~BnA yB'4=DBnNA

63
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oA
(viii) si B C A, con las notaciones obvias es fr,(B) C fr(B)NAy BNACB , Yy se
dan las igualdades cuando A € .

Proposicion 5.2. Sean (X, T) un espacio topolégicoy B C A C X. Se puede pensar
en B como un subespacio de (X, ), obteniendo la topologia relativa T sobre B, o
como subespacio de (A, Tys), obteniendo la topologia relativa (14)p sobre B. Entonces,
B — (7’ A) B-

Ejemplos 5.1. En los espacios topoldgicos estudiados, tenemos:

(1) en (X, Tyna), paratodo A C X, T4 = Ting;

(2) en (X, 74is), paratodo A C X, T4 = Tus;

B)en (X,74),si BNA#D, esTp=Tanpysi BNA=0,es 75 = 74s;

@ en (X, 71),siBNA#D,estg =7"Bysi BNA=10,es 75 = Tuis:

(5) en (X, Teof), si A es infinito, es 74 = T,r y si A es finito, es 74 = 7y;s;

(6) en (X, Teoe ), i A es no contable, es 74 = 7. ¥ si A es contable, es 74 = Ty;s.
Lema 5.3. i,: (A, 74) — (X, 7x) es continua.

La continuidad no depende del rango de la funcion:

Corolario 5.4. f: (Y, 7v)— (A, 7a) es continua siy sélo siiao f: (Y, 7yv)— (X, Tx)
lo es.

Definicion 5.2. Una propiedad P se dice hereditaria, si cuando (X, ) verifica P, la
cumple cualquier subconjunto de X. P se llama débilmente hereditaria si la heredan s6lo
los A € C, y se llama casi hereditaria si pasa inicamente a los A € 7.

Ejemplos 5.2. Son hereditarias la propiedades 77, 15, Cy, Ci; y la metrizabilidad. La
separabilidad es casi hereditaria.

Proposicion 5.5. En (X, 1), si A C X, se cumple:
(i)AeTsiysdlosiia: (A, 7a) — (X, T) es abierta (problema 13, apartado[4.4);
(i) Ac Csiysolosiia: (A, Ta)— (X, T) es cerrada;
(iii) cada B € T4 es tal que B € Tx siy sélo si A € T;

(iv) cada B € C4 es tal que B € C si'y solo si A € C.
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Definicion 5.3. La restriccion de una aplicacion f: (X, 7x)— (Y,7v)a A C X, esla
funcion fois = fla: (A, 7a) — (Y, 7v).

Proposicion 5.6. Si f: (X, 7x) — (Y, 7y) es continua, para cada A C X la restriccion
foia= fla: (A 1a) — (Y, 7y) es continua.

Proposicion 5.7. Sea f: (X,7x)— (Y, 7v) continua y A C X, B C Y tales que
f(A) C B. La aplicacioén inducida por f|4, g: (A, 74) — (B, Tp), es continua.

Un problema importante en topologia es el de extension de aplicaciones continuas.

Definicion 5.4. Una extension de una aplicacion continua f: (A, 74) — (Y, 7y) de un
subespacio A C X al espacio total, es una aplicacion continua g: (X, 7x) — (Y, 7v),
cuya restriccion a A es f.

Un caso particular importante de extension es el siguiente:

Definicion 5.5. En (X,7), A C X es un retracto de X, si existe una aplicacién con-
tinua, una retraccion, r: (X,7)— (A, 7a), que extiende a 14: (A,74) — (A4, 74) (la
identidad de A), es decir, paracadaa € A, es r(a) = a.

Observacion 5.1. Una retraccion es siempre sobreyectiva.

Ejemplo 5.1. [0, 1] es un retracto de R en (R, 7,), yaque r: (R, 7,) — ([0, 1], 7,5 ), dada
0 si t<0

porr(t) =< t si t€][0,1] esuna retraccion.
1 si t>1

5.2. Aplicaciones combinadas

Definicion 5.6. Dado un conjunto X, si {A;};,c; cubre X (es decir, X = UAi) y
i€l
{fi: Ai—>Y };cr es una familia de funciones tales que f;|a;n A, = filan A;» para ca-
dai,j € I, se define la funcion combinada de las anteriores, como la funcién f: X —Y
definida por f(x) = fi(x), siz € A;.
Proposicion 5.8. Sean (X, 7x) e (Y, 7v) espacios topoldgicos. Con las notaciones ante-
riores:
(i) si para cada i € I, es A; € Tx y la funcion f;: (A;,7a,) — (Y, 7y) es continua,
entonces la combinada [ : (X, 7x)— (Y, 7y) también lo es;
(ii) si para cada i € I es A; € Cx, la funcion f;: (A;, Ta,) —> (Y, Ty) es continua e 1
es un conjunto finito, entonces la combinada es continua.
Observacion 5.2. En el apartado (ii), I debe ser necesariamente finito. En efecto, si [ =

R, 1g: (R, 7,) — (R, 74;s) no es continua y sin embargo 1g|ry: ({z}, 7) — (R, 7ais)
es continua, para cada r € R.
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5.3. Embebimientos

Definicion 5.7. Un embebimiento es una aplicacién continua f: (X, 7x) — (Y, 7v), tal
que sobre su imagen g: (X, 7x) — (f(X), 7f(x)) es un homeomorfismo.

Observacion 5.3. Mediante un embebimiento, el espacio (X, 7x) “se piensa” como un
subespacio de (Y, 7y).

5.4. Topologia producto. Proyecciones
Sean (X, 7x) e (Y, 7v) espacios topoldgicos. La familia
Brye ={UxV:U €1x,V €1y}

es base para una topologia sobre el producto X x Y, que se denomina topologia producto
o de Tychonov, y se denota por Tx X Ty O Tryec.

Ejemplos 5.3. Algunos ejemplos de productos son los siguientes:
(1) s Tx = Ty = Tgis, ENLONCES Trye = Tyiss
(i1) 81 Tx = Ty = Tind, €NLONCES Trye = Tind;
(i) si X =Y =Ry 7y = 7v = 7y, €NONCES Trye = Ty.
Proposicion 5.9. Las proyecciones candnicas
px: (X XY, 1) —(X;7x) ¥y py: (X XY, 7py) — (Y, 7v)
son continuas, abiertas y sobreyectivas.

Observacion 5.4. Las proyecciones no son cerradas en general: si X =Y = Ry 7y =
Ty = Tu, €l conjunto A = {(z,y) € R* : zy = 1} es cerrado en (R? 7p,.), pero
p1(A) =R —{0}noloesen (R, 7,).

Proposicion 5.10. Una aplicacion f: (Z,77) — (X X Y, 7ry.) es continua si 'y sélo si
px o fypyo [loson.

Proposicién 5.11. Sea el espacio producto (X X Y, 1r,.), A C Xy B C Y. Con las
notaciones obvias:

o oX oY
AxB =AxB" y A xB =AxB
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Definicién 5.8. Una propiedad P se llama productiva, cuando si (X, 7x) e (Y, 7v) cumplen
P, entonces su producto (X x Y, 7r,.) también la verifica.

Proposicion 5.12. Son productivas Ty, Ts, Cy, Cyy, la separabilidad y la metrizabilidad.
De hecho, para todas ellas, (X, 7x) e (Y, 7y) son P si'y sélo si (X x Y, Try.) lo es.

Proposicion 5.13. Sea el espacio producto (X x Y, mpy.), A C Xy B C Y. Se cumple
que
(A X B, Trycla) = (A X B, T4 X TB).

5.5. Topologia cociente. Identificaciones

Muchos modelos geométricos sencillos como el cono, el cilindro o la pirdmide se
construyen habitualmente pegando partes de una pieza plana de papel de acuerdo con
ciertas reglas. Esta operacion es un ejemplo muy simple de la nocién de objeto cociente.
En el caso de los espacios topoldgicos, se puede dar la nociéon de espacio topoldgico
cociente asociado a cualquier relacion de equivalencia.

Definicion 5.9. Una identificacion es una aplicacion f: (X, 7x) — (Y, 7v) sobreyectiva,
talque V € 7y siysélosi f~1(V) € 7x.

Lema 5.14. f: (X,7x)— (Y, 7y) es una identificacion si y sdlo si es sobreyectiva y
(F € Cy siysolosi f71(F) e Cx).

Proposicion 5.15. Sea f: (X, 7x)— (Y, 7y) continua y sobreyectiva. Si f es abierta
(respectivamente, cerrada) es una identificacion.

Observacion 5.5. El reciproco no es cierto: sea X[0.1) (10, 1], 7us) —> ({0, 1}, 7), donde
7 ={0,{0,1},{1}}. Con esta topologia, X[o,1) s una identificacion, que no es ni abierta
ni cerrada.

Sin embargo, se tiene la siguiente propiedad:
Proposicion 5.16. Si f: (X, 7x) — (Y, 7v) es una identificacion, entonces
(i) f es abierta si 'y sélo si para cada U € 7x, es [1(f(U)) € 7x;
(ii) f es cerrada siy solo si para cada F € Cx, es f~*(f(F)) € Cx.
Proposicion 5.17. Una identificacion inyectiva es un homeomorfismo.
Proposicion 5.18. La composicion de identificaciones es una identificacion.

Una de las propiedades fundamentales de las identificaciones es la siguiente:
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Proposicion 5.19. Si f: (X, 7x) — (Y, 7v) es una identificaciony g: (Y, 7v)— (Z,7z)
es una aplicacion, entonces g es continua si'y sélo si g o f lo es.

Demostracion: Si g o f es continuay V € 77,es g~ (V) € 7y, yaque g7 (V) € 7y siy
sélosi (g7 (V) € 7x. Y f7H(g7H(V)) = (g0 /)" (V). |

Teorema 5.20. (de transitividad) Dadas una identificacion f: (X, 7x)— (Y, 7y) y una
aplicacion sobreyectiva g: (Y, 1v) — (Z,7y), g es identificacion si'y sélo si g o f lo es.

Proposicion 5.21. Sea f: (X, 7x) — (Y, 7y) una aplicacion continua y sobreyectiva. Si
existe s: (Y, 7v)— (X, 7x) continua y tal que f o s = 1y (s se llama una seccion),
entonces [ es una identificacion.

Corolario 5.22. Toda retraccion es una identificacion.

Definicion 5.10. Sea f: (X, 7x) — Y una aplicacion sobreyectiva. Se define la topologia
cociente sobre Y portp = {V C Y : f~1(V) € 7x}, es decir, es la mayor topologia sobre
Y parala que f continua. Ademds, con esta topologia, f es una identificacion.

Definicion 5.11. Sea X un conjunto. Una particion de X es una familia ? = {P, : i € I}
de conjuntos no vacios, dos a dos disjuntos, cuya unién es X.

Sea la aplicacién canénica q: (X, 7) — P, que asocia a x € X el tinico elemento de
P que lo contiene: ¢(x) = P;,. q es sobreyectiva y se puede dotar a P de la topologia
cociente asociada a ¢. Se dice que P es un cociente de (X, T).

Es claro que toda particion define una relacion de equivalencia sobre X,
x ~ gy siy sOlo si x e y pertenecen al mismo elemento de la particion.

Y reciprocamente toda relacion de equivalencia ~ determina una particién P = X/ ~,
cuyos elementos son las clases de equivalencia. X/ ~ es el cociente de X por la relacién
de equivalencia, y se suele denotar 7. a la topologia cociente.

El rango de una identificacion puede interpretarse como un espacio cociente:

Proposicion 5.23. Si f: (X, 7x)— (Y, 7y) es una identificacion, entonces (Y, Ty) es
homeomorfo al cociente de (X, Tx) por la relacion de equivalencia 1 ~ x5 si'y sélo si

f(x1) = f(z2).

Demostracion: Si q: (X, 7x) — (X/ ~, 7~) es la aplicacién candnica, el homeomorfis-
moes h: (Y, 7y) — (X/ ~, 7~) definido por h(f(z)) = q(x). |



5.5. Topologia cociente. Identificaciones 69

Definicion 5.12. Una propiedad P se llama divisible, si cuando (X, 7) verifica P, en-
tonces cualquier cociente de (X, 7) la verifica.

Proposicion 5.24. La separabilidad es divisible.

Observacion 5.6. Las demas propiedades topoldgicas vistas hasta ahora no son divisibles,
se veran contraejemplos en los problemas.

Ejemplos 5.4. Repasamos algunos ejemplos de espacios cociente.

(i) Contraccion de un conjunto a un punto: sea (X,7), A C X y ~ la relacién de
equivalencia a ~ b para a,b € A. El espacio cociente (X/ ~, 7.) se suele denotar
por (X/A,74) y se dice que se ha realizado la contraccion de A a un punto.

(ii) Adjuncion de espacios: sean (X, 7x) e (Y, 7y ) espacios topoldgicos disjuntos. Sea
AeCxyf: (A 1a)— (Y, 7y) una aplicacién continua. Sobre la suma disjunta
(XUY,rs) (g ={U C XUY : UNX € 7x,UNY € 71v}) se define la
relacién de equivalencia a ~y f(a), para cada a € A. El espacio cociente se denota
por (X Uy Y, 7¢) y se llama espacio de adjuncion de (X, 7x)y de (Y, 7y) por f, la
aplicacion de adjuncion.

Algunos ejemplos de espacios de adjuncion son:

= si A C X escerrado y se adjunta a Y = {y,} por la aplicacién f(A) = yo,
el espacio de adjuncion asociado es homeomorfo al cociente (X/A,74). Si
(X = [0,1],7,) y A = {0,1}, el espacio de adjuncién correspondiente es
homeomorfo a (S', 7,);

= si (X, 7x) e (Y, 7y) espacios topoldgicos disjuntos, (X, 7x) es 71,z € X e
y € Y, se define el “wedge”de X e Y, (X VY, 7.), como el cociente de su
suma disjunta, tras identificar los puntos base x e y.

(iii) Una variedad topoldgica de dimension n, (M, T), es un espacio topolégico T y
C'1, tal que todo = € M posee un entorno abierto U que es homeomorfo al espacio
euclideo R", es decir, M es un espacio localmente euclideo.

Algunos ejemplos de variedades son:
= (R™, 7,) o cualquier abierto en él es una variedad de dimensién n;

= laesfera (S”, 7,) es una variedad de dimension n: basta con usar la proyeccion
estereografica (problema 25 en el apartado [4.4);

= el espacio proyectivo real (RP™, 7..) es una variedad de dimensién n: puede
verse como el cociente de (S™, 7,) por la relacién de equivalencia z ~ —x
que identifica puntos antipodales. Si se toman los abiertos U;¥ = {z € S" :
r; >0} yU~ = {zx € S": 2 <0}y los homeomorfismos ¢;: U,;” — B
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y ¢i: U7 — B, dados por ¢;(x) = (z1,...,%i—1,Tit1,...,T,), donde B =
{z € R" : 2} +--- + 22 < 1}, entonces los conjuntos U; = ¢;(U;") son
abiertos, pues su imagen reciproca por la aplicacién cociente es U;” U U, .
Ademds, la proyeccion define un homeomorfismo entre U," y su imagen U;;

= como (R™ x R™, 7, X 7,) es homeomorfo a (R™*" 7,), el producto de dos
abiertos es un abierto y el producto de homeomorfismos es un homeomor-
fismo, se deduce que el producto de una variedad m-dimensional (M, 7)) y
de una variedad n-dimensional (V, 7y) es una variedad (m + n)-dimensional
(M x N,7ar X 7n). Asi, (S' x S', 7,,) es una variedad de dimensi6n 2.

(iv) una superficie S es una variedad de dimension 2.

Son superficies importantes:

= en ([0,1]%,7,) se identifican (x,0) ~ (x,1) para cada z € [0,1] y (0,y) =~
(1 y) para cada y € [0, 1]. Al cociente ([0, 1]?/ ~, 7~) se le llama foro de di-
mension dos (T?, 7,). La aplicacion f: ([0, 1]%,7,) — (S' x S', 7,,) definida
por f(s,t) = (cos(2ms), sin(27s), cos(2t), sin(27t)) pasa al anterior cocien-
te. Asi, (T?, 7,) es homeomorfo al producto (S! x St, 7,,);

= en ([0, 1]%, 7,,) se identifica (0, ) ~ (1,1—y), paracada y € [0, 1]. Al cociente
([0,1)?/ ~, 7~ ) se le llama banda de Mébius (M, 7,,). En realidad, la banda de
Mobius es una superficie con borde;

= en ([-1,1]%, 7,) se identifican (z,0) ~ (—x,1) para cada x
(0,y) ~ (1,y) para cada y € [—1,1]. Al cociente ([—1,1]%/
llama botella de Klein (K2, 7,,).

5.6. Problemas

1-Sean X =Y y7x =7y =7.Sead: (X,7) — (X x X, 7p,.) dada por px (d(x)) =
x. Probar que es un embebimiento: es el llamado embebimiento diagonal.

2.-Probarque f: (X, 7x)— (Y, 7y)escontinuasiysélosi G: (X, 7x) — (X X Y, 7ry.)
definida por G(x) = («, f(x)), es un embebimiento.

3.- Sea X un conjunto y {7’, ' , una familia de topologias sobre X. Probar que el espacio
(X, sup{7;}1_,) es homeomorfo a la diagonal del producto HXZ" Tryc)-

i=1
4.- Sea [ un conjunto finito de indices. Se pide probar

(i) los productos son asociativos, es decir, si {I) : A € A} es una particién de I, entonces
el producto (H(HX’)’ Tryc) €s homeomorfo a (HXZ" Trye);

AEN i€y el
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(ii) los productos son conmutativos, es decir, si ¢): I — I es una aplicacion biyectiva,
entonces (HX“ Tryc) €s homeomorfo al producto (HXW)’ Tryc)-
i€l el
5.- Sean el plano de Sorgenfrey (R?, T,or X Tsor) (Obtenido como producto de dos rectas
de Sorgenfrey) y A = {(z, —x); z € R}. Probar

(i) (A, 74) es un espacio discreto; (ii) A es cerrado en (R?, Tyor X Toor);
(iii) cada subconjunto B C A es cerrado en (R? 7,,, X Tsor ).

6.- ; Es (N x N, 7,) homeomorfo a (N, 7,)?

7.- Probar que el producto de espacios cofinitos no es un espacio cofinito.

8.-Seanp € X,qe Y, A= {p}, B={q}ylosespacios topoldgicos inclusién (X, 74) e
(Y, 7). Sea C' = {(p,q)} C X x Y. Se pide comparar las topologias 74 X T y 7¢ sobre
X xY.

9.- Se consideran las topologias sobre R
n={UCR:Ufinito62¢ U} y m={UCR:U finito63 ¢ U}.

Describir los abiertos de la topologia producto 7, x 73 sobre R? y comparar esta topologia
con 723 = {W C R? : W€ finito 6 (2,3) & W}.
10.- Probar que (R"** — {0}, 7,) es homeomorfo a (S" x R, 7,),sin > 1.

11.- Comparar la topologia del orden lexicografico sobre R? con la topologia producto
Tdis X Ty-

12.- Describir el plano de Kolmogorov (R?, Ty, X Tre) y comparar su topologia con la
topologia usual de R2. Calcular en este espacio la clausura y el interior de los conjuntos
A={(z,y) eR*:x =3}y B={(z,y) e R? : 2? + ¢ < 1}.

13.- Sea S! la circunferencia unidad de R? y sean 7 < R dos niimeros reales positivos.
Sea el conjunto T' = {(z,y,2) € R : (/22 + 4% — R)* + z* = r?}. Probar que la
aplicacion f: (T,7,) — (S' x S', 7, x 7,,) definida por

oy o) — x Y s/x2+y2—Rz
f@.y:2) <<\/x2+y2’\/x2+y2)7< r ’7’))

es un homeomorfismo.

14.- Sean (X, 7x), (Y, 7v) y (Z, 72) espacios. Probar que aunque (X X Y, 7x X 7y) sea
homeomorfo a (X x Z,7x X 7z), no es necesariamente (Y, 7y ) homeomorfo a (Z, 7).
15.- Probar las siguientes propiedades:
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(i) (X,7) es Ty si y s6lo si la diagonal A(X) = {(z,z) € X x X} es cerrada en
(X X X, TTyc);

(i) si f: (X,7x)— (Y, 7y) es continua e (Y, 7y) es Ty, entonces el conjunto A =
{(z1,23) € X x X : f(x1) = f(x2)} es cerrado en (X x X, 7ryc);

(iii) si f: (X, 7x) — (Y, 7y) es una aplicacion abierta y sobreyectiva y el conjunto A =
{(z1,3) € X x X : f(x1) = f(xa)} escerrado en (X x X, 7py.), entonces (Y, 7y)
es Th;

(iv) si f: (X,7x)— (Y, 7y) es una aplicacion abierta, continua y sobreyectiva, en-
tonces el conjunto A = {(z1,22) € X x X : f(x;) = f(xa)} es cerrado en
(X x X, 7py) siysolosi (Y, 7y) es 1.

16.- Sean (X, 7x) e (Y, 7v) espacios topoldgicos, ~ x y ~y relaciones de equivalencia so-
bre X e Y respectivamentey f: (X, 7x) — (Y, 7y) una aplicacién continua preservando
las relaciones (es decir, si a ~x b entonces f(a) ~y f(b)). Probar:

(i) laaplicacion f.: (X/ ~x, 7wy ) — (Y/ ~y, 7., ), definida por f.(px(x)) = py (f(z))
(px y py son las aplicaciones candnicas) es continua;

(ii) si f es identificacion, entonces f, también lo es.

17.- Sean ~; y ~y dos relaciones de equivalencia sobre (X, 7), tales que si z ~; ,
entonces = ~y y. Probar que (X/ ~9,7.,) es un cociente de (X/ ~1,7.,).

18.- Sea f: (X, 7x) — (Y, 7v) una aplicacién continua. Se pide:
()sig: (Y,7v)—>(Z,7z) es continua y g o f es una identificacion, g también lo es;

(ii) si existe A C X tal que f|4: (A, 74) — (Y, 7y) es una identificacién, f también lo
es.

19.- Si ~ es una relacion de equivalencia sobre (X, 7), probar que son equivalentes:
(i) la aplicacion canénica es cerrada (respectivamente, abierta);

(ii) para cada A € C (respectivamente, A € T), su ~-saturacion es cerrada (respectiva-
mente, abierta).

20.- Sea (X, 7) un espacio topoldgico y ~ una relacién de equivalencia sobre X. Probar
que son equivalentes

(i) la aplicacion canonica es abierta (también se dice que ~ es abierta);

(ii) el interior de cada conjunto ~-saturado es ~-saturado;
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(i11) la clausura de cada conjunto ~-saturado es ~-saturado.

21.-Sear: (X, 7x)— (A, 74) una retraccion. Probar que si R(r) es la relacion de equi-
valencia sobre X inducida por r, entonces el cociente (X/R(r), Tr(-)) es homeomorfo al
subespacio (A, 74).

22.- Sea (X, 7) y ~ una relacion de equivalencia sobre X . Probar:
(i) el cociente es indiscreto si y sélo si los tnicos abiertos ~-saturados son ) y X;

(ii) si toda clase de equivalencia es densa en (X, 7), entonces el cociente es indiscreto.
Aplicarlo al caso de (R, 7,,) con la relaciéon z ~ y siy sélosiz —y € Q;

(iii) el cociente es discreto si y s6lo si todo conjunto ~-saturado es abierto en (X, 7);

(iv) el cociente es discreto si y s6lo si toda clase de equivalencia es abierta en (X, 7).
23.- Sobre (X, 7), se define la relacién x ~ y si y sélo si {x} = {y}. Probar

(i) todo cerrado en (X, 7) (respectivamente, todo abierto) es un conjunto ~-saturado;

(i1) la aplicacion canénica es abierta y cerrada.

24.- Sean (X, 7), A C X y larelacion de equivalencia definida por a ~ b para a,b € A.
Seap: (X, 7)— (X/ ~,7.) la aplicacion candnica y a € A. Se pide:

(i) si 7 es la topologia A-inclusion, probar que 7., es la topologia p(a)-inclusion;
(ii) si 7 es la topologia A-exclusion, probar que 7., es la topologia p(a)-exclusion.

25.- Sean (X, 7) y (X x [0,1],7 x 7,). Sobre X x [0, 1], se considera la relacién de
equivalencia (x, 1) ~ (y, 1), para cada =,y € X. El cociente bajo esta relacién se denota
por (C(X),7.) y se llama cono de X. Probar que (X, 7) se identifica con el subespacio
(X x {0}, 7.) de (C(X), 7).

Sea (X x [—1,1],7 x 7). Sobre X x [—1, 1], se considera la siguiente relacion de equi-
valencia (z,1) ~ (y,1) y (z,—1) ~ (y,—1), para cada x,y € X. El cociente se denota
(S(X),7~) y se llama suspension de X . Probar

(i) (S(X), 7~) es un cociente de (C'(X), 7.);

(i1) toda aplicacién continua entre dos espacios topoldgicos induce otra entre los conos
(respectivamente, las suspensiones) correspondientes;

(iii) (S(S™), 7~) es homeomorfo a (S"*!, 7,,,), para cadan > 0;
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(iv) (C(S'),7.) es homeomorfo a la bola cerrada unidad de (R? 7,). Para n € N,
(C(S™), 7.) es homeomorfo a la bola cerrada unidad de (R"*!, 7,);

(v) (C(X), 7~), se obtiene adjuntando (X x [0,1],7x X 7,) a ({0}, 7ais), por la apli-
cacion f(X x {1}) = yo;

(vi) la suspensién de X, (S(X), 7~), se obtiene adjuntando (X x [—1,1],7x x 7,) al
espacio (Y = {a, b}, 74) por la funcién g(X x {1}) =ay g(X x {—1}) =b;

(vii) si se adjunta (X x [0, 1] X Y, 7x X 7, X 7y) ala unién disjunta (X UY,, 7;) mediante
la aplicacién f(x,0,y) = zy f(z,1,y) = y, se obtiene el join de X e Y, denotado
(X %Y, 7,). Entonces, (X * {zo}, 7.) es homeomorfo a (C'(X),7.) y (X *S° 7,)
es homeomorfo a (S(X), 7).

26.- Sea (X = (R x {0})U (R x {1}), 7=) la suma disjunta de dos copias de la recta real.
Sea ~ la relacion de equivalencia definida por (x,0) ~ (x,1) si x # 0. Se pide

(i) estudiar si el espacio cociente es 77 0 T5;
(i1) si p la aplicacion canodnica, jes p abierta?

27.- Sean (X = ([-1,1] x {1}) U ([-1,1] x
que identifica los puntos (—1,1) ~ (—1,—1) y (1,
(X/ ~,7.) es homeomorfo a (S*, 7,,).

{—1}), Tus) y la relacion de equivalencia
1) ~ (1,—1). Probar que el cociente

28.- Sobre ([—1, 1], 7,), se identifican los puntos x ~ —x si © # 1, —1. Probar que la
aplicacion candnica es abierta y que el espacio cociente bajo esta relacion es 7', pero no
1.

29.- Sea (R, 7), donde 7 es la topologia {0 }-inclusion. Se identifican los puntos z ~ —z,
para z € R. Demostrar que el espacio cociente (R/ ~, 7..) es homeomorfo a ([0, c0), 79)
(donde Ty es la topologia {0}-inclusién) y estudiar si la aplicacion candnica es abierta o
cerrada.

30.- Sobre (R?, 7, X 745) se define la relacion de equivalencia (1, y;) ~ (2, y2) siy s6lo
si 22 +y? = 22 + y2. Se pide

(i) demostrar que el cociente (R?/ ~, 7..) es homeomorfo a ([0, 00), 7,s);
(i1) estudiar si la aplicacién candnica es abierta o cerrada;
(iii) hacer el mismo ejercicio, tomando como espacio de partida (R?, 7).

31.- Se considera en (R, 7,) la relacién de equivalencia z ~ y siy sélosi x —y € Z.
Demostrar que el cociente (R/ ~, 7..) es homeomorfo a (S', 7,).
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32.- Sea I C R? el semiplano superior cerrado. Se considera:
(1) para cada punto p = (z,y) € 'cony > 0, B, = {B (p,e) N X : € > 0},

(2) paracadap = (z,0) € I', B, = {(é (p,e) N P)U{p}:e>0}.
Se pide:

(i) demostrar que queda asi definido un sistema fundamental de entornos para una topologia
7 sobre I'. Compararla con 7, y la de Moore 7,,,, (problema 25 en el apartado [2.7);

(ii) se define sobre I 1a relacion de equivalencia: (x1,y;) ~ (22, y2) siy s6lo si z; = xs.
Estudiar si la aplicacién canédnica p: (I', 7) — (I'/ ~, 7.) es abierta o cerrada;

(iii) demostrar que el cociente (I'/ ~, 7..) es homeomorfo a la recta real.

33.- Se consideran los subespacios euclideos ([0, 1]",7,) y

(0,1 = {(z1,- a) € [0, 1" : 3 € {1,--- .0} -2, =06 1}, 7).

Se define una relacion de equivalencia sobre [0, 1] por: © ~ y si z,y € [0, 1]*. Probar
que el cociente ([0, 1]/ ~, 7..) es homeomorfo a (S™, 7).

34.- En el plano euclideo, se considera la relacién de equivalencia (a, z) ~ (a,y), para
cada z,y € R, si a # 0. Se pide describir el espacio cociente. Si p denota la apli-
cacion candnica, estudiar la convergencia de las sucesiones {p(0, L) }nen, {p(%,0)}nen

y {p(n, %)}nEN-

35.- Sobre ({(z,y) € R? : y > 0}, 7,), se define la relacién de equivalencia (z1,y;) ~
(x2,Yy2) siys = ya # 006y, = yo = 0y &1 = xo. Probar que la aplicacién canénica no es
cerrada.

36.- Una n-celda es un espacio homeomorfo al disco cerrado (D", 7,,). Si consideramos
fr(D™) = S"~1 C D, (Y, 7y) un espacio topoldgico y f: (S" ! 7,)— (Y, 7y) una
aplicacion continua, se dice que Y; = D" U; Y es el espacio obtenido al adjuntar una
n-celda a'’Y por f. Se pide probar:

(i) la botella de Klein (K2, 7,) se obtiene adjuntando una 2-celda a (S' v S*, 7..);

() si (V,7y) = (SY7) y f: (S, 1) — (Y, 7v) es f(z) = 2%, entonces, D? U; Y es el
plano proyectivo real.
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37.- Si p: ([0,1]%,7,) — (M, 7,,) es la aplicacion cociente, el subespacio de M defini-
do por p([0,1] x {0,1}) (la arista de la banda) es homeomorfo a (S, 7,). Probar que la
botella de Klein es homeomorfa al espacio de adjuncién de dos bandas de Mobius por la
aplicacion identidad que identifica sus aristas.

38.- Se puede probar (ver [BVR]) que la botella de Klein no puede embeberse en R?, pero
si en R*: en efecto, se considera f: ([-1,1]% 7,) — (R*, 7,,) dada por

flz,y) = <(1 + |z|) cos y, (1 + |x|) sin 7y, sin 7z cos %y,sinmc sin %y) :

Entonces, f es continua y pasa al cociente dado en los ejemplos

39.- Una superficie es orientable si no contiene ningtin subespacio homeomorfo a la banda
de Mobius. En caso contrario se dice no orientable. Se pide probar:

(i) el plano proyectivo real es homeomorfo al espacio de adjuncién de una banda de
Mobius y un disco cerrado por la aplicacién identidad que identifica la arista de M
y la frontera del disco;

(i) la botella de Klein y el plano proyectivo real son no orientables;
(ii1) la orientabilidad es una propiedad topoldgica;

(iv) al contrario que las superficies no orientables, toda superficie orientable puede em-
beberse en R?;

(v) el plano proyectivo real puede embeberse en R* (aunque no en R?): se considera la
funcion f: (R3, 7,s) — (R*, 7,,) dada por f(x,y,2) = (22 — y? 2y, yz,22). La
imagen por f de dos puntos antipodales de S? C R3 es el mismo punto de R,
por lo que esta funcién pasa al cociente dado en los ejemplos definiendo un
embebimiento del RP? en R*.

40.- El foro generalizado es un producto de esferas (S x S", 7,5). El n-cubo [0, 1] C R™
tiene como frontera fr([0,1]") = {(z1,...,2,) € R": existe i tal que z; = 06 1}. Asi,
fr([0, 17> [0, 1]™ = [0,]™+7) = (fr([0, 1]™) > [0, 1]*) U ([0, 1] x fr([0,1]")). Sean
Zm € S™y 2, € S puntos base. Existe una aplicacionfy: ([0, 1]%, 7,,) — (SF, 7,,), tal
que fx(fr([0,1]%)) = 24, para k € {m,n}, que es un homeomorfismo relativo, es decir,
tal que la restriccion fi|jo 15— fro.a%) : ([0, 1]F — fr([0, 1), 7us) — (S¥ — 24, Tus) es un
homeomorfismo. Tomando productos cartesianos en ambas dimensiones, se obtiene una
aplicacion f,,, x fn: ([0, 1]™ x [0, 1]", 7pye) — (S™ X S™, Trye), que lleva fr([0, 1]™*™)
sobre SV S". Concluir, que S™ x S™ es homeomorfo al espacio obtenido adjuntando una
(m+n)-celdaa S™VS" viala aplicacion f,, X fn: fr([0, 1]™*") ~ STl 5 §m v/ S,
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41.- Sea el espacio (R", 77, ). Se define sobre R™ la relacion (1, ..., 2,) ~ (Y1, -, Yn)
siy solo si z; = y; para 1l < i < n — 1. Probar que el espacio cociente (R"/ ~,7.) es
homeomorfo a (R"!, 72,,).

42.- Separado de un espacio topoldgico: sea (X, T) un espacio topoldgico. Se define la
siguiente relacion binaria sobre X: para cada x,y € X, v ~ y si para cada espacio
topolégico T5 (Y, 7v) y toda aplicacién continua f: (X, 7) — (Y, 7y), se tiene f(x) =
f(y). Se pide probar

(1) ~ es una relacion de equivalencia sobre X;
(ii) el espacio cociente (X/ ~, 7.) es Tb;

(iii) para cada espacio Ty (Y, 7y) y toda aplicacién continua f: (X, 7) — (Y, 7y), exis-
te una aplicacién continua f: (X/ ~ 7o) — (Y, 7y), de manera que f = g o p,
donde p: (X, 7)— (X/ ~, 7~) es la aplicacion cociente.

43.- El espacio proyectivo real de dimension n: en (R"™' — {0}, 7,) se identifican dos
puntos (z1,...Zp41) = (Y1, .-Yns1) iy sélo si existe A € R — {0} tal que z; = \y;
parai € {1,...,n}. Al cociente (R"*! — {0}/ ~, 7..) se le llama espacio proyectivo real
de dimension n y se suele denotar (RP", 7,,). Se pide probar:

(i) (RP™, 7,) es homeomorfo al espacio cociente de (iii) en los ejemplos

(ii) (RP™, 7,) se obtiene al adjuntar al espacio proyectivo real de dimension n — 1,
(RP"!, 7,), una n-celda a través de la aplicacion canénica p,,_: S"~! —s RP"1;

(iii) RPY es un punto, (RP!, 7)) es homeomorfo a (S!,7,) y (RP", 7,,) es homeomorfo
al espacio métrico cuyos puntos son rectas de R"*! pasando por el origen, donde la
métrica se define como el dngulo entre rectas (que toma valores en [0, 7]);

(iv) seam,: (R"™ — {0}, 7,s) — (RP", 7,,) la aplicacion candnica. Probar que es abier-
ta, pero no cerrada;

(v) probar que el conjunto A = {(z,y) € (R"™'—{0}) x (R"™ —{0}) : m.(x) = 7.(y)}
es cerrado en ((R"*! — {0}) x (R"*' — {0}), 77y.) y deducir que (RP", 7,,) es T.

44.- El espacio proyectivo complejo de dimension n: en el espacio complejo (C" 7)),
se considera el subespacio

S = {z = (21, 201) € 2l = [l o [l P = 1

Se define sobre S***! la relacién de equivalencia: z ~ 2’ siy sélo si existe ¢ € C con
|lc|| = 1y 2’ = cz. El cociente bajo esta relacion de equivalencia es el espacio proyectivo
complejo de dimension n y se suele denotar (CPP", 7,). Se pide probar:
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(i) el espacio proyectivo complejo de dimensién n, (CP™, 7,,) se obtiene al adjuntar al
espacio proyectivo complejo de dimensién n—1, (CP*~ !, 7,,), una 2n-celda a través
de la aplicaci6én canénica q,,_;: S**~! — CP"1;

(i) sea g, : (S*"*1 7,) — (CP", 7,,) la aplicacién cociente. S***! puede pensarse como
un producto torcido de CP" y S': se dice que S***! es un fibrado sobre CP", de
fibra S';

(iii) CP? es un punto y (CP!, 7,) es homeomorfo a (S?, 7). La aplicacién de Hopf es
aplicacion cociente ¢;: (S?, 7,) — (CP!, 7,,), funcién de enorme importancia en
topologia y geometria;

(iv) (CP™, 7,) es homeomorfo al espacio métrico cuyos puntos son lineas complejas de
p yos p plej
C"*+! pasando por el origen, donde la métrica se define como el d4ngulo entre rectas
(que toma valores en [0, 7]).

45.- Para cada homeomorfismo h: (S*!, 7,) — (S, 7,) probar que el espacio de ad-
juncién (D" U, D", 7., ) es homeomorfo a (S™, 7,).

46.- Probar las siguientes propiedades para superficies:

(i) (S' xS!, 7,,) es homeomorfo al espacio de adjuncién de dos cilindros (S! x [0,1],7,) a
través de la aplicacion identidad de una copia de cada circulo frontera en una copia
del otro;

(i) (S'xS?, 7,)) es homeomorfo al espacio de adjuncién de dos toros sélidos (S* xD?, 7,)
a través de la aplicacion identidad entre los toros frontera (S! x S', 7,,);

(iii) (S3, 7,) es homeomorfo al espacio de adjuncién de dos toros sélidos (S! x D? 7,)
a través de la aplicacion entre los toros frontera h: (S' x S, 7,) — (S' x S, 7,)
definida por h(z,y) = (y, z): esta aplicacion intercambia los meridianos y paralelos
de los toros frontera.



Compacidad

Los dtomos pesan, pero ti eres leve,

semejante a las paredes de los conjuntos, a la teoria de los bordes
(porque me hundo al mirarte, en un océano de orbitas,

en una corriente levogira de espuma de elipses,

en un caudal de antimateria disolvente )

y aunque los dtomos tengan masa, y cuerpo,

tu eres leve,

como si no quisieras otra orbita,

que la pureza del hueco.

Colibri en “Quimica”
Sofia Rhei

La compacidad es una propiedad que proporciona a los espacios topoldgicos que la
satisfacen una estructura similar a la que poseen los conjuntos cerrados y acotados en
espacios euclideos.

6.1. Espacios y conjuntos compactos

Definicion 6.1. Un cubrimiento de X es una familia de conjuntos U = {U; : i € I}, tales

que X = UU,». Un subrecubrimiento de U es una subfamila )V C U/ que atn cubre X.
iel

Definicion 6.2. Un espacio (X, 7) es compacto, si todo cubrimiento por abiertos de X
posee un subrecubrimiento finito. Y A C X es compacto si (A, 74) lo es.

Lema 6.1. La compacidad es una propiedad absoluta, en el sentido de que, para ver si
A C X es compacto en (X, T), basta con estudiar los cubrimientos de A por abiertos de
(X, 7).

79
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Demostracion: Si A es compactoy U = {U; : i € I} es una familia de abiertos en (X, 7)
tal que A C UU“ entonces Uy = {U; N A : i € I} es un cubrimiento de A por abiertos

iel
en (A, 74). Y reciprocamente, si V = {V; : i € I} es un cubrimiento de A por abiertos en
(A,74), paracadai € [ existe U; € 7 tal que V; = U; N A. Entonces Y = {U; : i € I} es
una familia de abiertos en (X, 7) que cubre A. |
Observacion 6.1. En (X, 7):

1) los conjuntos finitos son compactos en cualquier espacio topoldgico;

2) en la definicién de compacidad, pueden reemplazarse los abiertos por abiertos basicos
e incluso por subbdsicos (teorema de la subbase de Alexander);

3) si A es compacto en (X, 7)y 7' C 7, entonces A es compacto en (X, 7’);

4) la union finita de compactos es compacta, no sucede lo mismo con la interseccion.
Ejemplos 6.1. Algunos ejemplos de espacios compactos son:

1) en (X, Tina), todo subconjunto es compacto;

2) en (X, 74:s), los inicos compactos son los conjuntos finitos;

3)en (X, 74), B es compacto si y s6lo si B — A es finito;

4)yen (X,74),si BUA # () B escompactoy sisi BUA = () B es compacto siy sélo
si es finito;

5) en (X, 7.0f), todo subconjunto es compacto;
6) en (X, Teoc ), los tinicos compactos son los conjuntos finitos;
7) en (R, 710), A es compacto si y s6lo si estd acotado inferiormente e inf(A) € A;

8) en (R, 7,), A es compacto si y sélo si A es cerrado y acotado: R no es compacto pues
U = {(—n,n) : n € N} es un cubrimiento sin subcubrimiento finito;

9) en (R, 75.q), A €s compacto si y sélo si A es acotado, A € Cy., y A N I es finito;

10) en (R, 734.), A es compacto siy sélosi (0 € A € Cie) 0 (0 &€ Ay A es compacto
usual).

Definicion 6.3. Una familia de subconjuntos de X, F, tiene la propiedad de interseccion
finita, si la interseccion de cualquier subcoleccidn finita de elementos de F es no vacia.
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Teorema 6.2. En (X, 7) es compacto si y sélo si cualquier familia F C C con la
propiedad de interseccion finita, verifica ﬂ F £ (;
FeF

Proposicion 6.3. La compacidad es débilmente hereditaria.

Demostracion: Si (X, 7) es compactoy A € C,seald = {U; : i € I} un cubrimiento de

A por abiertos de (X, 7). Entonces i = {U; : i € I} U{X — A} es un cubrimiento de

X por abiertos en (X, 7). Existe J C I, J finito tal que X = UUj U (X — A). Entonces
ieJ

ACUU]‘. I

ieJ
Contraejemplo 6.1. La compacidad no es hereditaria: ([0, 1], 7,,) es un espacio compacto,
pero ((0,1),7,) no lo es.
Proposicion 6.4. La imagen continua de un compacto es un conjunto compacto.

Observacion 6.2. Como la compacidad se preserva bajo aplicaciones continuas, es una
propiedad divisible.

Corolario 6.5. La compacidad es una propiedad topoldgica.

6.2. Productos de espacios compactos

Teorema 6.6. Un producto de espacios es compacto siy solo si cada espacio factor lo es.

Demostracion: Sean (X, 7x) e (Y, 7y) espacios topoldgicos y (X X Y, 77,.) su producto.
Si (X x Y, 7py.) es compacto, como las proyecciones son continuas y sobreyectivas, por
la proposicion [6.4] cada espacio factor es compacto.

Supongamos ahora que (X, 7x) e (Y, 7y) son compactos. Sea W = {U; x V; :i € I}
un cubrimiento de X X Y por abiertos basicos, es decir, U; € 7x y V; € 7y. Para cada
x € X, {z} x Y es compacto, luego existe [, C [ finito tal que {z} X Y C UU,- X V.

i€ly

Puede suponerse ademds que x € U; paracada: € [,. Si U} = ﬂ U, es claramente
1€l

U:rxY C U (U; x V;).U* ={U; : x € X} es un cubrimiento por abiertos de (X, 7x),

i€l,
que es compacto, luego existe {z1,...,z,} C X talque X = U; U---UU; .Seal* =

I, U---Ul,, ,subconjunto finito de /. Es facil comprobar que X XY C U (U;x V). |

1el*
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6.3. Compacidad secuencial

Definicion 6.4. Un espacio topoldgico (X, 7) secuencialmente compacto si toda sucesion
en (X, 7) posee una subsucesion convergente.

En general, no hay relacion entre las nociones de compacidad y de compacidad secuen-
cial.

Definicion 6.5. Un espacio topoldgico (X, 7) posee la propiedad de Bolzano-Weierstrass,
si todo subconjunto infinito en X posee un punto de acumulacién.

Proposicion 6.7. Si (X, d) es un espacio métrico, la propiedad de Bolzano-Weierstrass,
la compacidad secuencial y la compacidad son propiedades equivalentes.

6.4. Compacidad en espacios de Hausdorff

En los espacios de Hausdorff, la compacidad proporciona propiedades especiales.

Lema 6.8. Sea (X, 7T) de Hausdorff, A C X compacto 'y x ¢ A. Existen U,V € T
disjuntos, tales que x e Uy A C V.

Demostracion: Paracadaa € A, es x # a. Por la propiedad de Hausdorff, existen U,, V,, €
7, disjuntos y tales que x € U, ya € V,.UU = {V, : a € A} es un cubrimiento de A por
abiertos de X . Existen {a1,...,a,} C A, talesque A C V,, U---UV, . Basta con tomar
U=U,N---NU, yV=V,U---UV, . |

Proposicion 6.9. En un espacio (X, ) de Hausdorff, si A C X es compacto, entonces
AecC.

Demostracion: Si x ¢ A, por el lema[6.8] existen U,V € 7 disjuntos, tales que z € Uy
ACV.EBsxeUCX -V CX—A,esdecir, X —Aer. |

Contraejemplo 6.2. La propiedad de Hausdorff es esencial: en (X, 7;,,4), cualquier con-
junto es compacto, pero no todo conjunto es cerrado.

Corolario 6.10. En un espacio (X, T) compacto y de Hausdorff, A C X es compacto si
ysolo si A € C.

Los conjuntos compactos en espacios de Hausdorff pueden pensarse como una gene-
ralizacion de los puntos, en el siguiente sentido:

Proposicion 6.11. Si A y B son compactos disjuntos en (X, T) de Hausdorff, existen
abiertos disjuntos U y V, tales que A C Uy B C V.
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Demostracion: A C X — B, luego para cada a € A, es a ¢ B. Por el lema exis-
ten U,,V, € 7 disjuntos, tales que a € U, y B C V,. Como A es compacto, existe
{ai,...,;a,} C A, talque A C U,, U---UU,,.Bastacontomar U = U, U---UU,, y
V=V,N---NV,. |

Contraejemplo 6.3. En (R, 7;,,4), A = {1} y B = {2} son compactos disjuntos, sin
abiertos que los separen.

Proposicion 6.12. Sea f: (X, 7x) — (Y, 7v) continua. Si (X, 7x) es compacto e (Y, 1y)
es de Hausdorff, entonces f es cerrada.

Demostracion: Sea A € Cx, por la proposicion A es compacto, luego f(A) también
lo es, por continuidad. Como (Y, 7y) es de Hausdorff, la proposicién garantiza que
f(A) € Cy. |

Corolario 6.13. Si f: (X, 7x)— (Y, 7y) es continua y biyectiva, (X, Tx) es compacto
e (Y, 1y ) es de Hausdorff, entonces f es un homeomorfismo.

Contraejemplo 6.4. f: ([0,1),7,) — (S', 7,) dada por f(t) = ¢** es continua y biyec-
tiva, pero no es un homeomorfismo.

6.5. Problemas

1.- Si la sucesién {z,, : n € N} converge a xy en (X, 7), probar que Rg{x,} U {zo} es
un conjunto compacto.

2.- Caracterizar los compactos de (R", 7).

3.- Se dice que (X, 7) es KC, si todo compacto en (X, 7) es cerrado. Se trata de un
axioma de separacion intermedio entre el de Hausdorff y el de Fréchet (ver ejercicio 7,
problemas[2.7). Si (X, 7) es KC, probar:

(1) todo conjunto finito es cerrado;
(i1) la interseccion arbitraria de conjuntos compactos es compacta;

(ii1) las sucesiones poseen limites tnicos.

4.- Sea (X, 7) un espacio topolégico. Probar:

(i) la unién de finita de compactos en X es un conjunto compacto;
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(ii) si (X, 7) es de Hausdorff, la interseccion arbitraria de compactos es un conjunto
compacto;

(iii) si (X, 7) es de Hausdorff y A es compacto, entonces A’ y A son compactos.
5.- Sea (X, 7) un espacio compacto y de Hausdorffy f: (X, 7) — (X, 7) una aplicacién
continua. Demostrar que existe un cerrado no vacio F' C X, tal que f(F') = F.

6.- Sea (X, 7) un espacio compacto y F una familia de funciones f: (X,7) — (R, 7,)
continuas tal que:

(i) para f,g e F,es f.ge Fy
(ii) para cada x € X, existen f € Fy U, € N, tales que f(z) = 0 para z € U,.

Probar que la funcion idénticamente nula es un elemento de F.

7.- Sea (X, 7x) un espacio compacto, (Y, 7y) un espacio de Hausdorff y la proyeccion
paralela al factor compacto py : (X x Y, mp,.) — (Y, 7v). Probar que py es cerrada.

8.- Sean (X, 7x) de Hausdorff e (Y, 7v) compacto y de Hausdorff. Probar que la funcién
f: (X, 7x) — (Y, 7y) es continua si y solo si su grafo Gy = {(z, f(z) : v € X} es
cerrado en (X X Y, 7py.).

9.- En ([0, 1], 7,,) se define la relacion de equivalencia R dada por: 2Ry siy s6lo si x =y
6 {z,y} C {0,1}. Sea p la aplicaci6n canénica, probar:

(i) p es cerrada y no es abierta;

(i1) el espacio cociente resultante es compacto y de Hausdorff.

10.- Sea ((0,1),7), donde T = {(0,1),0} U{(0,1 — 2),n > 1}. Estudiar la compacidad
de los abiertos y los cerrados de (0, 1).

11.- Sea ([0, 1], 7), donde 7 es la topologia definida por:
(i) para cada x € (0,1), {x} es abierto y cerrado;
(i1) los entornos basicos de 0 son los usuales;

(iii) los entornos basicos de 1 son de la forma [0, 1] — F, donde F' C [0, 1) es finito o el
rango de una sucesion que converge a 0 usualmente.
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Probar que este espacio es de Hausdorff y compacto.

12.- Sean X = {a,b} y (R x X, 7, X Ting). Demostrar que los conjuntos
A=100,1) x {a}U[1,2] x {b} y B=10,1] x {a} U (1,2] x {b}
son compactos, pero que A N B no lo es.
13.- Caracterizar los conjuntos compactos en los espacios topoldgicos siguientes:
(i) ([-1,1],7),donde T ={U C X : 0¢ U6 (—1,1) C U},

(i1) la recta de Sorgenftrey, la cofinita, la connumerable, la de Kolmogorov, la enlazada o
la Scattered;

(iii) el plano de Moore, el radial o el Slotted.

14.- Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado y 7 la topologia del orden sobre X.
Probar que (X, 7) es compacto si y s6lo si todo subconjunto no vacio posee supremo e
infimo.

15.- Una aplicacioén f: (X, 7x)— (Y, 7y) se llama perfecta, si es una sobreyeccion
continua y cerrada con la propiedad de que paracaday € Y, f~!(y) es compacto. Si f es
perfecta, probar:

(i) si (X, 7x) es de Hausdorff, (Y, 7v) es de Hausdorff;

(ii) si (Y, 7v) es compacto, (X, 7x) es compacto;

(iii) para cada K compacto en (Y, 7y), f~1(K) es compacto en (X, 7x).
16.- Sea (X, 7x) compactoy f: (X, 7x) — (Y, 7v) una aplicacién continua. Probar que
el grafo de f es compacto en (X x Y, 7py.).

17.- Sea (X, 7) compacto y {K,, : n € N} una sucesién decreciente de cerrados. Probar
que su interseccion es no vacia.

18.- Probar que la interseccion de cualquier familia de conjuntos cerrados y compactos en
(X, 7) es un conjunto cerrado y compacto.

19.- Probar el Teorema de Kuratowski: un espacio de Hausdorff (X, 7 ) es compacto si 'y
s6lo si para cada espacio topoldgico (Y, 7y ), la proyeccion py : (X X Y, 7pyc) — (Y, 7v)
es cerrada.
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20.- Probar el Teorema de Alexandroff: sea (X, ) un espacio compacto y de Hausdorff
y R una relacion de equivalencia cerrada, es decir, p: (X, 7) — (X/R, 7g) es cerrada).
Se pide:

(i) probar que existe un tnico (salvo homeomorfismos) espacio de Hausdorff (Y, 1y ),
y una funcion f: (X,7)— (Y, 7y) continua y sobreyectiva, tal que R = R(f)
(donde xR(f)y siysélosi f(z) = f(y)). Ademas, (Y, 7y) es compacto;

(ii) reciprocamente, para cada funcion continua f: (X,7)— (Y, 7y) de un espacio
compacto y de Hausdorff (X, 7) sobre un espacio de Hausdorff (Y, 7v), la relacién
de equivalencia R(f) es cerrada.

21.- Sea el espacio proyectivo real de dimension n (ver ejercicio 43, problemas [5.6)),
(RP™, 7). Se pide:

() seaw,: (R"* — {0}, 7,) — (RP", 7,) la aplicacion candnica. Probar que es abierta,
pero no cerrada;

(i) probar que ' = {(z,y) € (R"™' — {0}) x (R"™' — {0}) : © ~ y} es cerrado y
deducir que (RP™, 7,) es de Hausdorff;

(iii) sea ~ la relacion de equivalencia sobre S™ obtenida por restriccién de ~. Probar que
el espacio cociente (S™/ ~, 7..) es compacto;

(iv) sea ¢, la restriccién de 7,, a S™. Probar que v, es continua y define un homeomor-
fismo de (S™/ ~,7.) sobre (RP", 7,), por lo tanto el espacio proyectivo real de
dimension n es compacto;

(v)seag: (S',7,) — (R? 7,) definida por g(z,y) = (z2—y?, 2zy). Probar que g(S') =
S!' y que g define un homeomorfismo de (S'/S., 7..) sobre (S!,7,), con lo cual el
espacio proyectivo real de dimensién 1 es homeomorfo a (S!, 7).



Conexion

Entre nubes y rodeado de hierros.
Me enfado conmigo mismo
y con este mundo impuesto.

“Madera de ciudad”
Mikel Varas

7.1. KEspacios y subconjuntos conexos

La conexion es una extension de la idea de que un intervalo de la recta real es de una
pieza. El problema de decidir cuando un espacio topoldgico es de una pieza se resuelve
decidiendo cuando puede romperse en dos abiertos disjuntos.

Definicion 7.1. Una separacion de un espacio topoldgico (X, 7) estd definida por un par
de abiertos U y V/, disjuntos, cuya unién es X. Si uno de los dos abiertos es vacio, se dice
que la separacion es trivial.

Definicion 7.2. Un espacio topoldgico (X, 7) es conexo, si la tnica separacion que existe
es la trivial, y se dird disconexo en caso contrario. Y A C X es conexo, cuando lo es
como subespacio.

Lema 7.1. En (X, 7) son equivalentes:
(i) (X, T) es disconexo;
(ii) existen F'y G cerrados disjuntos, no vacios, cuya union es X;
(iii) existe A un subconjunto propio de X que es abierto y cerrado a la vez;
(iv) existe A un subconjunto propio de X, de frontera vacia;

(v) existe una aplicacion f: (X, 7)— ({0, 1}, 74is) continua y sobreyectiva.

87
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Lema 7.2. Si (X, 71) es conexoy 2 C 71, entonces (X, 2) es también conexo.

Lema 7.3. La conexion es una propiedad absoluta, en el sentido de que si B C A C X,
B es conexo en (X, 1) siy solo silo es en (A, Ty).

Proposicion 7.4. En (X, 7), si A es abierto y cerrado a la vez 'y C' es conexo, es nece-
sariamente C C Ao C C X — A.

Ejemplos 7.1. En los espacios topoldgicos conocidos, tenemos:
1) el vacio y los puntos son conexos en cualquier espacio topoldgico;
2) cualquier espacio en el que no existan abiertos (o cerrados) disjuntos es conexo;
3) en (X, Ting), todo subconjunto es conexo;
4) en (X, 745), los Gnicos conexos no vacios son los puntos;

5)en (X,74),si BN A = (), B es conexo si y solo si se reduce a un punto, y en caso
contrario €s conexo;

6) en (X, TA), si BN A = (), B es conexo si y sélo si se reduce a un punto, y en caso
contrario €s conexo;

7)en (X, T f), A es conexo si y solo si es vacio, se reduce a un punto o es infinito;

8) en (X, Teoc), A s conexo si y sdlo si es vacio, se reduce a un punto o es no contable;
9) en (R, 7%,), todo conjunto es conexo;

10) en (R, 7., ), los Gnicos conexos son el vacio y los puntos;

11) en (R, 7,), los conexos son los intervalos.

Definicion 7.3. Un espacio (X, 7) es totalmente disconexo si sus tnicos conexos son el
vacio y los puntos.

Ejemplos 7.2. Los espacios discretos, la recta racional y el conjunto de Cantor (ver ejer-
cicio 19, problemas[3.5), son ejemplos de espacios totalmente disconexos.

Teorema 7.5. La imagen continua de un conjunto conexo es conexo.
Observacion 7.1. La conexion es una propiedad divisible.

Corolario 7.6. La conexion es una propiedad topologica.
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La conexion no es hereditaria, aunque existen algunos resultados parciales en subes-
pacios:

Definicion 7.4. En (X, 7), Ay B se dicen mutuamente separados si (ANB)U(ANB) = ().

Teorema 7.7. En (X, 1), C es conexo si'y sélo si no existen A’y B mutuamente separados
y no vacios, cuya union es C.

Corolario 7.8. En (X, 7), si Ay B estdn mutuamente separados y C' es un conjunto
conexo tal que C C AU B, entonces C C Ao C C B.

Respecto a uniones de conjuntos conexos, se comprueban ficilmente las siguientes
propiedades:

Teorema 7.9. Dada una familia {C; : i € I} de conjuntos conexos en (X, T), tales que
existe ig € I con C; N C;, # ) para cada i € I, entonces su union es un conjunto conexo.

Corolario 7.10. En (X, ), se verifica:

(i) dada una familia {C; : i € I} de conjuntos conexos tales que mC’i # (), su union es
iel
un conjunto conexo;

(ii) si para cada par de puntos x,y € X existe un conjunto conexo Cy,, que los contiene,
entonces X es conexo;

(iii) dada una familia {C,, : n € N} de conjuntos conexos tales que C,, N C,, .1 # () para
cada n € N, entonces su union es un conjunto conexo.

Teorema 7.11. Si C es conexo en (X,7)y B C X estal que C C B C C, entonces B es
conexo. En particular, la clausura de cualquier conjunto conexo es un conjunto conexo.

Ejemplo 7.1. Pueden usarse las anteriores propiedades para estudiar la conexién de al-
gunos espacios:

1) (R™,7,) es conexo, ya que es la unién de todas las rectas que pasan por el origen de
coordenadas: es unién de conexos (conjuntos homeomorfos a la recta real) que se
cortan en un punto;

2) una bola abierta en (R", 7,,) es un conjunto conexo, por ser homeomorfa al espacio
total. Por lo tanto, su clausura —la bola cerrada correspondiente— también es un
conjunto conexo; mas aun, cualquier conjunto comprendido entre la bola abierta y
cerrada es conexo.

Teorema 7.12. El producto de espacios conexos es un espacio conexo si y solo si cada
espacio factor lo es.
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Demostracion: Sean (X, 7x) e (Y, 7y) espacios topoldgicos y (X x Y, 7r,.) su pro-
ducto. Si el producto es conexo, al ser las proyecciones coordenadas continuas y so-
breyectivas, cada espacio factor lo es. Reciprocamente, sean (X, 7y ) e (Y, 7y) conexos y
supongamos que existe f: (X x Y, 7p,.) —> ({0, 1}, 745) continua y sobreyectiva. Exis-
ten (ay,b1), (ag, by) € X xY tales que f(ay,b1) =0y f(ag,by) = 1.Si f(az,by) = 0, sea
byt (Y, 7y) —> (X X Y, 7ry.) el embebimiento i,,(y) = (a2,y). Asi f 01,4, es continua.
Pero foi,,(b1) =0y foi,,(be) = 1,10 que contradice la conexién de (Y, 7y ). De manera
similar, se prueba que tampoco puede ser f(as,b;) = 1. Luego no puede existir una tal f,
y (X XY, 7py.) es conexo. |

7.2. Componentes conexas

Se describen las partes conexas maximales de un espacio topoldgico:

Definicion 7.5. En (X, 1), dado € X, al mayor conexo C'(z) que contiene a x se le
llama componente conexa del punto x.

Lema 7.13. Las componentes conexas de (X, T) constituyen una particion del espacio.
Teorema 7.14. En (X, 1), las componentes conexas son conjuntos cerrados.
Proposicion 7.15. Sea (X, 7) un espacio topoldgico.

(i) (X, T) es conexo siy sélo si posee una vinica componente conexa (que es el espacio
total),

(ii) (X, T) es totalemente disconexo si 'y solo si sus componentes conexas se reducen a
puntos.

Proposicion 7.16. Sea (X, T) un espacio topolégico y C' una componente conexa. Si A
es conexo, entonceses A C CoAcC X —C.

7.3. Conexion por caminos

La conexién es una propiedad dificil de manejar, al tratarse de una propiedad en sen-
tido negativo: un espacio topoldgico es conexo si no existe una separacion no trivial por
abiertos disjuntos. La conexion por caminos posee la ventaja de ser una propiedad alge-
braica y en sentido positivo.

Definicion 7.6. Dado un espacio topoldgico (X, 7), un camino en X es una aplicacion
continua o: ([0, 1],7,) — (X, 7). Sio(0) = ay o(l) = b, se dice que o es un camino de
aab.
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Definicion 7.7. (X, 7) es conexo por caminos, si para todo par de puntos a,b € X existe
un camino que los une.

Proposicion 7.17. Si (X, 7) es conexo por caminos, es conexo.

Demostracion: Supongamos que (X, 7) no fuera conexo. Existen U y V' abiertos disjuntos
y no vacios cuya uniénes X.Seax € Uey € V yo: ([0,1],7,) — (X, 7) un camino
uniendo z e y. Entonces, 0~ (U) y 0~ (V') son abiertos en ([0, 1], 7,,) y son una separacion
no trivial de [0, 1], lo cual es un absurdo. |

El reciproco no es cierto:

sin(gJ

Ejemplo 7.2. La curva seno topologico es el sub-
espacio del plano euclideo

A:((_OO,O]x{@})u{(ag,sm(%»;x>o}. .

A es conexo, pero no es conexo por caminos.

Definicion 7.8. X es localmente conexo por caminos, si cada punto de X posee una base
local formada por conjuntos conexos por caminos.

A pesar del ejemplo existe un reciproco parcial de la proposiciéon (/.17

Proposicion 7.18. Si X es conexo y localmente conexo por caminos, entonces es conexo
por caminos.

Ejemplos 7.3. A continuacién se dan algunos ejemplos de espacios conexos por caminos:
1) los espacios indiscretos son conexos por caminos;
2) en la recta real, los conjuntos conexos y los conexos por caminos coinciden;
3) la conexion por caminos no es hereditaria;
4) para A C R", se verifica

= si A es conexo y abierto, es conexo por caminos;
= si A es convexo, es conexo por caminos;
= si A escontableyn > 1, R" — A es conexo por caminos.

Teorema 7.19. La imagen continua de un espacio conexo por caminos, es conexa por
caminos.
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Observacion 7.2. La conexidén por caminos es una propiedad divisible.
Corolario 7.20. La conexion por caminos es una propiedad topologica.

Teorema 7.21. El producto de espacios es conexos por caminos si 'y solo si cada espacio
factor lo es.

7.4. Componentes conexas por caminos

Sobre (X, 7) se define la relacion binaria:
x ~ y siy solo si existe un camino en X que une x e y.

Definicion 7.9. ~ es una relacién de equivalencia sobre X cuyas clases son las compo-
nentes conexas por caminos de X.

Se denota usualmente por 7y(X) a la familia de estas clases. La componente conexa
por caminos de un punto z, ¢(x), es el mayor conjunto conexo por caminos de X que lo
contiene.

Definicion 7.10. En (X, 7), paracada z € X, ¢(z) C C(x).

7.5. Problemas

1.- Estudiar la conexiOn en la recta real.

2.- Probar que si A es un conjunto convexo en (R", 7,), entonces es conexo. El reciproco
no es cierto.

3.- Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios conexos y A C X, B C Y subconjuntos propios.
Probar que X x Y — (A x B) es conexo en (X X Y, 7py.).

4.- Sea C' conexoen (X,7)y A C X.Probarquesi CNA # () £ CN (X — A), entonces
C N fr(A) #0.

5.-En (X, 7), probar:

(i) el interior, la frontera, la interseccion y la unidén de conjuntos conexos no tiene porque
ser un conjunto conexo;

(ii) si A, B € 7 (respectivamente, A, B € C),y AN By AU B son conexos, entonces A
y B son conexos.
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6.- Dado (X, 7) conexo, si 7/ C 7 C 7", estudiar la conexién de (X, 7') y (X, 7").

7.- Sea f: (X, 7x)— (Y, 7y) continua y (X, 7yx) conexo. Probar que el grafo de f es
conexo en (X X Y, 7py.).

8.-Sea f: (X, 7x) — (Y, 7y ) continua. Con las notaciones obvias, probar:
(i) paracadaxz € X, f(C(z)) C C(f(x));

(ii) si f es un homeomorfismo, f induce una correspondencia biyectiva entre el conjunto
de las componentes conexas de (X, 7x) y el de las de (Y, 7y ), siendo homeomorfas
las componentes conexas correspondientes;

(iii) si B una componente conexa en (Y, 7y ), entonces f~(B) es una unién de compo-
nentes conexas. En particular, si f~!(B) es conexo, serd una componente conexa.

9.- Probar que conjunto abierto, cerrado y conexo en un espacio topolégico es una com-
ponente conexa.

10.- Si (X, 7) es conexo y existe f: (X,7) — (R, 7,) continua y no constante, entonces
X es no contable.

11.- Si (X, 7) es conexo y de Fréchet con mds de un punto, entonces X es infinito.

12.- Sea (X, 7) un espacio topoldgico, ~ una relacion de equivalencia sobre X y la
proyeccion canénica p: (X, 7) — (X/ ~, 7). Probar:

(i) si (X/ ~, 7~) es conexo y todo conjunto abierto y cerrado a la vez en X es saturado,
entonces (X, 7) es conexo;

(ii) si toda clase de equivalencia es conexa en (X, 7), entonces B es una componente
conexa en (X/ ~, 7.), siy s6lo si p~!(B) es una componente conexa en (X, 7);

(iii) si (X/ ~, 7~) es conexo y toda clase de equivalencia es conexa en (X, 7), entonces
(X, 7) es conexo;

(iv) si >~ es la relacion de equivalencia sobre X cuyas clases son las componentes
conexas, entonces (X/ ~, 7~,) es totalmente disconexo.

13.- Si (X, 7) es conexo y k € N, z se llama un punto de corte de orden k, si X — {z}
posee exactamente £ componentes conexas. Se pide:

(i) probar que el nimero de puntos de un orden fijado es un invariante topolédgico;
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(ii) en la recta real, ;qué tipos de puntos de corte poseen los intervalos [0, 1], (0,1] y
(0,1)?

(iii) sin > 1, (R™, 7,) posee un punto de corte de orden 1. Deducir que (R™, 7,) y (R, 7,)
no son homeomorfos.
14.- Se pide probar:
(i) si (X, 7) es totalmente disconexo, entonces 7.,; C T;
(i1) la disconexidn total es una propiedad hereditaria y productiva;

(ii1) la imagen continua de un espacio totalmente disconexo, no es necesariamente total-
mente disconexa;

(iv) un espacio (X, 7) compacto y de Hausdorff es totalmente disconexo si y sélo si
dados dos puntos x # y € X, existe un subconjunto A abierto y cerrado a la vez,
talquez € Aey ¢ A.

15.- Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una cadena simple conectando los puntos a y b es
una familia finita {Uy,--- , U, } C 7, tal que:

@acUyya¢U;parai > 1,

b)beU,yb¢g U, parai < n,

©U;NU; #0siysolosil|i—j| <1.

Probar que su (X, 7) es conexoy U = {U; : i € I} es un cubrimiento por abiertos de X,
entonces para cada a,b € X, existe una cadena simple formada por elementos de U que
los conecta.

16.- Se dice que un espacio (X, 7) es O-dimensional, si posee una base /3 de T, formada
por conjuntos abiertos y cerrados a la vez. Se pide:

(i) estudiar si son 0-dimensionales los siguientes espacios: (X, Tina), (X, Tais)s (R, Tsor)s
(R, 7,), (Q, ), (I, 7,), el conjunto de Cantor;

(i1) probar que la O-dimensionalidad es hereditaria y productiva;
(iii) la imagen continua de un espacio O-dimensional, no es necesariamente O-dimensional;
(iv) un espacio O-dimensional es o indiscreto o disconexo;

(v) un espacio O-dimensional y de Fréchet es totalmente disconexo;
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(vi) el reciproco de (v) no es cierto, para probarlo estudiar el ejemplo de Knaster y
Kuratowski: sean C el conjunto de Cantor, A C C el conjunto de los puntos finales
de los intervalos abiertos que se eliminan en la construccion del conjunto de Cantor

(ver el ejercicio 19, problemas[3.5) y B = C — A. Seap = (3, 3) € R? y para cada
x € C, sea L, el segmento de linea recta que une p y (x,0). Sea

I — {y1,92) €Le 1o € Q) si z€ A

’ {(?/1792)€Lx1y2€]l} si € B
Se considera el conjunto K = UL;; probar que (K, 7,,) es conexo. Sin embargo,
xeC

(K — {p}, 7.) es totalmente disconexo y no es 0-dimensional;

(vii) un espacio topolégico localmente compacto y de Hausdorff es O-dimensional si y
sOlo si es totalmente disconexo.

17.- Probar las siguientes propiedades:

HsiY = ({0} xR)U(R x {0}) y f: (R, 75) —> (Y, 7,) es continua y sobreyectiva,
entonces f~*((0,0)) debe contener al menos tres puntos;

(i) si f: (S*,7,) —([0,1],7,) es continua y sobreyectiva, entonces si ¢ € (0, 1), el
conjunto f~!(c) debe contener més de un punto.

18.- Probar que no son homeomorfos los siguientes pares de espacios:
@ ([0, 1], 7) y (R, 7);

(i) (R, 7,) y (R",7,) paran > 1;

(iii) ([0,00),7) y (R, 7);

(i) ([0,1],7) y (8%, 70);

(v) (S, 7))y (S", 7,) paran > 1.

19.- Probar que f: (R, 7,) — (Q, 7,) es continua si y solo si es constante.

20.- En un espacio topoldgico (X, 7) se define la relacién binaria x ~ ¥, si no existe

ninguna descomposicion de X en dos abiertos disjuntos, uno de los cuales contiene a x y
el otro a y. Se pide:

(1) probar que ~ es una relacion de equivalencia sobre X: las clases de equivalencia
Q(z) se llaman casi-componentes;
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(i1) probar que cada casi-componente es la interseccion de todos los conjuntos abiertos
y cerrados que contienen a un elemento dado;

(iii) probar que para cada = € X es C(x) C Q(z) y toda casi-componente es una union
de componentes;

(iv) una casi-componente abierta es una componente conexa;
(v) si (X, 7) es compacto y de Hausdorff, entonces para cada z € X, es C'(x) = Q(x);

(vi) se consideran los subconjuntos de R?: L; = R x {1}, Ly, = R x {—1} y para
}. SeaY =

cada n € N, el rectdngulo R,, = {(m,y) eR?: |z] < n, |yl < 1
n

LyU Ly U (U R,,). Probar que en (Y, 7,,) la componente de (0, 1) es L y su casi-

neN
componente es L; U Lo.

21.- En un espacio topoldgico compacto en el que las componentes conexas son abiertas,
probar que s6lo hay un nimero finito de componentes conexas.

22.- Sea (X, d) un espacio métrico conexo de didmetro §(X) = sup{d(a,b) : a,b € X}
infinito. Probar que toda esfera es no vacia.

23.- Probar que (R™™! — S™, 7,,) no es conexo.

24.- Probar que cualquier subconjunto abierto de (R, 7,,) es una unidn, a lo sumo nume-
rable, de intervalos abiertos y disjuntos.

25.- Sea (X, 7) un espacio de Fréchet. Probar que cualquier conjunto conexo no trivial es
denso en si mismo, es decir, no contiene puntos aislados.

26.- En este problema se trata de estudiar alguna de las aplicaciones de la conexion:

(i) teorema del valor intermedio: si f: ([a,b], 7,) — (R, 7,) es una aplicacién continua,
f toma todos los valores entre dos cualesquiera de su imagen;

(ii) teorema del punto fijo: si f: ([0, 1], 7,) — ([0, 1], 7,) es una aplicacién continua,
entonces existe = € [0, 1] tal que f(z) = x;

(iii) sean (X, 7x) e (Y, 7y ) espacios homeomorfos. Probar que cualquier funcién contin-
vah: (X, 7x) — (X, 7x) posee un punto fijosiy sélositoda k: (Y, ) — (Y, 7y)
continua posee un punto fijo. Deducir que si f: ([a,b], 7,) — ([a, ], 7,) es una
aplicacion continua, entonces posee un punto fijo;
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(iv) teorema del punto fijo de Brouwer: toda f: ([0,1]",7,) — ([0, 1]",7,) continua
posee un punto fijo;

(v) teorema de Borsuk-Ulam: si f: (S',7,) — (R, 7,) es continua, existen un par de
puntos antipodales z, —z € S! tales que f(2) = f(—2).

27.- Sea (X, 7) un espacio de Hausdorff y {C,, : n € N} una familia de conjuntos
compactos no vacios, conexos y encajados. Probar que la interseccion de estos conjuntos
€s un conjunto no vacio, compacto y conexo.

28.- Se dice que f: (X,7)— (R, 7,) es localmente constante si para cada x € X existe
U, € 7, tal que x € U,, y la restriccion de f a U, es constante. Si (X, 7) es conexo,
probar que toda aplicacion continua y localmente constante es constante.

29.- Sean (X, 7x) y (Y, 7v) espacios conexos, A C X novacioy f: (A, 74) — (Y, 7y)
una funcién continua. Probar que el espacio de adjuncién (Ver (X' UrY, ) es conexo.

30.- Probar que no existe ninguna funcién continua f: (R, 7,) — (R, 7,), tal que f(Q) C

R-QyfR-QcQ
31.- Sea X un conjunto totalmente ordenado provisto de la topologia del orden. Se pide:
(i) probar que (X, 7,.4) es conexo si y sélo si todo conjunto A C X no vacio y acotado

superiormente admite una cota superior, y para cada x,y € X, x < y, el intervalo
(x,y) ={z € X : © < z < y} es no vacio;

(i) si (X, 7orq) €s conexo, probar que un conjunto A C X es un intervalo si y sélo si
parazx,y € X,conx < y,es (z,y) C A;

(iii) probar que las partes conexas de (X, 7,.4) son los intervalos de X.

32.- Se consideran en el plano dos circunferencias concéntricas:
Cr={(z,y) eR*:2* +y*=1} y Cy={(z,y) €R*: 2% +y* =4}.

Sea X = C1UC,. Se denota por p: C; — Cy la proyeccion radial, es decir, la proyeccion
de C sobre C; a través del punto (0,0). Sobre X se define una topologia 7, tomando
como subbase la familia 0 = {{z} : 2 € Co} U{Uk(2) : k € N,z € (4}, donde
Ur(z) = Vi(2) U p(Vi(2) — {z}), siendo Vi(z) el arco de C; de centro el punto z y
longitud % El espacio (X, 7) se llama circunferencia doble de Alexandroff o espacio de
las circunferencias concéntricas. Probar:

(i) C5 es un subespacio discreto de cardinal ¢, abierto y denso en (X, 7);
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(ii) C es compacto en (X, 7);
(iii) (X, 7) es de Hausdorff, compacto y C7;
(iv) (X, 7) no es Cy; y no es separable;

(v) (X, 7) es no metrizable, a pesar de ser la unién (no disjunta) de dos de sus subespa-
cios metrizables;

(vi) las componentes conexas de (X, 7) son C y cada uno de los puntos de Cs.

33.- Sobre ([0, 1], 7,), se considera la relacién de equivalencia xRy si y sélo si z,y €
{0, 3}. Se pide probar:

() sip: ([0,1],7)— ([0, 1] /R, Tr) es la proyeccién candnica, probar que es cerrada y
no abierta;

(i) sea J = {1}x[0,1] y (X = S'UJ, 7,,); entonces la aplicacion f: ([0,1],7,) — (X, 7,)

[ (cos(4nt),sin(4nt)) si t <3 . ‘
dada por f(t) = { (L2t —1) si t>1 es continua y cerrada;
(iii) f: ([0,1], 7,) — (X, 7,) induce un homeomorfismo entre los espacios ([0, 1]/ R, Tr)
y (X, 7u);

(iv) deducir que ([0, 1]/ R, 7r) es de Hausdorff, compacto y conexo.

34.- La topologia de los circulos tangentes: sobre ([0, 1], 7,), se considera la relacion de
equivalencia zRoy siy slosiz,y € {0,4,1}.SiS* = {(z,y) € R?: (z+2)*+y* = 1},
se pide demostrar que ([0, 1]/ Ry, T, ) es homeomorfo a (S' US*, 7,,), y por lo tanto es de

Hausdorff, compacto y conexo.
Sobre R se considera la topologia 7* C T, definida al considerar los entornos usuales en
los puntos = # 0 y como entornos del 0

No={N€eN:3e>0,0<0:(—00,0)U(e,00) C N}.
Se pide:
(i) probar que (R, 7*) es compacto y de Hausdorff;

(i) dados § = {(,y) € B2 : (x+1)242 = 1} y T = {(2,y) € B2 : (a—1)2 442 = 1,
se define una aplicacién f: R — S U T geométricamente, del modo siguiente:

(a) se identifica R con R x {0} C R?,
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(b) se levanta el intervalo (—oo, —2| en la semirrecta vertical L = {—2} x [0, o0)
por rotacion de centro el punto (—2,0),

(c) cada punto de L se transforma, por una inversion de polo (0, 0) en un punto del
semicirculo S (es decir, un punto de L se transforma en la interseccién de S
con la recta pasando por dicho punto y el origen de coordenadas),

(d) cada punto de [—2, 0] se proyecta sobre el semicirculo S—,
(e) cada punto de [0, 2] se proyecta sobre el semicirculo 7,

(f) la semirecta [2, 00) se transforma en la recta vertical L* = {2} x [0, c0) por
rotacién de centro (2, 0),

(g) los puntos de L* se transforman por una inversién de polo (0, 0) en los puntos
del semicirculo 7;

escribir explicitamente la aplicacion asi definida y probar que es una biyeccion de
R sobre T'U S}

(iii) probar que f es un homeomorfismo entre los espacios (R, 7*) y (SU T, 7,);
(iv) probar que ([0, 1]/ Ry, Tr,) €s homeomorfo a (R, 7*);

(v) probar que si a # 0, el subespacio (R — {a}, 7*) es conexo;

(vi) probar que la sucesion {(—1)"n},en, converge a 0 en (R, 7%);

(vii) probar que la aplicacién g: (R, 7,) — (R, 7%), definida por ¢(0) = 0y g(z) = 1,

€s continua.

34.- Probar los siguientes espacios son conexos por caminos: los espacios indiscretos, las
n-variedades conexas, el cono y la suspension (ver ejercicio 27, problemas @ de un
espacio topoldgico.

35.-En (X, 7), probar que la unién de cualquier familia de conjuntos conexos por caminos
con un punto en comin, €s un conjunto conexo por caminos.

36.- Probar que un espacio totalmente disconexo y localmente conexo, es discreto.

37.- Si (X, 7) es localmente conexo, probar que todo abierto es unién disjunta de abiertos
conexos. En particular:

(i) en (R, 7,), todo abierto es unién disjunta de una familia contable de intervalos abier-
tos;

(ii) en (R™, 7,,), si A es abierto, entonces es conexo si y s6lo si A es conexo por caminos.
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38.- Si < es el orden lexicogréfico sobre [0, 1] x [0,1] y 7,4 es la topologia del orden
asociada, probar que ([0, 1] x [0, 1], 7,4) €s un espacio conexo y localmente conexo, pero
no €es ni Conexo por caminos.

39.- Sea (X, 7) un espacio topoldgico en el que las clausuras de dos puntos cualesquiera
se cortan. Probar que (X, 7) es conexo por caminos.

40.- Probar que, al contrario de lo que sucede con la conexidn, la clausura de un conjunto
conexo por caminos ho es en general conexa por caminos.

41.- Se considera el espacio escoba (E,T,), donde E es el subespacio de R? formado
por la uni6n de los segmentos cerrados que unen el origen de coordenadas con los puntos
{(1,1) : n € N}, junto con el segmento {0} x (3, 1]. El espacio escoba cerrado (E, )

tiene como espacio base £ = E U ({0} x (0, 1]). Se pide probar:
(i) (B, 7.)y (E,7,) son conexos;
(ii) ni (E, 7,) ni (E, T.) son localmente conexos;

(iii) (F, 7,) es conexo por caminos, pero (E, 7,) no lo es.

42.- Sea (A, 7,,) el subespacio de R?, donde
A={(z,y) eR*:2 e R-Q,y >0} U{(z,y) eR*: 2 € Q,y <0}.

Probar que (A, 7,) es conexo, no es localmente conexo y no es conexo por caminos.
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