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iQué es la matematica no conmutativa?

El mundo no conmutativo

quema de funcionamiento

En matematica no conmutativa:
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iQué es la matematica no conmutativa?

El mundo no conmutativo

Esquema de funcionamiento

En matematica no conmutativa:

(i) dado un objeto singular G, se comienza encontrando una
desingularizacion gN que describa G en el sentido a estudiar
(medible, topolégico, diferenciable, etc.). En muchos casos, G
serd un grupoide y el cociente del espacio de unidades de G
por la accién del grupoide serd G;
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El mundo no conmutativo

Esquema de funcionamiento

En matematica no conmutativa:

(i) dado un objeto singular G, se comienza encontrando una
desingularizacion gN que describa G en el sentido a estudiar
(medible, topolégico, diferenciable, etc.). En muchos casos, G
serd un grupoide y el cociente del espacio de unidades de G
por la accién del grupoide serd G;

(ii) G deberia tener una buena estructura, para definir un 3lgebra
de funciones C*(G) cuyas propiedades reflejen las de G;
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iQué es la matematica no conmutativa?

El mundo no conmutativo

Esquema de funcionamiento

En matematica no conmutativa:

(i) dado un objeto singular G, se comienza encontrando una
desingularizacion gN que describa G en el sentido a estudiar
(medible, topolégico, diferenciable, etc.). En muchos casos, G
serd un grupoide y el cociente del espacio de unidades de G
por la accién del grupoide serd G;

(ii) G deberia tener una buena estructura, para definir un 3lgebra
de funciones C*(G) cuyas propiedades reflejen las de G;

(iii) se trata de investigar el anillo no conmutativo C*(G).
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iQué es la matematica no conmutativa?

Un ejemplo de espacio singular

La accién de un grupo

Supongamos que I es un grupo topoldgico que actia a derecha
sobre un espacio topoldgico X, a: X x [ — X:
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iQué es la matematica no conmutativa?

Un ejemplo de espacio singular

La accién de un grupo

Supongamos que I es un grupo topoldgico que actia a derecha
sobre un espacio topoldgico X, a: X x [ — X:

(i) a menudo el cociente G = X /I es un objeto singular. Su
desingularizacién natural es grupoide producto G=XxT (de
espacio de unidades X, aplicaciones a(x,v) = x7, B(x,v) = x
y producto (x,7')(x7',7v) = (x,7'7)): el cociente de X por la
accién del grupoide es G = X/T;
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iQué es la matematica no conmutativa?

Un ejemplo de espacio singular

La accién de un grupo

Supongamos que I es un grupo topoldgico que actia a derecha
sobre un espacio topoldgico X, a: X x [ — X:

(i) a menudo el cociente G = X /I es un objeto singular. Su
desingularizacién natural es grupoide producto G=XxT (de
espacio de unidades X, aplicaciones a(x,v) = x7, B(x,v) = x
y producto (x,7')(x7',7v) = (x,7'7)): el cociente de X por la
accién del grupoide es G = X/T;

(i) la C*-dlgebra producto cruzado C*(G) = Cy(X) %o I es un
espacio facil de calcular;
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iQué es la matematica no conmutativa?

Un ejemplo de espacio singular

La accién de un grupo

Supongamos que I es un grupo topoldgico que actia a derecha
sobre un espacio topoldgico X, a: X x [ — X:

(i) a menudo el cociente G = X /I es un objeto singular. Su
desingularizacién natural es grupoide producto G=XxT (de
espacio de unidades X, aplicaciones a(x,v) = x7, B(x,v) = x
y producto (x,7')(x7',7v) = (x,7'7)): el cociente de X por la
accién del grupoide es G = X/T;

(i) la C*-dlgebra producto cruzado C*(G) = Cy(X) %o I es un
espacio facil de calcular;

(i) Co(X) %o I representard topolégicamente X /I (en K-teoria).
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iQué es la matematica no conmutativa?

Mecanica clasica

Movimiento de una particula

Para determinar la trayectoria de una particula deben conocerse su
posicion y velocidad iniciales. Estos datos forman un conjunto de 6
parametros: 3 coordenadas de posicién y 3 del momento p = mv.

Marta Macho Stadler Estudio no conmutativo de espacios de érbitas



iQué es la matematica no conmutativa?

Mecanica clasica

Movimiento de una particula

Para determinar la trayectoria de una particula deben conocerse su
posicion y velocidad iniciales. Estos datos forman un conjunto de 6
parametros: 3 coordenadas de posicién y 3 del momento p = mv.

Movimiento de n particulas

Si se trabaja con n particulas, aparece un conjunto de 6n
parametros, el espacio de fases M del sistema mecanico, cuyos
puntos son los estados del sistema.
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iQué es la matematica no conmutativa?

Mecanica clasica

El formalismo hamiltoniano

Los principales objetos de la Mecanica Cldsica son:
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(ii) las cantidades observables, funciones reales sobre M;
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Mecanica clasica

El formalismo hamiltoniano

Los principales objetos de la Mecanica Cldsica son:

(i) el espacio de fases, variedad simpléctica de clase C*°, M;
(ii) las cantidades observables, funciones reales sobre M;

(iii) los estados, funcionales lineales sobre los observables;
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iQué es la matematica no conmutativa?

Mecanica clasica

El formalismo hamiltoniano

Los principales objetos de la Mecanica Cldsica son:
(i) el espacio de fases, variedad simpléctica de clase C*°, M;
(ii

) las cantidades observables, funciones reales sobre M,
(iii) los estados, funcionales lineales sobre los observables;

(iv) la dindmica de los observables estd definida por la funcidn
hamiltoniano H y la ecuacién f = {H, f};
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iQué es la matematica no conmutativa?

Mecanica clasica

El formalismo hamiltoniano

Los principales objetos de la Mecanica Cldsica son:

(i) el espacio de fases, variedad simpléctica de clase C*°, M;
) las cantidades observables, funciones reales sobre M,
(iii) los estados, funcionales lineales sobre los observables;

la dinamica de los observables estd definida por la funcion
hamiltoniano H y la ecuacién f = {H, f};

(v) las simetrias del sistema fisico actdan sobre observables o
estados, via transformaciones candnicas de M.
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iQué es la matematica no conmutativa?

Mecanica clasica

El formalismo hamiltoniano

Los principales objetos de la Mecanica Cldsica son:

(i) el espacio de fases, variedad simpléctica de clase C*°, M;
) las cantidades observables, funciones reales sobre M,
(iii) los estados, funcionales lineales sobre los observables;

la dinamica de los observables estd definida por la funcion
hamiltoniano H y la ecuacién f = {H, f};

(v) las simetrias del sistema fisico acttan sobre observables o
estados, via transformaciones candnicas de M.

Los observables, la dindmica y la simetria son objetos primarios. El
espacio de fases y los estados pueden recuperarse a partir éstos.
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iQué es la matematica no conmutativa?

Mecdnica Clasica

El grupo conmutativo de las frecuencias

En el modelo clasico, el conjunto de las frecuencias de las
radiaciones emitidas es un subgrupo aditivo I' de R.
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iQué es la matematica no conmutativa?

Mecdnica Clasica

El grupo conmutativo de las frecuencias

En el modelo clasico, el conjunto de las frecuencias de las
radiaciones emitidas es un subgrupo aditivo I' de R.

El dlgebra conmutativa de convolucién

A cada frecuencia emitida le corresponden todos los muiltiplos
enteros o armoénicos. El dlgebra de las cantidades fisicas observables
se lee directamente a partir de I': es su digebra de convolucion.
Como I es un grupo conmutativo, el dlgebra también lo es.

Marta Macho Stadler Estudio no conmutativo de espacios de érbitas



iQué es la matematica no conmutativa?

Mecdnica Cudntica

Las frecuencias no forman un grupo

Este resultado tedrico estd en contra de la experiencia: el conjunto
de las frecuencias emitidas por un dtomo no forma un grupo, la
suma de dos frecuencias no es una de ellas.
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iQué es la matematica no conmutativa?

Mecdnica Cudntica

Las frecuencias no forman un grupo

Este resultado tedrico estd en contra de la experiencia: el conjunto
de las frecuencias emitidas por un dtomo no forma un grupo, la
suma de dos frecuencias no es una de ellas.

Los resultados experimentales

| \

Se esta trabajando de hecho con el grupoide grosero:
A = {(i,j)}ijer, con la regla de composicién (i,)).(j, k) = (i, k).
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iQué es la matematica no conmutativa?

Mecdnica Cudntica

Una cantidad fisica observable ya no conmuta

Estd dada por sus coeficientes {q(/, ) : (i,j) € A}. La evolucién
en el tiempo de un observable estd dada por el homomorfismo de
A en R, que lleva cada linea espectral (/,) en su frecuencia vjj, y
se obtiene la férmula q(; (t) = q(i,j)e*™"it.
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iQué es la matematica no conmutativa?

Mecdnica Cudntica

Mecanica Cudntica

Los principales objetos son:
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iQué es la matematica no conmutativa?

Mecdnica Cudntica

En Mecanica Cuantica

Los principales objetos son:

(i) el espacio de fases, espacio proyectivo P(H) de un espacio de
Hilbert H;
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En Mecanica Cuantica

Los principales objetos son:

(i) el espacio de fases, espacio proyectivo P(H) de un espacio de
Hilbert H;

(ii) los observables, operadores autoadjuntos sobre H;

(iii) los estados del sistema, definidos por un vector unitario £ € H;
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iQué es la matematica no conmutativa?

Mecdnica Cudntica

En Mecanica Cuantica

Los principales objetos son:

(i) el espacio de fases, espacio proyectivo P(H) de un espacio de
Hilbert H;

(ii) los observables, operadores autoadjuntos sobre H;

(iii) los estados del sistema, definidos por un vector unitario £ € H;

(iv) la dindmica de un observable f estd definida por un operador
autoadjunto H, via la ecuacion de Heisenberg f = %[H, 1 (h

es la constante de Plank);
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iQué es la matematica no conmutativa?

Mecdnica Cudntica

En Mecanica Cuantica

Los principales objetos son:

(i) el espacio de fases, espacio proyectivo P(H) de un espacio de
Hilbert H;

(ii) los observables, operadores autoadjuntos sobre H;

(iii) los estados del sistema, definidos por un vector unitario £ € H;

(iv) la dindmica de un observable f estd definida por un operador
autoadjunto H, via la ecuacion de Heisenberg f = %[H, 1 (h
es la constante de Plank);

(v) las simetrias del sistema fisico acttan sobre observables o
estados via operadores unitarios sobre H.
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iQué es la matematica no conmutativa?

Estudio de espacios

Cuando se mira un espacio en el sentido clasico, hay varios puntos
de vista, que ayudan a comprenderlo:
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iQué es la matematica no conmutativa?

Estudio de espacios

Cuando se mira un espacio en el sentido clasico, hay varios puntos
de vista, que ayudan a comprenderlo:

(i) el mas “débil” es la teoria de la medida: si se conoce el
espacio desde este punto de vista, no se conoce esencialmente
nada, porque muchos espacios son isomorfos en teoria de la
medida (e isomorfos a [0, 1] con la medida de Lebesgue);
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iQué es la matematica no conmutativa?

Estudio de espacios

Cuando se mira un espacio en el sentido clasico, hay varios puntos
de vista, que ayudan a comprenderlo:

(i) el mas “débil” es la teoria de la medida: si se conoce el
espacio desde este punto de vista, no se conoce esencialmente
nada, porque muchos espacios son isomorfos en teoria de la
medida (e isomorfos a [0, 1] con la medida de Lebesgue);

(i) se tienen después la topologia y geometria diferenciales
(formas, distribuciones, clases caracteristicas) no
riemannianos;
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iQué es la matematica no conmutativa?

Estudio de espacios

Cuando se mira un espacio en el sentido clasico, hay varios puntos
de vista, que ayudan a comprenderlo:

(i) el mas “débil” es la teoria de la medida: si se conoce el
espacio desde este punto de vista, no se conoce esencialmente
nada, porque muchos espacios son isomorfos en teoria de la
medida (e isomorfos a [0, 1] con la medida de Lebesgue);

(i) se tienen después la topologia y geometria diferenciales

(formas, distribuciones, clases caracteristicas) no
riemannianos;

(iii) el mds importante es la geometria riemanniana.
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iQué es la matematica no conmutativa?

Estudio de espacios

Una variedad de clase C*°, M, puede considerarse desde diferentes
puntos de vista:
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iQué es la matematica no conmutativa?

Estudio de espacios

Una variedad de clase C*°, M, puede considerarse desde diferentes
puntos de vista:

(i) el de la teoria de la medida: M aparece como un espacio
medible con una clase de medidas fijada (M, p);
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iQué es la matematica no conmutativa?

Estudio de espacios

Una variedad de clase C*°, M, puede considerarse desde diferentes
puntos de vista:

(i) el de la teoria de la medida: M aparece como un espacio
medible con una clase de medidas fijada (M, p);

(ii) el de la topologia: M aparece como un espacio localmente
compacto;
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iQué es la matematica no conmutativa?

Estudio de espacios

Una variedad de clase C*°, M, puede considerarse desde diferentes
puntos de vista:

(i) el de la teoria de la medida: M aparece como un espacio
medible con una clase de medidas fijada (M, p);

(ii) el de la topologia: M aparece como un espacio localmente
compacto;

(iii) el de la geometria diferencial: M aparece como una variedad
diferenciable.
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iQué es la matematica no conmutativa?

Estudio de espacios

Cada una de estas estructuras sobre M estd completamente
especificada, por la correspondiente algebra de funciones:
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iQué es la matematica no conmutativa?

Estudio de espacios

Cada una de estas estructuras sobre M estd completamente
especificada, por la correspondiente algebra de funciones:

(i) el dlgebra conmutativa de Von Neumann L*°(M, u) de las
clases de funciones esencialmente acotadas y medibles sobre
M:;
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iQué es la matematica no conmutativa?

Estudio de espacios

Cada una de estas estructuras sobre M estd completamente
especificada, por la correspondiente algebra de funciones:
(i) el dlgebra conmutativa de Von Neumann L*°(M, u) de las
clases de funciones esencialmente acotadas y medibles sobre
M:;

(ii) la C*dlgebra Co(M) de las funciones continuas sobre M que
se anulan en el infinito;
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iQué es la matematica no conmutativa?

Estudio de espacios

Cada una de estas estructuras sobre M estd completamente
especificada, por la correspondiente algebra de funciones:

(i) el dlgebra conmutativa de Von Neumann L*°(M, u) de las
clases de funciones esencialmente acotadas y medibles sobre
M:;

(ii) la C*dlgebra Co(M) de las funciones continuas sobre M que
se anulan en el infinito;

(iii) el algebra C2°(M) de las funciones de clase C* con soporte
compacto.
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Grupoides: desingularizando espacios de 6rbitas

Indice

© Grupoides: desingularizando espacios de érbitas
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Grupoides: desingularizando espacios de 6rbitas

Grupoides

rupoide algebraico esta definido por:

T — T
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Grupoides: desingularizando espacios de 6rbitas

Grupoides

grupoide algebraico estd definido por:

(i) un par de conjuntos (M = G°, G), donde M C G es el espacio
de unidades y G es el espacio total,

T — T
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Grupoides: desingularizando espacios de 6rbitas

Grupoides

Un grupoide algebraico esta definido por:

(i) un par de conjuntos (M = G°, G), donde M C G es el espacio
de unidades y G es el espacio total,

(ii) dos aplicaciones sobreyectivas, «a, 3: G— M, las
proyecciones, el origen 'y extremo resp., donde si x € M,

a(x) = B(x) = x,

T — T
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Grupoides: desingularizando espacios de 6rbitas

Grupoides

grupoide algebraico estd definido por:

(i) un par de conjuntos (M = G°, G), donde M C G es el espacio
de unidades y G es el espacio total,
(ii) dos aplicaciones sobreyectivas, «a, 3: G— M, las
proyecciones, el origen 'y extremo resp., donde si x € M,
a(x) = B(x) = x,
1

(iii) una biyeccién i: G— G, la inversion, tal que i = ™+,

T — T
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Grupoides: desingularizando espacios de 6rbitas

Grupoides

Un grupoide algebraico esta definido por:

(i) un par de conjuntos (M = G°, G), donde M C G es el espacio
de unidades y G es el espacio total,

(ii) dos aplicaciones sobreyectivas, «a, 3: G— M, las
proyecciones, el origen 'y extremo resp., donde si x € M,
a(x) = B(x) = x,

(iii) una biyeccién i: G— G, la inversion, tal que i = il

(iv) una ley de composicién parcial, .: G2— G, la multiplicacion,
donde G2 es el conjunto de los pares componibles,

G2 = {(72:m) € G x G : ay) =p6(n)},

y que se denota del modo 2.1, y verificando:

-/
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Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

Grupoides

y verificando

Marta Macho Stadler Estudi

ivo de espacios de drbitas



Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

Grupoides

(i) Asociatividad: si v1,72,73 € G son tales que ((y2,71) € G? y

(v3,72.71) € G2) 6 ((73,72) € G? y (1372, 71) € G?),
entonces son ciertas las identidades: v3.(72.71) = (73.72)-71;
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Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

Grupoides

(i) Asociatividad: si v1,72,73 € G son tales que ((y2,71) € G? y

(v3,72.71) € G2) 6 ((73,72) € G? y (1372, 71) € G?),
entonces son ciertas las identidades: v3.(72.71) = (73.72)-71;

(i) Unidades: para cada v € G, se verifica que (7, a(y)) € G?y
(B(7),7) € Gy entonces v.a(7) = v = B(y)vi
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Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

Grupoides

(i) Asociatividad: si y1,72,73 € G son tales que ((72,71) € G2y
(13,72m) € G?) 6 ((13,712) € G* y (1372, m) € G?),
entonces son ciertas las identidades: v3.(72.71) = (73.72)-71;

(i) Unidades: para cada v € G, se verifica que (7, a(y)) € G?y
(8(7):7) € G, y entonces v.a(v) = v = B(7)-7;

(iii) Inversién: para cada v € G, se cumple (v, i(v)) € G2,
(i(7),7) € G2, y son vélidas las identidades: 7.i(y) = B(v),
i(7)y = alv).

Marta Macho Stadler Estudio no conmutativo de espacios de érbitas



Grupoides: desingularizando espacios de 6rbitas
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(i) Asociatividad: si y1,72,73 € G son tales que ((72,71) € G2y
(13,72m) € G?) 6 ((13,712) € G* y (1372, m) € G?),
entonces son ciertas las identidades: v3.(72.71) = (73.72)-71;

(i) Unidades: para cada v € G, se verifica que (7, a(y)) € G?y
(8(7):7) € G, y entonces v.a(v) = v = B(7)-7;

(iii) Inversién: para cada v € G, se cumple (v, i(v)) € G2,
(i(7),7) € G2, y son vélidas las identidades: 7.i(y) = B(v),
i(7)y = alv).

Se expresa del modo G %L M.
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Grupoides

Ejemplos

1) Si M es un punto, el grupoide se reduce a un grupo.
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Grupoides

Ejemplos

1) Si M es un punto, el grupoide se reduce a un grupo.

2) La unién disjunta de grupos, G = UG,-, es un grupoide: dados
a,b € G, la multiplicacién a.b estéllec;eﬁnida siysblosiay b
pertenecen al mismo grupo G; y entonces a.b es el producto
de ambos elementos en G;. Existe una identidad 1; (el neutro
del grupo G;) para cada i € /. Las proyecciones, oy 3,
coinciden con la aplicacién constante de G; en {1;}.
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Grupoides

Ejemplos

1) Si M es un punto, el grupoide se reduce a un grupo.

2) La unién disjunta de grupos, G = UG,-, es un grupoide: dados
icl

a,b € G, la multiplicacién a.b esta definida si y sélosi ay b
pertenecen al mismo grupo G; y entonces a.b es el producto
de ambos elementos en G;. Existe una identidad 1; (el neutro
del grupo G;) para cada i € /. Las proyecciones, oy 3,
coinciden con la aplicacién constante de G; en {1;}.

3) Si M =G, a(y) = B(y) =y e i(y) =, entonces G es la
diagonal de G x G y se obtiene el grupoide trivial.
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Grupoides

Marta Macho Stadler Estudi

ivo de espacios de érbitas



Grupoides: desingularizando espacios de 6rbitas

Grupoides

4) Dado un conjunto arbitrario X, se considera G = X x X, M
es la diagonal de G (identificada con X), y se define
a(y,x) =x, B(y,x) =y ei(x,y) = (y,x). El conjunto de los
pares componibles es G2 = {((y,x),(x,2)) : x,y,z€ X} y la
multiplicacién esta dada por (y, x).(x,z) = (y, z): es el
grupoide grosero.
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Grupoides

4) Dado un conjunto arbitrario X, se considera G = X x X, M
es la diagonal de G (identificada con X), y se define
a(y,x) =x, B(y,x) =y ei(x,y) = (y,x). El conjunto de los
pares componibles es G2 = {((y,x),(x,2)) : x,y,z€ X} y la
multiplicacién esta dada por (y, x).(x,z) = (y, z): es el
grupoide grosero.

5) El grafo G de una relacion de equivalencia R sobre M es un
grupoide, donde G es la diagonal y con las operaciones
a(y,x) =x, B(y,x) =y ei(x,y) = (y,x). El conjunto de los
pares componibles es G2 = {((y,x),(x,2z)) € G x G} y la
multiplicacién estd dada por (y, x).(x, z) = (y, 2).
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Grupoides

Dado un grupoide G %’ My x,y € M, se definen:
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Grupoides

Dado un grupoide G %’ My x,y € M, se definen:
(i) la a-fibra sobre x, Gx ={y € G : a(y) = x} C G,
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Grupoides

Dado un grupoide G %’ My x,y € M, se definen:

(i) la a-fibra sobre x, Gx ={y € G : a(y) = x} C G,
(ii) la [-fibra sobre y, G¥ ={y € G :B(y) =y} C G.
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Grupoides

Dado un grupoide G ;: My x,y € M, se definen:

(i) la a-fibra sobre x, Gx ={y € G : a(y) = x} C G,
(ii) la [-fibra sobre y, G¥ ={y € G :B(y) =y} C G.
(i) G =GxNGY CG.
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Grupoides

Las fibras

Dado un grupoide G ;:: My x,y € M, se definen:

(i) la a-fibra sobre x, Gx ={y € G : a(y) = x} C G,
(ii) la [-fibra sobre y, G¥ ={y € G :B(y) =y} C G.
(i) G =GxNGY CG.

El conjunto G puede ser vacio. Pero, para cada x € M, GX es un
grupo (de neutro el punto x), el grupo de isotropia de G sobre x.
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El grupoide de isotropia

Un subgrupoide

G’ T: M’ del grupoide G %L M es G' C G, cerrado para la

multiplicacién y la inversién. Se dice /leno, si

G’ = (o/)7H (M) = () H(M).
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El grupoide de isotropia

Un subgrupoide

G’ 7;; M’ del grupoide G ——= T’ M es G' C G, cerrado para la

multiplicacién y la inversién. Se dice /leno, si

G’ = (o/)7H (M) = () H(M).

El subgrupoide de isotropia de G —=- 5 M

es 15(G) == M, con Is(G) = {y € G : a(3) = B()} = | G-
xeM
En Is(G), a = [ y para cada x € M, sus a-fibras (o [-fibras)

Is(G)x = Is(G)* = Is(G)X = G son grupos.




Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

Homomorfismos de grupoides

(0% (0%
Dados dos grupoides Gy Tll. My y Gy 722'. M>, un homomorfismo

de grupoides de Gy en Gy es una aplicacién f: Gy — Gy, tal que:
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Homomorfismos de grupoides

(0% (0%
Dados dos grupoides Gy Tll. My y Gy 722'. M>, un homomorfismo

de grupoides de Gy en Gy es una aplicacién f: Gy — Gy, tal que:
(i) si (v2,71) € G2, entonces (f(12), f(11)) € G3, y
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Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

Homomorfismos de grupoides

(0% (0%
Dados dos grupoides Gy Tll. My y Gy 722'. M>, un homomorfismo

de grupoides de Gy en Gy es una aplicacién f: Gy — Gy, tal que:

(i) si (v2,71) € G2, entonces (f(12), f(11)) € G3, y
(ii) y en tal caso, se verifica la igualdad f(y2.71) = f(72).f(71).

Marta Macho Stadler Estudio no conmutativo de espacios de érbitas



Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

Homomorfismos de grupoides

(0% (0%
Dados dos grupoides Gy Tll. My y Gy 722'. M>, un homomorfismo

de grupoides de Gy en Gy es una aplicacién f: Gy — Gy, tal que:

(i) si (v2,71) € G2, entonces (f(12), f(11)) € G3, y
(ii) y en tal caso, se verifica la igualdad f(y2.71) = f(72).f(71).

Tenemos asi la categoria de grupoides y homomorfismos entre eIIos.J
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Grupoides topoldgicos y de Lie

A partir de ahora, “diferenciable”, significara de clase C°°. J
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Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

Grupoides topoldgicos y de Lie

A partir de ahora, “diferenciable”, significara de clase C°°. J

(e
G T. M es un grupoide topoldgico localmente compacto (resp.

de Lie), si:
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Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

Grupoides topoldgicos y de Lie

A partir de ahora, “diferenciable”, significara de clase C°°. J

(e
G T. M es un grupoide topoldgico localmente compacto (resp.

de Lie), si:

(i) Gy M son espacios topoldgicos localmente compactos (resp.,
variedades diferenciables), donde M es separado,
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Grupoides topoldgicos y de Lie

A partir de ahora, “diferenciable”, significara de clase C°°. J

(e
G T. M es un grupoide topoldgico localmente compacto (resp.

de Lie), si:
(i) Gy M son espacios topoldgicos localmente compactos (resp.,
variedades diferenciables), donde M es separado,
(i) «, B, iy - son continuas (resp., diferenciables); «, 3 son
abiertas (resp., submersiones) e i es un homeomorfismo
(resp., un difeomorfismo).
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Grupoides topoldgicos y de Lie

Un grupoide es étale si a y 3 son homeomorfismos locales. |
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Grupoides topoldgicos y de Lie

Un grupoide es étale si a y 3 son homeomorfismos locales. |
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Grupoides topoldgicos y de Lie

Un grupoide es étale si a y 3 son homeomorfismos locales. |

a(v) ()
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Grupoides topoldgicos y de Lie

Un grupoide es étale si a y 3 son homeomorfismos locales. |

3(7)
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Grupoides topoldgicos y de Lie

Un grupoide es étale si a y 3 son homeomorfismos locales. J
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Grupoides topoldgicos y de Lie

Un grupoide es étale si a y 3 son homeomorfismos locales. J
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Ejemplos

Accién de un grupo de Lie sobre una variedad

Sea ®: ' x M—— M una accién diferenciable de un grupo de Lie
conexo [ sobre la variedad M. Queda definido un grupoide de Lie,
de espacio total G =T x M, espacio de unidades M y con las
operaciones a(g, x) = x, ((g, x) = ®(g, x),

i(g,x) = (g71, (g, x)) y si xo = P(g1,x1), la multiplicacién

estd dada por (g2, x2).(g1,x1) = (8281, x1)-
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Ejemplos

Accién de un grupo de Lie sobre una variedad

Sea ®: ' x M—— M una accién diferenciable de un grupo de Lie
conexo [ sobre la variedad M. Queda definido un grupoide de Lie,
de espacio total G =T x M, espacio de unidades M y con las
operaciones a(g, x) = x, ((g, x) = ®(g, x),

i(g,x) = (g71, (g, x)) y si xo = P(g1,x1), la multiplicacién

estd dada por (g2, x2).(g1,x1) = (8281, x1)-

Is(G)x se puede identificar con el conjunto de los elementos de I’
que dejan a x fijo.
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Ejemplos

Grupoide de homotopia de una variedad

Dada M una variedad diferenciable, se considera P(M) el conjunto
de los caminos sobre M, provisto de la topologia compacto-abierta.

Una subbase de esta topologia estd dada por la familia
o ={(K,U) : K compacto C [0,1], U abierto de M}

donde (K, U) = {y € P(M) : v(K) C U}).
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Ejemplos

Grupoide de homotopia de una variedad

Sobre P(M) se define la relacién de equivalencia abierta:
v~ 7/, siyes homotépa a 7' con extremidades fijas.

El cociente My(M) = P(M)/ ~, es un grupoide localmente

compacto, de espacio de unidades M (conjunto de las clases de los
caminos constantes), a(y) = v(0), 8(v) = (1) y la multiplicacién
y la inversién obtenidos a partir de la composicidn e inversion usual
de caminos. )
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Ejemplos

Grupoide de homotopia de una variedad

(a, B): M1 (M)— M x M es un revestimiento: asi sobre [11(M)
queda definida una estructura de variedad diferenciable, compatible
con la topologia cociente, que hace de IN;(M) un grupoide de Lie,
el grupoide fundamental de M.
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Ejemplos

Grupoide de homotopia de una variedad
(a, B): M1 (M)— M x M es un revestimiento: asi sobre [11(M)
queda definida una estructura de variedad diferenciable, compatible

con la topologia cociente, que hace de IN;(M) un grupoide de Lie,
el grupoide fundamental de M.

Sixe M, a: GX— M (resp., B: Gx— M) es el revestimiento
universal de M.
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Ejemplos

Grupoide de homotopia de una variedad
(a, B): M1 (M)— M x M es un revestimiento: asi sobre [11(M)
queda definida una estructura de variedad diferenciable, compatible

con la topologia cociente, que hace de IN;(M) un grupoide de Lie,
el grupoide fundamental de M.

Sixe M, a: GX— M (resp., B: Gx— M) es el revestimiento
universal de M.

Para cada x € M, Is(M1(M))x = m1(M, x). )

Marta Macho Stadler Estudio no conmutativo de espacios de 6rbitas



Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

Homomorfismos de grupoides topoldgicos y de Lie

(0%
Dados dos grupoides topoldgicos (resp., de Lie) Gy T'll My

(0% .
G W’ My un homomorfismo entre ellos, f: Gi — Go, es una

aplicacién continua (resp., diferenciable), que es ademds un
homomorfismo de grupoides.
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Homomorfismos de grupoides topoldgicos y de Lie

(0%
Dados dos grupoides topoldgicos (resp., de Lie) Gy T'll My

(0% .
G W’ My un homomorfismo entre ellos, f: Gi — Go, es una

aplicacién continua (resp., diferenciable), que es ademds un
homomorfismo de grupoides.

Tenemos asi definidas las categorias de grupoides topoldgicos y de
Lie (con los morfismos respectivos).
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Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

La equivalencia de Morita

La nocién de equivalencia de Morita es la adecuada para trabajar
con C*-dlgebras y K-teoria (hay pocos isomorfismos).
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Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

La equivalencia de Morita

La nocién de equivalencia de Morita es la adecuada para trabajar
con C*-dlgebras y K-teoria (hay pocos isomorfismos).

Acciones de grupoides

Por brevedad, vamos a trabajar con grupoides de Lie.
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Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

La equivalencia de Morita

La nocién de equivalencia de Morita es la adecuada para trabajar
con C*-dlgebras y K-teoria (hay pocos isomorfismos).

Acciones de grupoides

Por brevedad, vamos a trabajar con grupoides de Lie.

(0%
Sea G T: M un grupoide de Lie y Z una variedad localmente

compacta, no separada, diferenciable y provista de una aplicacién
diferenciable, p: Z— M.
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La equivalencia de Morita

Sea Zxpm G ={(z,7) € Zx G :p(z) =B(y)} |
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Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

La equivalencia de Morita

Sea Zxpm G ={(z,7) € Zx G :p(z) =B(y)} |

Una accidn diferenciable a la derecha de G sobre Z (una G-accion
a la derecha) es una aplicacién diferenciable: ®: Z %y, G — Z,
denotada por ®(z,7) = z.7, tal que:
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La equivalencia de Morita

Sea Zxpm G ={(z,7) € Zx G :p(z) =B(y)} |

Una accidn diferenciable a la derecha de G sobre Z (una G-accion
a la derecha) es una aplicacién diferenciable: ®: Z %y, G — Z,
denotada por ®(z,7) = z.7, tal que:

(i) p(z.y) = a(y), para cada (z,7) € Z xpm G,
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La equivalencia de Morita

Sea Zxpm G ={(z,7) € Zx G :p(z) =B(y)} |

Una accidn diferenciable a la derecha de G sobre Z (una G-accion
a la derecha) es una aplicacién diferenciable: ®: Z %y, G — Z,
denotada por ®(z,7) = z.7, tal que:

(i) p(z.y) = a(y), para cada (z,7) € Z xpm G,
(i) si una de las expresiones (z.7).7' 6 z.(y.7') estd definida, la
otra también lo estd y coinciden,
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La equivalencia de Morita

Sea Zxpm G ={(z,7) € Zx G :p(z) =B(y)} |

Una accidn diferenciable a la derecha de G sobre Z (una G-accion
a la derecha) es una aplicacién diferenciable: ®: Z %y, G — Z,
denotada por ®(z,7) = z.7, tal que:
(i) p(z.y) = a(y), para cada (z,7) € Z xpm G,
(i) si una de las expresiones (z.7).7' 6 z.(y.7') estd definida, la
otra también lo estd y coinciden,

(iii) para cada z € Z, se tiene z.p(z) = z.
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La equivalencia de Morita

Sea Zxpm G ={(z,7) € Zx G :p(z) =B(y)} |

Una accidn diferenciable a la derecha de G sobre Z (una G-accion
a la derecha) es una aplicacién diferenciable: ®: Z %y, G — Z,
denotada por ®(z,7) = z.7, tal que:

(i) p(z.y) = a(y), para cada (z,7) € Z xpm G,
(i) si una de las expresiones (z.7).7' 6 z.(y.7') estd definida, la
otra también lo estd y coinciden,

(iii) para cada z € Z, se tiene z.p(z) = z.

La érbita de z € Z bajo esta accién es G(z) = {z.v: v € G}. J
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Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

La equivalencia de Morita

Se dice que Z es un G-espacio a la derecha diferenciable, si Z es
una variedad, no separada, diferenciable, con una G-accién
diferenciable a la derecha dada.
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La equivalencia de Morita

Se dice que Z es un G-espacio a la derecha diferenciable, si Z es
una variedad, no separada, diferenciable, con una G-accién
diferenciable a la derecha dada.

Ejemplo

Si se toman Z = M y p = idy, se tiene el conjunto

M xp G ={(x,7) € M x G : 3(7) = x}. Se puede definir la
G-accién ®(x,v) = a(v), para (x,7) € Mxp G.

Asi, M es un G-espacio y para cada x € M, la érbita de x es

G(x) = a(G).
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La equivalencia de Morita

Dados Z; y Z», dos G-espacios diferenciables a la derecha, una
G-aplicacion diferenciable, f: Zy — Z», es una aplicacién
diferenciable y G-equivariante, es decir, si (z1,7) € Z1 xm G,
entonces
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La equivalencia de Morita

Dados Z; y Z», dos G-espacios diferenciables a la derecha, una
G-aplicacion diferenciable, f: Zy — Z», es una aplicacién
diferenciable y G-equivariante, es decir, si (z1,7) € Z1 xm G,
entonces

(i) (f(zn1),7) € Z2*m Gy
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La equivalencia de Morita

Dados Z; y Z», dos G-espacios diferenciables a la derecha, una
G-aplicacion diferenciable, f: Zy — Z», es una aplicacién
diferenciable y G-equivariante, es decir, si (z1,7) € Z1 xm G,
entonces

(i) (f(z1),7) € Z2xm Gy
(ii) f(z1.y) = f(z1).7.
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Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

La equivalencia de Morita

Si Z es un G-espacio, un G-fibrado vectorial sobre Z estd definido
por un G-espacio E y una G-aplicacién, la proyeccién, p: E— Z,
tales que:
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Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

La equivalencia de Morita

Si Z es un G-espacio, un G-fibrado vectorial sobre Z estd definido
por un G-espacio E y una G-aplicacién, la proyeccién, p: E— Z,
tales que:

(i) p: E—Z es un fibrado vectorial complejo,
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Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

La equivalencia de Morita

Si Z es un G-espacio, un G-fibrado vectorial sobre Z estd definido
por un G-espacio E y una G-aplicacién, la proyeccién, p: E— Z,
tales que:
(i) p: E—Z es un fibrado vectorial complejo,
(i) para cada par (z,7) € Z *m G, la aplicacién ¢: E, — E;
dada por ¢(u) = u.y es lineal.
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Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

La equivalencia de Morita

La accién de G sobre Z es libre, si dado (z,7) € Z *p G, es
~v.z =2z siy sélosivye M. J
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Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

La equivalencia de Morita

La accién de G sobre Z es libre, si dado (z,7) € Z *p G, es
~v.z =2z siy sélosivye M.

Un G-espacio Z se dice principal si:
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Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

La equivalencia de Morita

La accién de G sobre Z es libre, si dado (z,7) € Z *p G, es
~v.z =2z siy sélosivye M.

Un G-espacio Z se dice principal si:
(i) la aplicacion V: Zxpy G—Z x Z, V(z,7) = (2,2.7) es
propia (la imagen inversa de todo conjunto compacto es
compacto),
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Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

La equivalencia de Morita

La accién de G sobre Z es libre, si dado (z,7) € Z *p G, es
~v.z =2z siy sélosivye M.

Un G-espacio Z se dice principal si:
(i) la aplicacion V: Zxpy G—Z x Z, V(z,7) = (2,2.7) es
propia (la imagen inversa de todo conjunto compacto es
compacto),

(i) la accién es libre.
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Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

La equivalencia de Morita

La accién de G sobre Z es libre, si dado (z,7) € Z *p G, es
~v.z =2z siy sélosivye M.

Un G-espacio Z se dice principal si:
(i) la aplicacion V: Zxpy G—Z x Z, V(z,7) = (2,2.7) es
propia (la imagen inversa de todo conjunto compacto es
compacto),

(i) la accién es libre.

En este caso, la proyeccién canénica 7: Z—< /¢ es una
submersién y el cociente /¢ es localmente compacto y separado.
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Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

La equivalencia de Morita

Si G %L M es un grupoide de Lie, y se considera Z = Gy p = «,

entonces Z xp; G = G2.
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Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

La equivalencia de Morita

Ejemplo

Si G %L M es un grupoide de Lie, y se considera Z = Gy p = «,

entonces Z xp; G = G2.

La multiplicacién del grupoide es una G-accién natural a la
derecha de G sobre si mismo. Esta accidn es libre y G es un
G-espacio principal.
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Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

La equivalencia de Morita

Ejemplo

Si G %L M es un grupoide de Lie, y se considera Z = Gy p = «,

entonces Z xp; G = G2.

La multiplicacién del grupoide es una G-accién natural a la
derecha de G sobre si mismo. Esta accidn es libre y G es un
G-espacio principal.

Si x € M, la érbita de este punto por la accién es G(x) = G*. |
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Grupoides: desingularizando espacios de érbitas

La equivalencia de Morita

Una equivalencia de Morita entre dos grupoides de Lie Gy y Gp
esta dada por:
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Grupoides: desingularizando espacios de 6rbitas

La equivalencia de Morita

Una equivalencia de Morita entre dos grupoides de Lie Gy y Gp
esta dada por:

(i) una variedad Zr no separada, localmente compacta y
diferenciable, provista de dos submersiones r: Zr— M; y
s: Zf — My;
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Grupoides: desingularizando espacios de 6rbitas

La equivalencia de Morita

Una equivalencia de Morita entre dos grupoides de Lie Gy y Gp
esta dada por:
(i) una variedad Zr no separada, localmente compacta y
diferenciable, provista de dos submersiones r: Zr— M; y
s: Zf — My;
(i) Zf es un Gi-espacio principal a izquierda y un Gp-espacio
principal a derecha;
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Grupoides: desingularizando espacios de 6rbitas

La equivalencia de Morita

Una equivalencia de Morita entre dos grupoides de Lie Gy y Gp
esta dada por:
(i) una variedad Zr no separada, localmente compacta y
diferenciable, provista de dos submersiones r: Zr— M; y
s: Zf — My;
(i) Zf es un Gi-espacio principal a izquierda y un Gp-espacio
principal a derecha;

(i) las dos acciones conmutan;
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Grupoides: desingularizando espacios de 6rbitas

La equivalencia de Morita

Una equivalencia de Morita entre dos grupoides de Lie Gy y Gp

esta dada por:

(i) una variedad Zr no separada, localmente compacta y
diferenciable, provista de dos submersiones r: Zr— M; y
s: Zf — My;

(i) Zf es un Gi-espacio principal a izquierda y un Gp-espacio
principal a derecha;

(i) las dos acciones conmutan;

(iv) r induce un difeomorfismo entre Zs/Gy y My y s induce un
difeomorfismo entre Gi\Zr y M>.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

© C*-ilgebras: topologia no conmutativa
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La categoria de C*-algebras

un 3lgebra de Banach compleja de norma ||| con una involucién
(-)* tal que para cada a € A

laa"| = lal.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La categoria de C*-algebras

un 3lgebra de Banach compleja de norma ||| con una involucién
(-)* tal que para cada a € A

laa"| = lal.

Si A posee una unidad 14 para el producto se dice que A es
unitaria.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La categoria de C*-algebras

* A — A tal que (a+ b)* = a* + b*, (Ma)* = \a*, (ab)* = b*a*
y (a*)" =aparaa,be Ay X eC.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La categoria de C*-algebras

Una es

* A — A tal que (a+ b)* = a* + b*, (Ma)* = \a*, (ab)* = b*a*
y (a*)" =aparaa,be Ay X eC.

La involucién es una isometria de A: ||a||? = ||aa*|| < ||a||||a*].
luego ||a]| < ||a*||. Del mismo modo, ||a*|| < ||a**| = ||a]|-
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La categoria de C*-algebras

Un contrajemplo: *-4lgebra de Banach que no es una C*-3lgebra

Sea el dlgebra de funciones continuas C[—1, 1] con la norma
||l = sup|f(t)|. Se define la involucién f*(t) = f(—t).

|t]<1
C[—1,1] es una *-algebra de Banach, tal que ||f*|| = ||f|| para
cada f € C[-1,1].
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La categoria de C*-3lgebras

Un contrajemplo: *-4lgebra de Banach que no es una C*-3lgebra

Sea el dlgebra de funciones continuas C[—1, 1] con la norma
||l = sup|f(t)|. Se define la involucién f*(t) = f(—t).

|t]<1
C[—1,1] es una *-algebra de Banach, tal que ||f*|| = ||f|| para
cada f € C[-1,1].

No es una C*-algebra: la aplicacién

tiene norma 1y f*f = 0.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

El ejemplo basico

Los operadores lineales acotados sobre un espacio de Hilbert H

Sea H un espacio de Hilbert. Se toma B(H) el conjunto de los
operadores lineales acotados de H, es decir: f € B(H) si y sélo si

lfllop = sup [|f(x)]|, es finita para f.
lIx]|<1

Se dota a B(H) de las operaciones suma y producto punto a
punto y la adjuncién usual como involucién.

Con estas operaciones y la norma de los operadores, B(H) es una
C*-algebra.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La categoria de C*-algebras

*_homomorfismos

Una aplicacién ¢ : A — B entre C*-3lgebras es un
*_homomorfismo si es lineal, multiplicativa y ¢(a*) = ¢(a)".
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La categoria de C*-algebras

*_homomorfismos

Una aplicacién ¢ : A — B entre C*-3lgebras es un
*_homomorfismo si es lineal, multiplicativa y ¢(a*) = ¢(a)".

Si Ay B son unitarias y ¢ preserva la unidad, se dice que ¢ es
unitario.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La categoria de C*-algebras

*_homomorfismos

Una aplicacién ¢ : A — B entre C*-3lgebras es un
*_homomorfismo si es lineal, multiplicativa y ¢(a*) = ¢(a)".

Si Ay B son unitarias y ¢ preserva la unidad, se dice que ¢ es
unitario.

Dado ¢ : A — B un *-homomorfismo, entonces ||¢(a)|| < ||a]|, y ¢
es inyectiva si y sélo si ¢ es una isometria.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Sub-C*-3lgebras

Un subconjunto B de una C*-4lgebra A es una sub-*-dlgebra de A
si es una subdlgebra cerrada para la involucién (B* C B).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Sub-C*-3lgebras

Un subconjunto B de una C*-4lgebra A es una sub-*-dlgebra de A
si es una subdlgebra cerrada para la involucién (B* C B).

Si ademds B es completo, se llama sub-C*-dlgebra (B es una
sub-*-3lgebra cerrada).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Sub-C*-3lgebras

Un subconjunto B de una C*-4lgebra A es una sub-*-dlgebra de A
si es una subdlgebra cerrada para la involucién (B* C B).

Si ademds B es completo, se llama sub-C*-dlgebra (B es una
sub-*-3lgebra cerrada).

La clausura de una sub-*-3lgebra es una C*-dlgebra, ya que las
operaciones algebraicas son continuas.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Sub-C*-3lgebras

Un subconjunto B de una C*-4lgebra A es una sub-*-dlgebra de A
si es una subdlgebra cerrada para la involucién (B* C B).

Si ademds B es completo, se llama sub-C*-dlgebra (B es una
sub-*-3lgebra cerrada).

La clausura de una sub-*-3lgebra es una C*-dlgebra, ya que las
operaciones algebraicas son continuas.

La C*-digebra generada por un conjunto F C A, C*(F), es la
menor sub-C*-dlgebra de A que contiene a F (la interseccién de
todas las sub-C*-algebras de A que contienen a F).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Otro ejemplo basico

Sea H un espacio de Hilbert. Un operador u € B(H) se dice
compacto si u(D) es relativamente compacto, siendo D la bola
unidad. El conjunto de los operadores compactos £(H) es una
sub-C*-algebra de B(H).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Otro ejemplo basico

Sea H un espacio de Hilbert. Un operador u € B(H) se dice
compacto si u(D) es relativamente compacto, siendo D la bola
unidad. El conjunto de los operadores compactos £(H) es una
sub-C*-algebra de B(H).

A(M) = | Mn(C), de hecho toda C*-slgebra A, de dimensién
n=1
finita es isomorfa a M, (C) @ - - - & M, (C), con k, € Z.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Unitarizacion

Toda C*-dlgebra no unitaria se puede incluir como sub-C*-3lgebra
en un C*-dlgebra unitaria: si A es no unitaria, se toma A=A xC
con la suma coordenada a coordenada y el producto

(a,a) - (b, B) = (ab+ aa + Bb, af).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Unitarizacion

Toda C*-dlgebra no unitaria se puede incluir como sub-C*-3lgebra
en un C*-dlgebra unitaria: si A es no unitaria, se toma A=A xC
con la suma coordenada a coordenada y el producto

(a,a) - (b, B) = (ab+ aa + Bb, af).

Se define en A la norma usual en el producto ||(a,a)|| = ||a|| + ||
y la involucién (a, )* = (a*, @).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Unitarizacion

Toda C*-dlgebra no unitaria se puede incluir como sub-C*-3lgebra
en un C*-dlgebra unitaria: si A es no unitaria, se toma A=A xC
con la suma coordenada a coordenada y el producto

(a,0) - (b, B) = (ab + aa + b, af).

Se define en A la norma usual en el producto ||(a,a)|| = ||a|| + ||
y la involucién (a, )* = (a*, @).

Con estas operaciones norma e involucién, A es una C*-dlgebra
unitaria con unidad (0, 1).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Unitarizacion

La aplicacién i : A— A, a— (a,0), es un *-monomorfismo N
isométrico que identifica A con {(a,0)}.ca, que es un ideal de A.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Unitarizacion

La aplicacién i : A— A, a— (a,0), es un *-monomorfismo N
isométrico que identifica A con {(a,0)}.ca, que es un ideal de A.

De hecho se tiene la sucesidon exacta corta escindida

0*>A$Z<::>C%2/A*>O

donde m(a,a) = a y AMa) = (0, a).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Unitarizacion

La aplicacién i : A— A, a— (a,0), es un *-monomorfismo N
isométrico que identifica A con {(a,0)}.ca, que es un ideal de A.

De hecho se tiene la sucesidon exacta corta escindida
g - T ~
0*>A*'>A<7*:(C ~A/A—=0

donde m(a,a) = a y AMa) = (0, a).

Este proceso también se puede realizar para un dlgebra unitaria, y
A es *-isomorfa a A® C con las operaciones coordenada a
coordenada.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Representaciones

de una C*-dlgebra A

es un par (m, H), donde H es un espacio de Hilbert y 7 es un
k-homomorfismo de A en B(H).

Marta Macho Stadler Estudio no conmutativo de espacios de érbitas



C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Representaciones

Una de una C*-dlgebra A

es un par (m, H), donde H es un espacio de Hilbert y 7 es un
k-homomorfismo de A en B(H).

Se llama no degenerada si el subespacio m(A)H es denso en H,
i.e., para cada £ € H no nulo, existe x € m(A) tal que x{ # 0.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Representaciones

Una de una C*-dlgebra A

es un par (m, H), donde H es un espacio de Hilbert y 7 es un
k-homomorfismo de A en B(H).

Se llama no degenerada si el subespacio m(A)H es denso en H,
i.e., para cada £ € H no nulo, existe x € m(A) tal que x{ # 0.

Se llama irreducible si la subélgebra 7(A) de B(H) no posee
subespacios cerrados invariantes (excepto H y el subespacio nulo).
Se denota por Irr(A) el conjunto de las representaciones
irreducibles de A.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Los estados de una C*-3lgebra

El caracter positivo juega un importante papel en el estudio de las
C*-dlgebras: un elemento x € A se llama positivo si x = a*a para
algiin a € A. El conjunto de los elementos positivos forma un cono
convexo cerrado en A.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Los estados de una C*-3lgebra

El caracter positivo juega un importante papel en el estudio de las
C*-dlgebras: un elemento x € A se llama positivo si x = a*a para
algiin a € A. El conjunto de los elementos positivos forma un cono
convexo cerrado en A.

Los estados de A, S(A), son los funcionales continuos sobre A de
norma 1y positivos (llevan elementos positivos en elementos
positivos).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La construccién de Gelfand-Naimark-Segal (

Dada una representacién no degenerada (
norma 1, se puede definir f € S(A) por f

o
B
a
o
>
<
722%
m
g
a
o
S

a) = (m(a)§, &)
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La construccién de Gelfand-Naimark-Segal (

Dada una representacién no degenerada (
norma 1, se puede definir f € S(A) por f(a

o
B
a
o
>
<
722%
m
g
a
o

Construccién de

Reciprocamente, para cada f € S(A), existe una representacién
(mr, Hr) de A, tal que f(a) = (nr(a)&, &), para un vector adecuado
§ < Hf.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La construccién de Gelfand-Naimark-Segal (

Dada una representacién no degenerada (7, H) de Ay £ € H de
norma 1, se puede definir f € S(A) por f(a) = (w(a)&, §). \

Construccién de

Reciprocamente, para cada f € S(A), existe una representacién
(mr, Hr) de A, tal que f(a) = (nr(a)&, &), para un vector adecuado
§ < Hf.

Se define el producto preescalar sobre A: (a, b)r = f(b*a).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La construccién de Gelfand-Naimark-Segal (

Construccién de

Se define el ideal a izquierda de A, N ={a € A: f(a*a) =0}, de
modo que la multiplicacién a izquierda por elementos de A pasa al
espacio prehilbertiano cociente A/N, que induce una
representacion (¢, Hys) de A, sobre la complecién Hy de A/N.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La construccién de Gelfand-Naimark-Segal (

Construccién de

Se define el ideal a izquierda de A, N ={a € A: f(a*a) =0}, de
modo que la multiplicacién a izquierda por elementos de A pasa al
espacio prehilbertiano cociente A/N, que induce una
representacion (¢, Hys) de A, sobre la complecién Hy de A/N.

Si € es la imagen de la unidad de A en Hy, entonces f € S(A) se
recupera como f(a) = (m¢(a)&, §).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La construccién de Gelfand-Naimark-Segal (

Construccién de

Se define el ideal a izquierda de A, N ={a € A: f(a*a) =0}, de
modo que la multiplicacién a izquierda por elementos de A pasa al
espacio prehilbertiano cociente A/N, que induce una
representacion (¢, Hys) de A, sobre la complecién Hy de A/N.

Si € es la imagen de la unidad de A en Hy, entonces f € S(A) se
recupera como f(a) = (m¢(a)&, §).

Las representaciones irreducibles de A corresponden a los puntos
extremos de S(A) y llamados estados puros.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La construccién de Gelfand-Naimark-Segal (

Un ejemplo
Toda medida de probabilidad p sobre un espacio compacto

separado M define el estado f sobre C(M): f(a) = / adp
M

(teorema de representacién de Riesz).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La construccién de Gelfand-Naimark-Segal (

Un ejemplo
Toda medida de probabilidad p sobre un espacio compacto

separado M define el estado f sobre C(M): f(a) = / adp
M

(teorema de representacién de Riesz).

Utilizando la construccién de GNS para este estado, C(M) actiia
por multiplicacién de operadores sobre el espacio de Hilbert
L?(M, 1), y esto proporciona una representacién (7, L?(M, 1)) de
C(M).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La categoria de C*-algebras

Utilizando el teorema de Hahn-Banach, se puede probar que
existen muchos estados sobre una C*-dlgebra dada A.
Combinando este hecho con la construccién de GNS, se sigue que
toda C*-algebra es isomorfa a una subdlgebra autoadjunta y
cerrada para la norma de B(H), mds concretamente:
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La categoria de C*-3lgebras

Utilizando el teorema de Hahn-Banach, se puede probar que
existen muchos estados sobre una C*-dlgebra dada A.
Combinando este hecho con la construccién de GNS, se sigue que
toda C*-algebra es isomorfa a una subdlgebra autoadjunta y
cerrada para la norma de B(H), mds concretamente:

Toda C*-dlgebra A posee una representacion inyectiva como
dlgebra de operadores en un espacio de Hilbert H.
Si A es separable, H puede elegirse separable.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

El caso conmutativo

Si M es un espacio localmente compacto, el dlgebra
G(M)={f: M — C:Ve>0,3K. compacto C X

tal que |[f(x)| <€, six & K},

con la involucién f*(x) = f(x), para x € M, es una C*-3lgebra
conmutativa. Co(M) es la complecién de C.(M).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

El caso conmutativo

Si M es un espacio localmente compacto, el dlgebra
G(M)={f: M — C:Ve>0,3K. compacto C X

tal que |[f(x)| <€, six & K},

con la involucién f*(x) = f(x), para x € M, es una C*-3lgebra
conmutativa. Co(M) es la complecién de C.(M).

Teorema de Gelfand

Toda C*-dlgebra conmutativa es de la forma Co(M), para algin
espacio localmente compacto y separado M, es decir, la categoria
de las C*-algebras conmutativas y x-homomorfismos, es dual de la
espacios localmente compactos y aplicaciones propias.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Generalizacién al caso no conmutativo

Dos representaciones irreducibles (7;, H;) (i = 1,2) de A, se
llaman unitariamente equivalentes si existe un operador unitario
u: Hp — Hy, tal que m1(a) = umy(a)u*, para a € A.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Generalizacién al caso no conmutativo

Dos representaciones irreducibles (7;, H;) (i = 1,2) de A, se
llaman unitariamente equivalentes si existe un operador unitario
u: Hp — Hy, tal que m1(a) = umy(a)u*, para a € A.

El espectro de A, A, es el conjunto de las clases de
representaciones irreducibles unitariamente equivalentes de A.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Generalizacién al caso no conmutativo

El espectro primitivo de A, Prim(A), es el conjunto de los ideales
bilateros cerrados de A, que se obtienen como los nicleos de
representaciones irreducibles de A.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Generalizacién al caso no conmutativo

El espectro primitivo de A, Prim(A), es el conjunto de los ideales
bilateros cerrados de A, que se obtienen como los nicleos de
representaciones irreducibles de A.

Observacion

Un ideal bilatero y cerrado es siempre autoadjunto, y por lo tanto
es una sub-C*-algebra de A. El dlgebra cociente A/l es una
C*-dlgebra con la norma [la+ /|| = inf{|[la+ x| | x €/} y la
aplicacién cociente 7 : A — A/l es un *-homomorfismo.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Generalizacién al caso no conmutativo

Prim(A) es un espacio topoldgico localmente compacto y no

separado, con la topologia de Jacobson: la clausura de un

subconjunto T C Prim(A) es T = {I € Prim(A) : ﬂ JcCl}.
JeT
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Generalizacién al caso no conmutativo

Prim(A) es un espacio topoldgico localmente compacto y no

separado, con la topologia de Jacobson: la clausura de un

subconjunto T C Prim(A) es T = {I € Prim(A) : ﬂ JcCl}.
JeT

Existe una aplicacién candnica de A en Prim(A), que lleva una
representacion irreducible en su nicleo (se dota a A de la topologia
imagen inversa de la topologia de Jacobson).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Generalizacién al caso no conmutativo

Teorema de Gelfand: nueva versién

Si A es conmutativa, entonces A es localmente compacto y
separado. Ademds, A es isométricamente *-isomorfa a Co(A).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Generalizacién al caso no conmutativo

Teorema de Gelfand: nueva versién

Si A es conmutativa, entonces A es localmente compacto y
separado. Ademds, A es isométricamente *-isomorfa a Co(A).

Si A es conmutativa, entonces S(A) ~ A~ Prim(A).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Generalizacién al caso no conmutativo

Si A no es conmutativa, A no serd nunca separado, por ello Cy(A)
no dard suficiente informacion sobre A.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Generalizacién al caso no conmutativo

Si A no es conmutativa, A no serd nunca separado, por ello Cy(A)
no dard suficiente informacion sobre A.

A pesar de todo, A puede pensarse como en un dlgebra de
funciones con valores en un espacio de operadores, definidas sobre
el espectro A.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Generalizacién al caso no conmutativo

Si A no es conmutativa, A no serd nunca separado, por ello Cy(A)
no dard suficiente informacion sobre A.

A pesar de todo, A puede pensarse como en un dlgebra de
funciones con valores en un espacio de operadores, definidas sobre
el espectro A.

De hecho, cada a € A da lugar a una aplicacién 3 sobre A, que
lleva 7 en a(7) = mw(a). La aplicacién = — ||a(w)|| es semicontinua
inferiormente, y es continua si y sélo si A es separado.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Generalizacién al caso no conmutativo

Sea M un espacio topoldgico y R una relacién de equivalencia
sobre M. El espacio cociente M/R puede ser muy singular (pueden
no existir funciones continuas no constantes sobre él).

Marta Macho Stadler Estudio no conmutativo de espacios de érbitas



C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Generalizacién al caso no conmutativo

Sea M un espacio topoldgico y R una relacién de equivalencia
sobre M. El espacio cociente M/R puede ser muy singular (pueden
no existir funciones continuas no constantes sobre él).

Ejemplo: M ={x,y} yR=Mx M

La clave es que la operacidn conjuntista que identifica x e y, se
traslada algebraicamente en la sustitucién del dlgebra conmutativa
C({x,y}) por la C*-dlgebra:

MQ(C) = {a = < Do Ay ) - dxx, dxy, dyx, dyy & (C} o

dyx dyy
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Generalizacién al caso no conmutativo

Para el algebra C({x,y}), los estados puros correspondientes a x e
y dan lugar (via la construccién de GNS) a dos representaciones no
equivalentes.
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Generalizacién al caso no conmutativo

Ejemplo

Para el algebra C({x,y}), los estados puros correspondientes a x e
y dan lugar (via la construccién de GNS) a dos representaciones no
equivalentes.

A diferencia de esto, los estados puros wy(a) = ax y wy(a) = ayy
de M5(C) conducen a representaciones irreducibles equivalentes,
de donde la identificacion x ~ y.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

El cambio de los puntos por las funciones

Mundo conmutativo

Mundo no conmutativo

M = Co(M)

A C*-3lgebra no commutativa

aplicacién propia

morfismo

homeomorfismo

automorfismo

abierto en M

ideal en A

punto en M

ideal maximal en A

abierto denso en M

ideal esencial en A

cerrado en M

cociente en A

medida sobre M

estado sobre A
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

El cambio de los puntos por las funciones

Mundo conmutativo Mundo no conmutativo
compacto en M unitario de A

compactificacion adjuncién de unidad

Cy separabilidad

conexién existe idempotente no trivial
fibrado vectorial sobre M médulo proyect. tipo finito en A

forma diferenciable de grado k | ciclo de Hochschild de dim k
Corriente de DeRham dim k cociclo de Hochschild de dim k
homologia de DeRham cohomologia ciclica de A
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

El cambio de los puntos por las funciones

Segun el diccionario dos espacios topolégicos X e Y (localmente
compactos y Hausdorff) son homeomorfos si y sélo si Co(X) y
Co(Y) son *-isomorfas.
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El cambio de los puntos por las funciones

Segun el diccionario dos espacios topolégicos X e Y (localmente
compactos y Hausdorff) son homeomorfos si y sélo si Co(X) y
Co(Y) son *-isomorfas.

En el caso de un espacio X no localmente compacto y/o no
separado, el problema es que Cy(X) es un algebra demasiado
pequena para contener informacién sobre X.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

El cambio de los puntos por las funciones

Para espacios no Hausdorff esta forma de atacar el problema ya no
funciona: dado el conjunto 3 = {1,2,3} y las topologias sobre él
1 ={3,0,{1,2}} y 7 = {3,0}, las C*-dlgebras Cy(3,71) y
Co(3, ) son ambas *-isomorfas a C.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

El cambio de los puntos por las funciones

Para espacios no Hausdorff esta forma de atacar el problema ya no
funciona: dado el conjunto 3 = {1,2,3} y las topologias sobre él
1 ={3,0,{1,2}} y 7 = {3,0}, las C*-dlgebras Cy(3,71) y
Co(3, ) son ambas *-isomorfas a C.

La condicién de compacidad local es necesaria: existen ejemplos de
espacios Hausdorff donde todas las aplicaciones continuas son
constantes.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Ejemplos

La C*-dlgebra universal engendrada por un tnico generador u con
las relaciones u*u = uu* =1, C*(u) es isomorfa a C(S?).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Ejemplos

C(Sh)
La C*-dlgebra universal engendrada por un tnico generador u con
las relaciones u*u = uu* =1, C*(u) es isomorfa a C(S?).

C(T™)

La C*-dlgebra universal engendrada por {uy, -, u,}, con las
relaciones u*u; = ujuf =1y vjuj = uju;, C*(ur,--- ,up), es
precisamente C(T").
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Ejemplos

La C*-dlgebra universal engendrada por {hg,--- , h,}, con las
n

relaciones h; = hf, hihj = hihj y > h? =1, C*(ho,- - , hy), es
i=0

c(s™).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Ejemplos

La C*-dlgebra universal engendrada por {hg,--- , h,}, con las
n

relaciones h; = hf, hihj = hihj y > h? =1, C*(ho,- - , hy), es
i=0
c(s).

Si [ es un grupo discreto, la C*-dlgebra C*(I') que tiene por
generadores {ug : g € '} y relaciones u,—1 = u}, Ugh = Ugup, se

g
llama C*-algebra del grupo I'.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Ejemplos

Si [ es un grupo discreto que actiia por automorfismos

{og : g €T} sobre una C*-dlgebra A, el producto cruzado A x, I
es el ideal engendrado por A en la C*-adlgebra C*(A,T), con
generadores {a € A, ug : g € '}, y relaciones las de A, las de

C*(I) y ademas ugauy = ag(a), siac Ay gel.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

C*-dlgebra de un grupo

Sea G un grupo localmente compacto. Sea el dlgebra involutiva
Cc(G) de las funciones continuas con valores complejos y con
soporte compacto sobre G. La multiplicacién viene dada por el
producto convolucién:

e e = /Ga(t)b(t_ls)dt

y la involucién se define por a*(s) = a(s~1)A(s)~!, donde ds es la
medida de Haar a izquierda sobre G y A es la funcién modular.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

C*-dlgebra de un grupo

El dlgebra de Banach L1(G) es la complecién de C.(G) con
respecto a la norma: ||afly = [, ||la(s)||ds.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

C*-dlgebra de un grupo

El dlgebra de Banach L1(G) es la complecién de C.(G) con
respecto a la norma: ||afly = [, ||la(s)||ds.

La C*dlgebra de grupo C*(G), es la complecién de L1(G) con
respecto a la norma ||a|| = sup, ||7(a)||, donde el supremo se toma
sobre todas las representaciones no degeneradas (, H) de L1(G).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

C*-dlgebra de un grupo

Si se define el espectro G de G como el conjunto de todas las
representaciones unitaweducibles fuertemente continuas de G,
la aplicacién de G en C*(G) dada por: U — my es una biyeccién:
esto prueba que C*(G) contiene toda la informacién sobre las
representaciones unitarias de G y es un buen sustituto del espacio
dual de G en el caso no conmutativo.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

C*-dlgebra reducida de un grupo

Sea la representacicn regular izquierda (), L?(G)) de L*(G), dada
por A(a)é = ax* &, para a € LY(G) y € € L?(G): esté bien definido,
porque L*(G) * L2(G) C L*(G) y [la=&]l2 < [lall1[|€]l>-
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

C*-dlgebra reducida de un grupo

Sea la representacicn regular izquierda (), L?(G)) de L*(G), dada
por A(a)é = ax* &, para a € LY(G) y € € L?(G): esté bien definido,
porque L*(G) * L2(G) C L*(G) y [la=&]l2 < [lall1[|€]l>-

La representacién regular izquierda es inyectiva; corresponde a la
representaciénn del grupo U: G — B(L?(G)) dada por
U(s)&(t) = &(s1t).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

C*-dlgebra reducida de un grupo

La C*4lgebra reducida
C/(G) es la C*-subdlgebra de B(L?(G)) generada por A\(L1(G)).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

C*-dlgebra reducida de un grupo

La C*-digebra reducida
C/(G) es la C*-subdlgebra de B(L?(G)) generada por A\(L1(G)).

La aplicacién identidad de L!(G) induce una sobreyeccién canénica
de C*(G) en C}(G), que es un isomorfismo si y sélo si G es un
grupo promediable, es decir, si existe un funcional continuo no
nulo F sobre L*°(G) que es invariante a izquierda (F(f;) = F(f),
donde £(t) = f(s71t)).

Marta Macho Stadler Estudio no conmutativo de espacios de érbitas



C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Grupos mediables

Una caracterizacién equivalente del caracter promediable es que
cada representacion irreducible de G estd débilmente contenida en
la representacién regular izquierda o que el conjunto {\} es denso
en @ provisto de la topologia de Jacobson.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Grupos mediables

Una caracterizacién equivalente del caracter promediable es que
cada representacion irreducible de G estd débilmente contenida en
la representacién regular izquierda o que el conjunto {\} es denso
en 8 provisto de la topologia de Jacobson.

Los grupos abelianos, los compactos y los resolubles son
promediables.
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Grupos mediables

Una caracterizacién equivalente del caracter promediable es que
cada representacion irreducible de G estd débilmente contenida en
la representacién regular izquierda o que el conjunto {\} es denso
en 6 provisto de la topologia de Jacobson.

Los grupos abelianos, los compactos y los resolubles son
promediables.

Los grupos de Lie semisimples no compactos y los grupos libres no
abelianos son no promediables.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

C*-dlgebra de una accién

Un sistema dindmico es una terna (A, G, «), donde A es una
C*-dlgebra, G un grupo localmente compacto y a: G— Aut(A)
un homomorfismo de grupos, de modo que la aplicacién s — as(a)
de G en A es continua, para cada a € A.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

C*-dlgebra de una accién

Un sistema dindmico es una terna (A, G, «), donde A es una
C*-dlgebra, G un grupo localmente compacto y a: G— Aut(A)
un homomorfismo de grupos, de modo que la aplicacién s — as(a)
de G en A es continua, para cada a € A.

Esta definicion estd motivada por el hecho de que una accién
continua de un grupo G sobre un espacio compacto M, da lugar a
una accién continua de G sobre la C*-dlgebra C(M).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

C*-dlgebra de una accién

La C*-3lgebra producto cruzado A X, G es una especie de dlgebra
de grupo torcida con coeficientes en A. Si A = C, el producto
cruzado serd isomorfo a C*(G).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

C*-dlgebra de una accién

La C*-3lgebra producto cruzado A X, G es una especie de dlgebra
de grupo torcida con coeficientes en A. Si A = C, el producto
cruzado serd isomorfo a C*(G).

Sea Cc(G, A) el espacio lineal de las funciones continuas de G en
A con soporte compacto. Se hace de C(G, A) una x-algebra
definiendo el producto a* b(s) = [.a(t)a:(b(t's))dt y la
involucién a*(s) = as(a(s~1)*)A(s71).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

C*-dlgebra de una accién

La norma L' sobre Cc(G, A) viene dada por ||al|1 = [[|a(t)]|dt.
La complecién de C.(G, A) con respecto a la norma L' se denota
por L1(G,A), y es un lgebra de Banach involutiva.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

C*-dlgebra de una accién

La norma L' sobre Cc(G, A) viene dada por ||al|1 = [[|a(t)]|dt.
La complecién de C.(G, A) con respecto a la norma L' se denota
por L1(G,A), y es un lgebra de Banach involutiva.

El producto cruzado A X, G es la complecién de L1(G, A) con
respecto a la norma ||a|| = sup, ||7(a)||, donde (7, H) recorre el
conjunto de las representaciones de L1(G, A).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

C*-dlgebra de una accién

La correspondencia biunivoca entre las representaciones unitarias
de un grupo G vy las representaciones de C*(G), se generaliza a los
productos cruzados:
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C*-dlgebra de una accién

La correspondencia biunivoca entre las representaciones unitarias
de un grupo G vy las representaciones de C*(G), se generaliza a los
productos cruzados:

Una representacion covariante de (A, G, «) es un par (7, U), donde
(m, H) es una representaciéon de Ay U: G— B(H) es una
representacién unitaria, satisfaciendo m(as(a)) = U(s)w(a)U(s)*
paracadase Gy acA.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

C*-dlgebra de una accién

Para cada representacién no degenerada, (7, H) de A X, G, existe
una Unica representacién covariante (7, U) de (A, G, «) tal que:

#(F) = /G T(F(1)U(e)dt,

para cada f € L}(G).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

C*-dlgebra de una accién

Para cada representacién no degenerada, (7, H) de A X, G, existe
una Unica representacién covariante (7, U) de (A, G, «) tal que:

(F) = /Gw(f(t))U(t)dt,

para cada f € L}(G).

Reciprocamente, para cada representacién covariante, la férmula
anterior define una representacién (inica no degenerada del
producto cruzado.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

C*-dlgebra reducida de una accién

Sea una representacién inyectiva (7, H) de A. Se puede definir una
representacién, (7', L2(G, H)) de A, por la férmula

' (a)§(t) = m(or-1(a))(E)(1)-
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C*-dlgebra reducida de una accién

Sea una representacién inyectiva (7, H) de A. Se puede definir una
representacién, (7', L2(G, H)) de A, por la férmula

' (a)§(t) = m(or-1(a))(E)(1)-

Sea U: G—B(L?(G, H)) la representacién unitaria dada por
U(s)&(t) = &(s71t). Tras identificar L2(G, H) con L?(G) ® H, se
tiene U(s) = A(s) ® idy, donde X es la representacién regular
izquierda de G.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

C*-dlgebra reducida de una accién

El par (7', U) es una representacién covariante del sistema
dindmico (A, G, ). Sea (7, L(G, H)) la representacién de
L1(G, A) definida por la anterior.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

C*-dlgebra reducida de una accién

El par (7', U) es una representacién covariante del sistema
dindmico (A, G, ). Sea (7, L(G, H)) la representacién de
L1(G, A) definida por la anterior.

El producto cruzado reducido A X, , G es la C*-dlgebra de
operadores actuando sobre B(L?(G, H)) generada por
7(L1(G, A)). Coincide con T(A X, G).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

C*-dlgebra reducida de una accién

El par (7', U) es una representacién covariante del sistema
dindmico (A, G, ). Sea (7, L(G, H)) la representacién de
L1(G, A) definida por la anterior.

El producto cruzado reducido A X, , G es la C*-dlgebra de
operadores actuando sobre B(L?(G, H)) generada por
7(L1(G, A)). Coincide con T(A X, G).

Existe una sobreyeccién candnica de A X, G en A %, , G. Se
puede probar que esta aplicacién es un isomorfismo, si G es
promediable (si y sélo si G actiia sobre A de manera promediable).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Ejemplos

e si G acttia por homeomorfismos sobre un espacio localmente
compacto M (por x-automorfismos sobre Cop(M)), Co(M) x G es
la C*-dlgebra grupo de transformaciones. Si la accién es libre y
propia, Co(M) x G es isomorfa a Co(M/G) @ R(L?(G));
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Ejemplos

e si G acttia por homeomorfismos sobre un espacio localmente
compacto M (por x-automorfismos sobre Cop(M)), Co(M) x G es
la C*-dlgebra grupo de transformaciones. Si la accién es libre y
propia, Co(M) x G es isomorfa a Co(M/G) @ R(L?(G));

e si A=C y « es trivial, el producto cruzado C %, G es C,”;,aX(G);J
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

Ejemplos

e si G acttia por homeomorfismos sobre un espacio localmente
compacto M (por x-automorfismos sobre Cop(M)), Co(M) x G es
la C*-dlgebra grupo de transformaciones. Si la accién es libre y
propia, Co(M) x G es isomorfa a Co(M/G) @ R(L?(G));

e si A=C y « es trivial, el producto cruzado C %, G es C,”;,aX(G);J

e si Ay G son arbitrarias y « es trivial, el producto cruzado es el
producto tensorial maximal A® C*(G).
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La equivalencia de Morita entre C*-dlgebras

Sea A una C*-dlgebra y £ un A-médulo a derecha. Se dice que £
es un A-mdédulo de Hilbert, si estd provisto de un producto interior
con valores en A, (,)a: &€ x E—— A, lineal con respecto a la
segunda variable (A(§,m)a = (£, An)a) y antilineal con respecto a
la primera (A&, n)a = (A&, 1) 4), tal que, si§,n €€y ac A,
entonces:
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La equivalencia de Morita entre C*-dlgebras

Sea A una C*-dlgebra y £ un A-médulo a derecha. Se dice que £
es un A-mdédulo de Hilbert, si estd provisto de un producto interior
con valores en A, (,)a: &€ x E—— A, lineal con respecto a la
segunda variable (A(§,m)a = (£, An)a) y antilineal con respecto a
la primera (A&, n)a = (A&, 1) 4), tal que, si§,n €€y ac A,
entonces:

(i) (& ma=,&n
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La equivalencia de Morita entre C*-dlgebras

Sea A una C*-dlgebra y £ un A-médulo a derecha. Se dice que £
es un A-mdédulo de Hilbert, si estd provisto de un producto interior
con valores en A, (,)a: &€ x E—— A, lineal con respecto a la
segunda variable (A(§,m)a = (£, An)a) y antilineal con respecto a
la primera (A&, n)a = (A&, 1) 4), tal que, si§,n €€y ac A,
entonces:

(i) (& ma= (&
(”) <£7na>A = <£777>Aa y <§aa 77>A = 3*<5a77>A;
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La equivalencia de Morita entre C*-dlgebras

Sea A una C*-dlgebra y £ un A-médulo a derecha. Se dice que £
es un A-mdédulo de Hilbert, si estd provisto de un producto interior
con valores en A, (,)a: &€ x E—— A, lineal con respecto a la
segunda variable (A(§,m)a = (£, An)a) y antilineal con respecto a
la primera (A&, n)a = (A&, 1) 4), tal que, si§,n €€y ac A,
entonces:

(i) (&ma= 8
(i) (€, naya= (&, maay (Ea,m)a = a* (&, n)a;

(
(i) (€,&)a >0 ((§,&)a es positivo como elemento de A) y
(€,€)a =0siysélosi & =0;
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La equivalencia de Morita entre C*-dlgebras

Sea A una C*-dlgebra y £ un A-médulo a derecha. Se dice que £

es un A-mdédulo de Hilbert, si estd provisto de un producto interior

con valores en A, (,)a: &€ x E—— A, lineal con respecto a la

segunda variable (A(§,7)a = (£, An)a) y antilineal con respecto a

la primera (A&, m)a = (A, n)a), tal que, si{,nelyacA,

entonces:

() &ma= (n&a

(i) (&ma)a= (& maay (a,ma=a* (& nai

(i) (€,&)a >0 ((§,&)a es positivo como elemento de A) y
(€,€)a =0siysélosi & =0;

(iv) la aplicacién n: € —R dada por n(€) = ||(£,€) al|*?, es una
norma de espacio vectorial completo sobre £.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La equivalencia de Morita entre C*-dlgebras

Un A-médulo de Hilbert £ es lleno, si el producto interior sobre £
con valores en A, (,)a, genera A como ideal bildtero cerrado.
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C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La equivalencia de Morita entre C*-dlgebras

Un A-médulo de Hilbert £ es lleno, si el producto interior sobre £
con valores en A, (,)a, genera A como ideal bilatero cerrado.

Dos C*-dlgebras Ay B son Morita-equivalentes, si existe un
B-médulo de Hilbert lleno &, tal que A es isomorfo a Rg(&), i.e. si
coinciden salvo matrices finitas (como C y Mx(C)),
equivalentemente, sies A® R >~ B® R.

Marta Macho Stadler Estudio no conmutativo de espacios de érbitas



C*-3lgebras: topologia no conmutativa

La equivalencia de Morita entre C*-dlgebras

Un A-médulo de Hilbert £ es lleno, si el producto interior sobre £
con valores en A, (,)a, genera A como ideal bilatero cerrado.

Dos C*-dlgebras Ay B son Morita-equivalentes, si existe un
B-médulo de Hilbert lleno &, tal que A es isomorfo a Rg(&), i.e. si
coinciden salvo matrices finitas (como C y Mx(C)),
equivalentemente, sies A® R >~ B® R.

Es la buena nocién de equivalencia, ya que la K-teoria no distingue
C*-3lgebras Morita-equivalentes.
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La C*-algebra de un grupoide

@ La C*-dlgebra de un grupoide
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La C*-algebra de un grupoide

Sistemas de Haar sobre grupoides

Sobre grupos existe la nocién de medida de Haar, que es una
medida invariante por la multiplicacién del grupo a izquierda. En el
caso de grupoides existe una nocién similar
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La C*-algebra de un grupoide

Sistemas de Haar sobre grupoides

Sobre grupos existe la nocién de medida de Haar, que es una
medida invariante por la multiplicacién del grupo a izquierda. En el
caso de grupoides existe una nocién similar

sea G un grupoide localmente compacto. Un sistema de Haar a
izquierda es un conjunto de medidas {\Y | u € G°} cumpliendo:
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La C*-algebra de un grupoide

Sistemas de Haar sobre grupoides

Sobre grupos existe la nocién de medida de Haar, que es una
medida invariante por la multiplicacién del grupo a izquierda. En el
caso de grupoides existe una nocién similar

sea G un grupoide localmente compacto. Un sistema de Haar a
izquierda es un conjunto de medidas {\Y | u € G°} cumpliendo:

(i) el soporte de la medida A\“ es a~(u);
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La C*-algebra de un grupoide

Sistemas de Haar sobre grupoides

Sobre grupos existe la nocién de medida de Haar, que es una
medida invariante por la multiplicacién del grupo a izquierda. En el
caso de grupoides existe una nocién similar

sea G un grupoide localmente compacto. Un sistema de Haar a
izquierda es un conjunto de medidas {\Y | u € G°} cumpliendo:
(i) el soporte de la medida A\“ es a~(u);
(ii) continuidad Vf € C.(G), A(f) : G® — C dada por
A(f)(u) = [ fd\" es continua;
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La C*-algebra de un grupoide

Sistemas de Haar sobre grupoides

Sobre grupos existe la nocién de medida de Haar, que es una
medida invariante por la multiplicacién del grupo a izquierda. En el
caso de grupoides existe una nocién similar

sea G un grupoide localmente compacto. Un sistema de Haar a
izquierda es un conjunto de medidas {\Y | u € G°} cumpliendo:

(i) el soporte de la medida A\“ es a~(u);
(ii) continuidad Vf € C.(G), A(f) : G® — C dada por
A(f)(u) = [ fd\" es continua;
(i) invariancia a izquierda para x € Gy f € C(G)

/ f(x.y)dA*™)(y) = / f(y)d\*)(y)



La C*-algebra de un grupoide

Sistemas de Haar sobre grupoides

La integral estd bien definida: f(x.y) sélo estd definido cuando
(x,y) € G?; por (i), sop(A*¥)) = =1 o a(x), luego sélo los
puntos y € 371 o a(x) son importantes para esta integral, y para
ellos B(y) = a(x).
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La C*-algebra de un grupoide

Sistemas de Haar sobre grupoides

La integral estd bien definida: f(x.y) sélo estd definido cuando
(x,y) € G?; por (i), sop(A*¥)) = =1 o a(x), luego sélo los
puntos y € 371 o a(x) son importantes para esta integral, y para
ellos B(y) = a(x).

Existe la nocién de sistema de Haar a derecha {\,}, andloga a la
dada, salvo que en (iii) se sustituye x.y por y.x. En cierto sentido,
ambas nociones son equivalentes, ya que se puede obtener un
sistema de Haar a derecha a partir de uno a izquierda sin mds que
tomar las medidas A, = \".

Obviamente, haciendo la misma transformacién, se obtiene un
sistema de Haar a izquierda a partir de uno a derecha.
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La C*-algebra de un grupoide

Sistemas de Haar sobre grupoides

Sea G un grupoide localmente compacto con un sistema de Haar a
izquierda. Entonces o : G — GO es abierta.
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La C*-algebra de un grupoide

Sistemas de Haar sobre grupoides

Sea G un grupoide localmente compacto con un sistema de Haar a
izquierda. Entonces o : G — GO es abierta.

Sea G un grupoide en el que G° es abierto entonces se cumplen:

(i) para cada u € G°, los conjuntos GY y G, son discretos;
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La C*-algebra de un grupoide

Sistemas de Haar sobre grupoides

Sea G un grupoide localmente compacto con un sistema de Haar a
izquierda. Entonces o : G — GO es abierta.

Sea G un grupoide en el que G° es abierto entonces se cumplen:
(i) para cada u € G°, los conjuntos GY y G, son discretos;

(i) si existe un sistema de Haar, es precisamente el sistema de las
medidas de contar salvo reescalado por una funcién positiva;
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La C*-algebra de un grupoide

Sistemas de Haar sobre grupoides

Sea G un grupoide localmente compacto con un sistema de Haar a
izquierda. Entonces o : G — GO es abierta.

Sea G un grupoide en el que G° es abierto entonces se cumplen:
(i) para cada u € G°, los conjuntos GY y G, son discretos;
(i) si existe un sistema de Haar, es precisamente el sistema de las
medidas de contar salvo reescalado por una funcién positiva;
(iii) si existe un sistema de Haar a izquierda (o derecha), G es
étale.
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La C*-algebra de un grupoide

Sistemas de Haar sobre grupoides

Dado G un grupoide, un G-conjunto es un subconjunto O de G tal
que « y (8 son inyectivas sobre él. Es equivalente exigir que

0.i(0) = i(0).0 C G°.

Marta Macho Stadler Estudio no conmutativo de espacios de érbitas



La C*-algebra de un grupoide

Sistemas de Haar sobre grupoides

Dado G un grupoide, un G-conjunto es un subconjunto O de G tal
que « y (8 son inyectivas sobre él. Es equivalente exigir que

0.i(0) = i(0).0 C G°.

Dado un grupoide localmente compacto y Hausdorff G, son
equivalentes:
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La C*-algebra de un grupoide

Sistemas de Haar sobre grupoides

Dado G un grupoide, un G-conjunto es un subconjunto O de G tal
que « y (8 son inyectivas sobre él. Es equivalente exigir que

0.i(0) = i(0).0 C G°.

Dado un grupoide localmente compacto y Hausdorff G, son
equivalentes:

(i) GO es abierto en G y admite un sistema de Haar a izquierda;
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La C*-algebra de un grupoide

Sistemas de Haar sobre grupoides

Dado G un grupoide, un G-conjunto es un subconjunto O de G tal
que « y (8 son inyectivas sobre él. Es equivalente exigir que

0.i(0) = i(0).0 C G°.

Dado un grupoide localmente compacto y Hausdorff G, son
equivalentes:

(i) GO es abierto en G y admite un sistema de Haar a izquierda;

(i) B es un homeomorfismo local;
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La C*-algebra de un grupoide

Sistemas de Haar sobre grupoides

Dado G un grupoide, un G-conjunto es un subconjunto O de G tal
que « y (8 son inyectivas sobre él. Es equivalente exigir que

0.i(0) = i(0).0 C G°.

Dado un grupoide localmente compacto y Hausdorff G, son
equivalentes:

(i) GO es abierto en G y admite un sistema de Haar a izquierda;
(i) B es un homeomorfismo local;
(iii) la aplicacién producto . : G — G es un homeomorfismo local;
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La C*-algebra de un grupoide

Sistemas de Haar sobre grupoides

Dado G un grupoide, un G-conjunto es un subconjunto O de G tal
que « y (8 son inyectivas sobre él. Es equivalente exigir que

0.i(0) = i(0).0 C G°.

Dado un grupoide localmente compacto y Hausdorff G, son
equivalentes:

(i) GO es abierto en G y admite un sistema de Haar a izquierda;

(ii)

(iii) la aplicacién producto . : G — G es un homeomorfismo local;
)

(iv

(G es un homeomorfismo local;

G posee una base de G-conjuntos.
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La C*-algebra de un grupoide

La C*-algebra de un grupoide

Sea G un grupoide étale, Hausdorff y localmente compacto. Como
G es Hausdorff, G° es cerrado en Gy G2 es cerrado en G x G. J
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La C*-algebra de un grupoide

La C*-algebra de un grupoide

Sea G un grupoide étale, Hausdorff y localmente compacto. Como
G es Hausdorff, G° es cerrado en Gy G2 es cerrado en G x G.

Se toma C.(G) el espacio vectorial complejo de las aplicaciones
complejas de soporte compacto definidas sobre G. En este
conjunto se puede definir una convolucién

fxg(x /fxy )d)\s (y)

y una involucién f*(x) = f(i(x)).
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La C*-algebra de un grupoide

La C*-algebra de un grupoide

El espacio vectorial C.(G) con la convolucién como producto y la
involucién dada es una *-3lgebra.
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La C*-algebra de un grupoide

La C*-algebra de un grupoide

El espacio vectorial C.(G) con la convolucién como producto y la
involucién dada es una *-3lgebra.

Sea H un espacio de Hilbert. Para cada x,y € H se tiene una
seminorma dada por ||ul|x,, = |(u(x),y)|. ’
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La C*-algebra de un grupoide

La C*-algebra de un grupoide

El espacio vectorial C.(G) con la convolucién como producto y la
involucién dada es una *-3lgebra.

Sea H un espacio de Hilbert. Para cada x,y € H se tiene una
seminorma dada por ||ul|x,, = |(u(x),y)|.

Se dota a B(H) de la topologia generada por estas seminormas
(una sucesién de operadores en B(H), {A,} converge a A € B(H)
siy sélo si {(An(x),y)} converge a (A(x),y) para x,y € H.

La topologia asi generada es la topologia débil de operadores.
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La C*-algebra de un grupoide

La C*-algebra de un grupoide

Sea K C G compacto. Se define una seminorma en C.(G) como
Il = sup[f(x)]-
xeK
La topologia limite inductivo sobre C.(G) viene dada por la

convergencia: f, — f siy sélo si ||f — f,||x — 0 para cada
compacto K C G.
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La C*-algebra de un grupoide

La C*-algebra de un grupoide

Sea K C G compacto. Se define una seminorma en C.(G) como
Il = sup[f(x)]-
xeK
La topologia limite inductivo sobre C.(G) viene dada por la

convergencia: f, — f siy sélo si ||f — f,||x — 0 para cada
compacto K C G.

Acabamos de dotar a C.(G) y a B(H) de dos topologias, a partir
de las cuales se introduce el concepto de representacion, que
permitird definir una norma en C.(G).
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La C*-algebra de un grupoide

La C*-algebra de un grupoide

Sea G un grupoide localmente compacto y Hausdorff con un
sistema de Haar a izquierda {\“}. Una representacion de C.(G) en
un espacio de Hilbert H es un *-homomorfismo continuo

7 C(G) — B(H) tal que el espacio generado por la imagen
(m(F)(x) | f € Cc(G),x € H) sea denso en H.
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La C*-algebra de un grupoide

La C*-algebra de un grupoide

Sea G un grupoide localmente compacto y Hausdorff con un
sistema de Haar a izquierda {\“}. Una representacion de C.(G) en
un espacio de Hilbert H es un *-homomorfismo continuo

7 C(G) — B(H) tal que el espacio generado por la imagen
(m(F)(x) | f € Cc(G),x € H) sea denso en H.

La representacién es acotada si ||m(f)||op < ||f||i para cada
f € C(G), donde

I£[l = méX{ sup /If!d/\“, sup /|fyd/\u}.
ueGo ueGO
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La C*-algebra de un grupoide

La C*-algebra de un grupoide

Se define en C.(G) la norma:

[|£]] = sup{||(f)|lop | 7 es una representacién acotada de C.(G)}.
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La C*-algebra de un grupoide

La C*-algebra de un grupoide

Se define en C.(G) la norma:

[|£]] = sup{||(f)|lop | 7 es una representacién acotada de C.(G)}.

v

Bajo ciertas condiciones sobre G se puede asegurar que todas las
representaciones son acotadas.
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La C*-algebra de un grupoide

La C*-algebra de un grupoide

Se define en C.(G) la norma:

[|£]] = sup{||(f)|lop | 7 es una representacién acotada de C.(G)}.

Bajo ciertas condiciones sobre G se puede asegurar que todas las
representaciones son acotadas.

Las operaciones de C(G) son continuas para esta norma, lo que
permite asegurar que la complecién de C.(G) con respecto a la
norma anterior es una C*-algebra, C*(G), la C*-digebra (maximal)
de G.
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La C*-algebra de un grupoide

La C*-algebra de un grupoide

Propiedad universal de C*(G)

Sea ¢ : Cc(G) — A un *-homomorfismo, donde A es una
C*-dlgebra. Existe un tnico *-homomorfismo ¢* : C*(G) — A que
hace conmutativo el diagrama

C(G)—2— A
\0/

donde i : Cc(G) — C*(G) es la inclusién natural.
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La C*-algebra de un grupoide

La C*-algebra de un grupoide

Propiedad universal de C*(G)
Si

0 —— C(G1) —F— Ce(G2) —%—~ Ce(G3) —0
es una sucesion exacta, la sucesidn

00— C*(G) ——= C*(G) - C*(G3) —=0

también lo es.
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La C*-algebra de un grupoide

La C*-algebra reducida de un grupoide

Se considera otra norma distinta en C.(G) (suponemos que todas
las representaciones de C.(G) son acotadas): para cada u € G°,
sean H, = 2(Gu, A“) y la representacion reducida

Tyt Ce(G) — B(Hy)

(rulN@) ) = [ Flex)(in)ar (),

donde f € C(G), ¢ € L2(Gy, A¥) y x € Gy. Como x € Gy y

y € sop(AY) = GY, es a(x) = B(y) y por lo tanto x.y

estd definido. Equivalentemente, se puede definir la representacién
reducida como 7,(f)(¢) = f * ¢|s-1(4)-
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La C*-algebra reducida de un grupoide

Con este conjunto de representaciones se define la norma reducida
como ||f|lreq = sup{|[7u(f)llop | u € G°}. J
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La C*-algebra de un grupoide

La C*-algebra reducida de un grupoide

Con este conjunto de representaciones se define la norma reducida
como ||f|lreq = sup{|[7u(f)llop | u € G°}. J

La complecién de C.(G) con la norma reducida, C4(G), es la
C*-dlgebra reducida de G. J
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La C*-algebra de un grupoide

La C*-algebra reducida de un grupoide

Con este conjunto de representaciones se define la norma reducida
como ||f|lreq = sup{|[7u(f)llop | u € G°}.

La complecién de C.(G) con la norma reducida, C4(G), es la
C*-dlgebra reducida de G.

Al haber supuesto que todas las normas son acotadas se tiene que
|fllred < ||f]| para cada f € C.(G). Si {f,} es de Cauchy para la
norma [|-||, es también de Cauchy para la norma reducida.

Asi existe un *-epimorfismo (puede verse como una aplicacién
cociente) C*(G) — C4(G), definido por [{f,}] — [{fn}]red-
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La C*-algebra reducida de un grupoide

x4(G) tiene como ventaja frente a C*(G), la sencillez de la
norma, lo que permite hacer calculos concretos.
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La C*-algebra de un grupoide

La C*-algebra reducida de un grupoide

x4(G) tiene como ventaja frente a C*(G), la sencillez de la
norma, lo que permite hacer calculos concretos.

C*(G) y Cy(G) son isomorfas en algunos casos, lo que permite
aprovechar la sencillez de la norma reducida y la propiedad
universal de C*(G).

Por ejemplo, si G es un grupoide promediable (generalizacién del
concepto del mismo nombre para grupos), sus C*-dlgebras
reducida y maximal son iguales.
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La equivalencia de Morita

Proposicion

(e %1 e %3
Si Gy 73?'. My y Gy 751 M, son grupoides Morita-equivalentes,

entonces C,,(G1) y C (G) son C*-dlgebras Morita-equivalentes.
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La C*-algebra de un grupoide

Ejemplo: accién de un grupo

Una accién continua ® de un grupo localmente compacto I sobre
un espacio localmente compacto M, puede mirarse como un
grupoide topoldgico con un sistema de Haar: se toma ¢ =T x M,
% =M, alg,x) = x, B(g,x) = ®(g, x), el inverso de (g, x) es
(g71,®(g,x)) y el producto (g, ®(h, x))(h, x) = (gh, x).
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La C*-algebra de un grupoide

Ejemplo: accién de un grupo

Una accién continua ® de un grupo localmente compacto I sobre
un espacio localmente compacto M, puede mirarse como un
grupoide topoldgico con un sistema de Haar: se toma ¢ =T x M,
% =M, alg,x) = x, B(g,x) = ®(g, x), el inverso de (g, x) es
(g71,®(g,x)) y el producto (g, ®(h, x))(h, x) = (gh, x).

El sistema de Haar sobre ' se define de manera candnica a través
de la medida de Haar sobre I.
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La C*-algebra de un grupoide

Ejemplo: accién de un grupo

Una accién continua ® de un grupo localmente compacto I sobre
un espacio localmente compacto M, puede mirarse como un
grupoide topoldgico con un sistema de Haar: se toma ¢ =T x M,
% =M, alg,x) = x, B(g,x) = ®(g, x), el inverso de (g, x) es
(g71,®(g,x)) y el producto (g, ®(h, x))(h, x) = (gh, x).

El sistema de Haar sobre ' se define de manera candnica a través
de la medida de Haar sobre I.

C*(T'e) es isomorfo a la C*-lgebra producto cruzado Co(M) xT. )
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La C*-algebra de un grupoide

Ejemplo: relaciones de equivalencia

Sea R una relacién de equivalencia sobre un espacio locamente
compacto M tal que R es cerrado en M x M. Entonces, R es un
grupoide topoldgico, cuyo espacio de unidades es M, a(x,y) = x,
B(x,y) = y y e producto (x,y)(y,2) = (x,2).

Marta Macho Stadler Estudio no conmutativo de espacios de érbitas



La C*-algebra de un grupoide

Ejemplo: relaciones de equivalencia

Sea R una relacién de equivalencia sobre un espacio locamente
compacto M tal que R es cerrado en M x M. Entonces, R es un
grupoide topoldgico, cuyo espacio de unidades es M, a(x,y) = x,
B(x,y) = y y el producto (x,y)(y,2) = (x,2).

Se supone que existe un sistema de Haar {\*},cp. El soporte de
A\* es la clase de equivalencia de x: |la propiedad de invarianza
significa exactamente que \* depende sélo de la clase.
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La C*-algebra de un grupoide

Ejemplo: relaciones de equivalencia

Sea R una relacién de equivalencia sobre un espacio locamente
compacto M tal que R es cerrado en M x M. Entonces, R es un
grupoide topoldgico, cuyo espacio de unidades es M, a(x,y) = x,
B(x,y) = y y el producto (x,y)(y,2) = (x,2).

Se supone que existe un sistema de Haar {\*},cp. El soporte de
N* es la clase de equivalencia de x: la propiedad de invarianza
significa exactamente que \* depende sélo de la clase.

El producto sobre C.(R) es f * g(x,y) = [ f( (z,y)dN(2):
se obtiene C*(R) y C/(R), que generaliza la construcaon de
C*-3lgebra de una relacién de equivalencia sobre un espacio finito.
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Estudio no conmutativo de espacios foliados

Grupoides realizando foliaciones regulares

Dado un grupoide de Lie G 7?_.' M, para cada v € G, la
aplicacion:
L,: GO — GPO,

definida por L,(X) = 7.\, es un difeomorfismo de [-fibras, de
inversa L;(,y. Es la translacion a izquierda por 7.
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Estudio no conmutativo de espacios foliados

Grupoides realizando foliaciones regulares

Dado un grupoide de Lie G %L M, para cada v € G, la
aplicacion:
L,: GO — GPO,

definida por L,(X) = 7.\, es un difeomorfismo de [-fibras, de
inversa L;(,y. Es la translacion a izquierda por 7.

Se define también la translacion a derecha:

Ry Gpgy) — Gay),

por Ry () = A.v, que es un difeomorfismo de a-fibras.
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Estudio no conmutativo de espacios foliados

Grupoides realizando foliaciones regulares

Las translaciones a izquierda y a derecha conmutan. Asi, la
proyeccién por « de las B-fibras (resp., la proyeccién por (3 de las
a-fibras) es una particién de M y ambas coinciden: para cada

x € M &(x) = B(Gx) = a(G*) es el elemento de la particidn que
lo contiene.
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Estudio no conmutativo de espacios foliados

Grupoides realizando foliaciones regulares

Las translaciones a izquierda y a derecha conmutan. Asi, la
proyeccion por « de las 3-fibras (resp., la proyeccién por (3 de las
a-fibras) es una particién de M y ambas coinciden: para cada

x € M &(x) = B(Gx) = a(G*) es el elemento de la particidn que
lo contiene.

Las componentes conexas de los elementos de la particién

asi definida son las hojas de una foliacién singular S sobre M, que
es regular si se imponen algunas restricciones sobre la accién del
grupoide: si la interseccién de las a-fibras y de las 8-fibras es de
dimensién constante (si Is(G) es una variedad), lo mismo sucede
para la dimensién de las hojas de S, que serad entonces una
foliacidn regular.
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Grupoides realizando foliaciones regulares

Un grupoide de Lie G %’ M se dice regular cuando:
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Estudio no conmutativo de espacios foliados

Grupoides realizando foliaciones regulares

Un grupoide de Lie G %’ M se dice regular cuando:

(i) las a-fibras son conexas,
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Grupoides realizando foliaciones regulares

Un grupoide de Lie G %’ M se dice regular cuando:

(i) las a-fibras son conexas,
(i) los grupos de isotropia son discretos (luego, dim(GJ) =0,
para cada x € M).
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Grupoides realizando foliaciones regulares

Un grupoide de Lie G %’ M se dice regular cuando:

(i) las a-fibras son conexas,
(i) los grupos de isotropia son discretos (luego, dim(GJ) =0,
para cada x € M).

La inversion /i intercambia las a-fibras y las (-fibras, las (-fibras
son también conexas y M estad provisto de una foliacién regular S,
que se dice definida por la accién de G sobre M.
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Grupoides realizando foliaciones regulares

Un grupoide de Lie G %’ M se dice regular cuando:

(i) las a-fibras son conexas,
(i) los grupos de isotropia son discretos (luego, dim(GJ) =0,
para cada x € M).

La inversion /i intercambia las a-fibras y las (-fibras, las (-fibras
son también conexas y M estad provisto de una foliacién regular S,
que se dice definida por la accién de G sobre M.

El grupoide de homotopia de una variedad es regular. )
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Grupoides realizando foliaciones regulares

o
Un grupoide regular G T: M realiza una foliacién F sobre M, si

las érbitas de la accién del grupoide son las hojas de F.
Toda foliacién regular puede definirse a través de un grupoide de
Lie regular.
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Grupoides realizando foliaciones regulares

o
Un grupoide regular G T: M realiza una foliacién F sobre M, si

las érbitas de la accién del grupoide son las hojas de F.
Toda foliacién regular puede definirse a través de un grupoide de
Lie regular.

(e
Un grupoide regular G T. M es orientado, si la foliacion

inducida por sus orbitas es orientable.
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Espacio foliado (M, F)

(({gg(i(

M es una n-variedad y F es
una descomposicién de M en
p-subvariedades inmersas, 1

. I ;o hT
siendo localmente como un i \K‘

producto.

¥ Bj

D0 07100 1) = (fi (v, 0), 754(1))
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Espacio foliado (M, F)

yan)
—
~

| — — [I—
[o— — [—

il
//% |
AL

@ Transversal verde: '
Comportamiento como x — = (x = 0)
{Hojas rojas con holonomia)

°

Comportamiento como la identidad
(Hojas azules sin holonomia)
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El grupoide de homotopia de una foliacién

Sea (M, F) una foliacién de dimensién p y codimensién g sobre
una variedad M de dimensién m = p + q.
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El grupoide de homotopia de una foliacién

Sea (M, F) una foliacién de dimensién p y codimensién g sobre
una variedad M de dimensién m = p + q.

Sea P(F) el conjunto de los caminos tangentes a F (caminos cuya
imagen esta contenida en una hoja), provisto de la topologia
compacto-abierta. Se define la relacién de equivalencia (abierta):
v ~ 7/, si v es hométopo (con extremidades fijas) a 7/ en la hoja
que los contiene.
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El grupoide de homotopia

El cociente por esta accién My (F) = P(F)/ ~, es un grupoide
localmente compacto: el espacio de unidades es M (identificada a
la clase de los caminos constantes) y la estructura de grupoide
estd definida por las proyecciones a(y) = v(0), B(y) =~(1) y la
multiplicacién y la inversion del grupoide estan inducidas por la
composicién y la inversion usual de caminos, respectivamente. Se

o'
- M.

obtiene de este modo un grupoide algebraico I (F) —
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El grupoide de homotopia

El cociente por esta accién My (F) = P(F)/ ~, es un grupoide
localmente compacto: el espacio de unidades es M (identificada a
la clase de los caminos constantes) y la estructura de grupoide
estd definida por las proyecciones a(y) = v(0), B(y) =~(1) y la
multiplicacién y la inversion del grupoide estan inducidas por la
composicién y la inversion usual de caminos, respectivamente. Se

«
obtiene de este modo un grupoide algebraico M1 (F) — M.

La topologia de P(F) induce sobre ;(F) la topologia cociente,
para la que «, (3, i y . son aplicaciones continuas, a y 3 son
abiertas e i es un homeomorfismo. Se tiene asi un grupoide
topoldgico.
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El grupoide de homotopia

Si x € M, Gy (resp., GX) es el revestimiento universal de Ly, la
hoja que pasa por x, y 0 (resp., «) es la aplicacién de
revestimiento.
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El grupoide de homotopia

Si x € M, Gy (resp., GX) es el revestimiento universal de Ly, la

hoja que pasa por x, y 0 (resp., «) es la aplicacién de
revestimiento.

Si x € M, es:
/S(rll(f))x = 7T1(LX,X).
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El grupoide de homotopia

Estructura diferenciable

Si v es un camino tangente a F, se consideran dos cubos
distinguidos U; = P; x T;, donde U; es entorno de ~y(/)

(i € {0,1}), P; es una placay T; es una transversal de F.
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El grupoide de homotopia

Estructura diferenciable

Si v es un camino tangente a F, se consideran dos cubos
distinguidos U; = P; x T;, donde U; es entorno de ~y(/)

(i € {0,1}), P; es una placay T; es una transversal de F.

Salvo posibles restricciones de Tg y T1, la trivialidad local de la
foliacién permite definir un difeomorfismo de holonomia
h, : To — Ty representado por un tubo de caminos tangentes a F,

~

hy: To x [0,1] — M.
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El grupoide de homotopia

Estructura diferenciable

Si v es un camino tangente a F, se consideran dos cubos
distinguidos U; = P; x T;, donde U; es entorno de ~y(/)
(i € {0,1}), P; es una placay T; es una transversal de F.

Salvo posibles restricciones de Tg y T1, la trivialidad local de la
foliacién permite definir un difeomorfismo de holonomia
h, : To — Ty representado por un tubo de caminos tangentes a F,

~

hy: To x [0,1] — M.

Este tubo estd parametrizado por T y h, consiste en pasar del
origen al extremo de cada uno de estos caminos.
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El grupoide de homotopia

/A17 se extiende a una familia diferenciable de caminos tangentes a
F, parametrizada por Py x Tg x P1, y que induce un
difeomorfismo de Uy sobre U;.
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El grupoide de homotopia

/A17 se extiende a una familia diferenciable de caminos tangentes a
F, parametrizada por Py x Tg x P1, y que induce un
difeomorfismo de Uy sobre U;.

Tras el paso a las clases de homotopia, se obtiene una carta local
sobre M1 (F). El atlas asi construido, define sobre 1;(F) una
estructura de variedad diferenciable de dimensién 2p 4+ g. Como
todos los objetos que definen la estructura de grupoide sobre

M1(F) son diferenciables, M1 (F) %L M es un grupoide de Lie, el

grupoide de homotopia de la foliacién. Es la version foliada del
grupoide fundamental de una variedad.

Marta Macho Stadler Estudio no conmutativo de espacios de érbitas




Estudio no conmutativo de espacios foliados

El grupoide de holonomia

Sobre P(F), se define una relacién de equivalencia abierta mas
fina que la anterior: Y~ si el gérmen de holonomia del lazo
(') L.y es trivial.
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El grupoide de holonomia

Sobre P(F), se define una relacién de equivalencia abierta mas
fina que la anterior: Y~ si el gérmen de holonomia del lazo
(') L.y es trivial.

Se obtiene un grupoide de Lie (de la misma dimensién)

Hol(F) = P(F)/~n %L M, el grupoide de holonomia de la

foliacion.
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El grupoide de holonomia

El desingularizado natural del espacio de hojas

Six € My h:mi(Lg,x) — Diff(To, x) es la representacién de
holonomia (h(~y) = h,)de la hoja L pasando por x,
Hol(F)X = h(m1(Lx, x)).
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El grupoide de holonomia

El desingularizado natural del espacio de hojas

Six € My h:mi(Lg,x) — Diff(To, x) es la representacién de
holonomia (h(~y) = h,)de la hoja L pasando por x,
Hol(F)X = h(m1(Lx, x)).

Las fibras de este grupoide son los revestimientos de holonomia de
las hojas de la foliacién F.
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El grupoide de holonomia

El desingularizado natural del espacio de hojas

Six € My h:mi(Lg,x) — Diff(To, x) es la representacién de
holonomia (h(~y) = h,)de la hoja L pasando por x,
Hol(F)X = h(m1(Lx, x)).

Las fibras de este grupoide son los revestimientos de holonomia de
las hojas de la foliacién F.

Hol(F)* /Hol(F)¥ ~ Ly, con lo que Hol(F) es el desingularizado
natural de M/F, y de hecho desenvuelve todas la hojas a la vez.
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El grupoide de holonomia

La propiedad de levantamiento de caminos permite construir un
homomorfismo sobreyectivo de grupoides de Lie
¢: My (F) — Hol(F).
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El grupoide de holonomia

La propiedad de levantamiento de caminos permite construir un
homomorfismo sobreyectivo de grupoides de Lie
¢: My (F) — Hol(F).

A diferencia de My (F), Hol(F) olvida la estructura de las hojas y
lleva sélo informacién sobre la estructura transversa de F.
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El grupoide de holonomia

La propiedad de levantamiento de caminos permite construir un
homomorfismo sobreyectivo de grupoides de Lie
¢: My (F) — Hol(F).

A diferencia de My (F), Hol(F) olvida la estructura de las hojas y
lleva sélo informacién sobre la estructura transversa de F.

En general, ni My (F) ni Hol(F) son variedades separadas. |
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El grupoide de holonomia

Si se considera la foliacién Fy, restringida a un cubo distinguido,
U= P x T, donde P es una placay T una transversal, los dos
grupoides anteriormente definidos coinciden:

Mi(Fy) = Hol(Fy) =P x P x T.
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El grupoide de holonomia

Si se considera la foliacién Fy, restringida a un cubo distinguido,
U= P x T, donde P es una placay T una transversal, los dos
grupoides anteriormente definidos coinciden:

Mi(Fy) = Hol(Fy) =P x P x T.

Se tiene una familia parametrizada por T de grupoides groseros:
esta es la propiedad de trivialidad local de los grupoides de
homotopia y de holonomia de la foliacién.
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El grupoide de holonomia transverso

El estudio del espacio de las hojas es un estudio de propiedades
transversas de la foliacién: una subvariedad transversa T es una
subvariedad inmersa de M, de dimensién g, transversa a cada hoja
(en cada punto de T el espacio tangente de T es suplementario al
espacio tangente a la hoja que pasa por este punto).
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El grupoide de holonomia transverso

El estudio del espacio de las hojas es un estudio de propiedades
transversas de la foliacién: una subvariedad transversa T es una
subvariedad inmersa de M, de dimensién g, transversa a cada hoja
(en cada punto de T el espacio tangente de T es suplementario al
espacio tangente a la hoja que pasa por este punto).

Si T es una transversal total, se tiene el grupoide de Lie
Hol(FF) = {~v € Hol(F : s(v), r(v) € T}, el grupoide transverso
asociado a T. La inmersién naturalde Ten M, i+: T — M,
induce una equivalencia de Morita entre los grupoides Hol(F) y
Hol(FT).

Las aplicaciones a1 y 81 son difeomorfismos locales, por ello GTT
es étale.
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Estudio no conmutativo de espacios foliados

Ejemplos: acciones

Una accién localmente libre ®: ' x M — M de un grupo de Lie
(conexo) I sobre la variedad M, define un grupoide de Lie Iy,
como ya se ha visto antes. Las érbitas de este grupoide definen
sobre M una foliacién regular Fo.
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Estudio no conmutativo de espacios foliados

Ejemplos: acciones

Una accién localmente libre ®: ' x M — M de un grupo de Lie
(conexo) I sobre la variedad M, define un grupoide de Lie Iy,
como ya se ha visto antes. Las érbitas de este grupoide definen
sobre M una foliacién regular Fo.

El grupoide Iy (Fo) es isomorfo al grupoide FrxM—=M.
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Estudio no conmutativo de espacios foliados

Ejemplos: acciones

Una accién localmente libre ®: ' x M — M de un grupo de Lie
(conexo) I sobre la variedad M, define un grupoide de Lie Iy,
como ya se ha visto antes. Las érbitas de este grupoide definen
sobre M una foliacién regular Fo.

El grupoide Iy (Fo) es isomorfo al grupoide FrxM—=M.

Existe un difeomorfismo local h: ' x M — Hol(Fg), que es un
difeomorfismo si la accién es libre.
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Estudio no conmutativo de espacios foliados

Ejemplos: fibrados

Si la foliacién F sobre M esta definida por una fibracién
localmente trivial FP — M — B9, el grupoide de homotopia (resp.,
de holonomia) de la foliacién es un fibrado localmente trivial de
fibra el revestimiento universal de F (resp., localmente trivial).
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Estudio no conmutativo de espacios foliados

La C*-algebra de una foliacién

La eleccién de una métrica de Riemann sobre M, define una
descomposicién ortogonal del fibrado tangente
T(M)=v(F)® T(F).
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Estudio no conmutativo de espacios foliados

La C*-algebra de una foliacién

La eleccién de una métrica de Riemann sobre M, define una
descomposicién ortogonal del fibrado tangente
T(M)=v(F)® T(F).

Se considera una forma pura w, de tipo (0, p) sobre M (siendo p la
dimensién de la foliacién), que define por restriccién a las hojas, el
volumen asociado a la métrica inducida (el elemento de volumen w
varia diferenciablemente a lo largo de M).
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Estudio no conmutativo de espacios foliados

La C*-algebra de una foliacién

Si x € My Ly es la hoja por x, la restriccion w|;, = wx es una
forma volumen sobre L.
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Estudio no conmutativo de espacios foliados

La C*-algebra de una foliacién

Si x € My Ly es la hoja por x, la restriccion w|;, = wx es una
forma volumen sobre L.

a: Hol(F)*— Ly es una aplicacién de revestimiento
(correspondiente al niicleo de la representacién de holonomia).

D—
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La C*-algebra de una foliacién

Si x € My Ly es la hoja por x, la restriccion w|;, = wx es una
forma volumen sobre L.

a: Hol(F)*— Ly es una aplicacién de revestimiento
(correspondiente al niicleo de la representacién de holonomia).

Es posible levantar wy en A* sobre Hol(F*). De manera global, se
levanta w por , en una forma volumen A = a*(w) sobre G, que
define un volumen por restriccién a las G-fibras.
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Estudio no conmutativo de espacios foliados

La C*-algebra de una foliacién

Este volumen es invariante por translaciones a izquierda: Si
f € Cc(Hol(F*)) y vo0 € Hol(Fx), entonces

F(7)dN () = / F(Ln(1))IAD) (),  se dice que
Hol (Fx Hol(F(10)

{N}xem es un sistema de Haar a la izquierda, para Hol(F).
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La C*-algebra de una foliacién

Este volumen es invariante por translaciones a izquierda: Si
f € Cc(Hol(F*)) y vo0 € Hol(Fx), entonces

AN () = [ AL (1)), v se dice que
Hol (F~ Hol(F(0)
{N}xem es un sistema de Haar a la izquierda, para Hol(F).

Se define C*(M,F) = C}(G). J
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Estudio no conmutativo de espacios foliados

La C*-algebra de una foliacién

La construccién de C*(M, F) es local

Si U C M es abierto y Fy es la restriccién de F a U, entonces
Hol(Fy) es un subgrupoide abierto de G y la inclusién
Cc(Hol(Fy) € Cc(Hol(F), se extiende a un *-isomorfismo
isométrico de C*(U, Fy) en C*(M, F).
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La C*-algebra de una foliacién

Sélo depende de sus estructura transversa

Si (M, F) es una variedad foliada y T es una transversal fiel,
entonces
C*(M,F) = C*(Hol(F7)) ® &,

donde Hol(FI) = {vy € Hol(F) : a(v),B(y) € T}.
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La C*-algebra de una foliacién

Es estable
C'(M, F)®@ R= C*(M,F).
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Estudio no conmutativo de espacios foliados

La C*-algebra de una foliacién

Es estable
C'(M, F)®@ R= C*(M,F).

Preserva las equivalencias de foliaciones

Si (My, F1) y (M2, F») son topoldgicamente equivalentes,
entonces,

C*(My, F1) ® R = CH(My, Fo) @ R.
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La C*-algebra de una foliacién

Propiedades

Si el grupoide de holonomia es separado, se puede probar:
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La C*-algebra de una foliacién

Propiedades

Si el grupoide de holonomia es separado, se puede probar:

(i) C*(M,F) es simple (es decir, no posee ideales no triviales) si
y sélo si toda hoja de F es densa,
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La C*-algebra de una foliacién

Propiedades

Si el grupoide de holonomia es separado, se puede probar:
(i) C*(M,F) es simple (es decir, no posee ideales no triviales) si
y sélo si toda hoja de F es densa,
(i) C*(M,F) posee una representacién irreducible inyectiva si y
sélo si existe una hoja densa;

Marta Macho Stadler Estudio no conmutativo de espacios de érbitas



Estudio no conmutativo de espacios foliados

La C*-algebra de una foliacién

Propiedades

Si el grupoide de holonomia es separado, se puede probar:
(i) C*(M,F) es simple (es decir, no posee ideales no triviales) si
y sélo si toda hoja de F es densa,
(i) C*(M,F) posee una representacién irreducible inyectiva si y
sélo si existe una hoja densa;
(iii) F es cerrada si y sélo si C*(M,F) posee a los operadores
compactos como cociente.
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La C*-algebra de una foliacién

Propiedades
Si el grupoide de holonomia es separado, se puede probar:
(i) C*(M,F) es simple (es decir, no posee ideales no triviales) si
y sélo si toda hoja de F es densa,
(i) C*(M,F) posee una representacién irreducible inyectiva si y
sélo si existe una hoja densa;

(iii) F es cerrada si y sélo si C*(M,F) posee a los operadores
compactos como cociente.

En el caso no separado, por ejemplo, el que la foliacién sea
minimal, no implica que la C*-4lgebra sea simple.
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Ejemplos

Foliacién por puntos

Si M es localmente compacto y esta foliado por puntos, entonces
Hol(F) =My C*(M,F) = Go(M).
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Ejemplos

Foliacién por puntos

Si M es localmente compacto y esta foliado por puntos, entonces
Hol(F) =My C*(M,F) = Go(M).

Foliacién por una lnica hoja

Si M es localmente compacto y M es una variedad foliada por una
dnica hoja, entonces Hol(F) = M x M.

Un sistema de Haar es simplemente una medida A sobre M, de
soporte M. Los elementos de la subdlgebra densa pueden realizarse
como operadores integrales con nticleo de soporte compacto sobre
L2(M, \). Su complecién es la familia de los operadores compactos
A(L2(M,))).
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Ejemplos

Fibraciones

Si la foliacién viene dada por una fibracién FP — M — B9, con F
conexo, entonces M esta foliada por las imagenes inversas de los
puntos de B.

Todas las hojas son cerradas y difeomorfas a F.

Hol(F) es el grafo de la relacién de equivalencia correspondiente a
la particiéon de M en hojas y la C*-algebra C*(M, F) es isomorfa a
Co(B, R(L*(F)).
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Estudio no conmutativo de espacios foliados

Ejemplos

Si la foliacién proviene de una accién de un grupo de Lie I', de tal
modo que Hol(F) sea idéntico a M x I (esto no siempre es
cierto), entonces la C*-3lgebra de la foliacién es el producto
cruzado reducido Co(M) x, T
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Indice

@ K-teorfa: el regreso a la topologfa
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K-teoria: el regreso a la topologia

Conmutativo versus no conmutativo

En el mundo conmutativo, las herramientas mds inmediatas y
potentes son la homologia y el grupo fundamental. Pero, no
poseen generalizaciones claras no conmutativas.
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K-teoria: el regreso a la topologia

Conmutativo versus no conmutativo

En el mundo conmutativo, las herramientas mds inmediatas y
potentes son la homologia y el grupo fundamental. Pero, no
poseen generalizaciones claras no conmutativas.

La K-teoria topoldgica (definida a partir de fibrados vectoriales
complejos de dimensién finita y localmente triviales sobre M) es el
instrumento mds fructifero y ademads pasa inmediatamente al
mundo no conmutativo.
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K-teoria topoldgica

Sea M un espacio compacto. Si V(M) es el conjunto de las clases
de isomorfismo de fibrados vectoriales complejos localmente
triviales de base M, V es un functor contravariante de la categoria
de los espacios compactos en la categoria de los semigrupos
abelianos, invariante por homotopia.
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K-teoria topoldgica

Sea M un espacio compacto. Si V(M) es el conjunto de las clases
de isomorfismo de fibrados vectoriales complejos localmente
triviales de base M, V es un functor contravariante de la categoria
de los espacios compactos en la categoria de los semigrupos
abelianos, invariante por homotopia.

K%(M) se define como el grupo de Grothendieck de V(M), y
contintia siendo un functor contravariante, ahora de la categoria de
los espacios compactos en la de los grupos abelianos.

Esta definicién se generaliza a M localmente compacto.
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K-teoria topoldgica

La suspension reducida de orden n de M se define como el espacio
no compacto S"(M) = M x R". J
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K-teoria topoldgica

La suspension reducida de orden n de M se define como el espacio
no compacto S"(M) = M x R".

El K-grupo de orden n de M, K"(M), esta definido por
K"(M) = K°(S"(M)). ’
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K-teoria topoldgica

Si M es un espacio localmente compacto, y E es un fibrado
vectorial complejo sobre M, se denota por ['(M, E) el conjunto de
las secciones continuas de E. Entonces:
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K-teoria topoldgica

Si M es un espacio localmente compacto, y E es un fibrado
vectorial complejo sobre M, se denota por ['(M, E) el conjunto de
las secciones continuas de E. Entonces:

(i) T(M, E) es un médulo sobre el anillo de las funciones
continuas de M con valores en C, C(M);
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K-teoria topoldgica

Si M es un espacio localmente compacto, y E es un fibrado
vectorial complejo sobre M, se denota por ['(M, E) el conjunto de
las secciones continuas de E. Entonces:

(i) T(M, E) es un médulo sobre el anillo de las funciones
continuas de M con valores en C, C(M);

(ii) un isomorfismo de fibrados vectoriales complejos induce un
isomorfismo entre los mdédulos de secciones correspondientes;
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K-teoria topoldgica

Si M es un espacio localmente compacto, y E es un fibrado
vectorial complejo sobre M, se denota por ['(M, E) el conjunto de
las secciones continuas de E. Entonces:

(i) T(M, E) es un médulo sobre el anillo de las funciones
continuas de M con valores en C, C(M);

(ii) un isomorfismo de fibrados vectoriales complejos induce un
isomorfismo entre los mdédulos de secciones correspondientes;

(iii) si E es un fibrado trivial de dimensién n, entonces
r(M,E)~ C(M),
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K-teoria topoldgica

Si M es un espacio localmente compacto, y E es un fibrado
vectorial complejo sobre M, se denota por ['(M, E) el conjunto de
las secciones continuas de E. Entonces:

(i) T(M, E) es un médulo sobre el anillo de las funciones
continuas de M con valores en C, C(M);

(ii) un isomorfismo de fibrados vectoriales complejos induce un
isomorfismo entre los mdédulos de secciones correspondientes;

(iii) si E es un fibrado trivial de dimensién n, entonces
r(M,E)~ C(M),

(iv) si M es compacto, entonces I'(M, E) es un médulo proyectivo
de tipo finito.
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K-teoria topoldgica

Asi, I' es un functor covariante de la categoria de los fibrados
vectoriales complejos sobre un espacio M localmente compacto y
separado dado, en la categoria de los médulos proyectivos de tipo
finito sobre C(M), y se puede incluso probar que I es biyectiva,
éste es el Teorema de Swan.
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K-teoria topoldgica

Asi, I es un functor covariante de la categoria de los fibrados
vectoriales complejos sobre un espacio M localmente compacto y
separado dado, en la categoria de los médulos proyectivos de tipo
finito sobre C(M), y se puede incluso probar que I es biyectiva,
éste es el Teorema de Swan.

Si M es compacta, K°(M) se puede también describir como el
grupo de las diferencias formales [P] — [Q] de clases de
isomorfismo de médulos proyectivos de tipo finito sobre C(M).
Este resultado tiene una importancia enorme, puesto que existe
una generalizacién natural en el caso no conmutativo.
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La K-teoria analitica

Sea A una C*-dlgebra A (unitaria) y M (A) la *-dlgebra no
completa obtenida como limite inductivo de matrices

M (A) = UM,,(A), donde la inclusién es M,(A) — M, 11(A),
n=1

con a — 2 0
0 0/
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Proyectores

Un elemento p € A es un proyector si es idempotente y
autoadjunto, es decir, p = p?> = p*. El conjunto de los proyectores
de A se denota por P(A).
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Proyectores

Un elemento p € A es un proyector si es idempotente y
autoadjunto, es decir, p = p?> = p*. El conjunto de los proyectores
de A se denota por P(A).

Dos proyectores p, g € M, (A) son equivalentes, p ~ g, si existe
v € M (A), con p = v*vy g = w*. El conjunto de las clases de
equivalencia V(A) es un semigrupo abeliano, con la suma

0= [(s )
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El functor covariante Kj

Ko(A) es el grupo de Grothendieck asociado a V(A): sus elementos
son diferencias formales [p] — [g] con [p], [q] € V(A). J
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El functor covariante Kj

Ko(A) es el grupo de Grothendieck asociado a V(A): sus elementos
son diferencias formales [p] — [g] con [p], [q] € V(A).

Si A es una C*-3lgebra arbitraria, se define Ky (functor covariante
de la categoria de las C*-3lgebras en la de los grupos abelianos) de
modo que los elementos de Ko(A) pueden pensarse como
diferencias formales [p] — [q], donde p 'y g son proyectores en

M (A), para un cierto k € Ny p — g € My(A).
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K-teoria: el regreso a la topologia

El functor covariante Kj

Ko(A) es el grupo de Grothendieck asociado a V(A): sus elementos
son diferencias formales [p] — [g] con [p], [q] € V(A).

Si A es una C*-3lgebra arbitraria, se define Ky (functor covariante
de la categoria de las C*-3lgebras en la de los grupos abelianos) de
modo que los elementos de Ko(A) pueden pensarse como
diferencias formales [p] — [g], donde p y g son proyectores en

M (A), para un cierto k € Ny p — g € M (A).

Cuando A es unitaria, también es posible (y a veces muy util)
pensar Ko(A) como las diferencias formales [€] — [F], de clases de
equivalencia de A-mddulos proyectivos de tipo finito, con la suma
directa exterior.
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Invarianza por homotopia de Kj

Sean A, B dos C*-3lgebras. Dos *-homomorfismos ¢, : A — B se
dicen homdtopos, ¢ ~p 1), si existe una familia de
*-homomorfismos ¢ : A — B con t € [0,1] de forma que

t — ¢+(a) es una aplicacién continua de [0,1] a B, para cada

acA gpo=0¢yo1=1.
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Invarianza por homotopia de Kj

Sean A, B dos C*-3lgebras. Dos *-homomorfismos ¢, : A — B se
dicen homdtopos, ¢ ~p 1), si existe una familia de
*-homomorfismos ¢ : A — B con t € [0,1] de forma que

t — ¢+(a) es una aplicacién continua de [0,1] a B, para cada

acA gpo=0¢yo1=1.

A la familia ¢; se la llama camino de *~homomorfismos continuo
punto a punto.
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Invarianza por homotopia Kj

Dos C*-dlgebras A y B son homotdpicamente equivalentes si
existen *-homomorfismos ¢ : A — By 1) : B — A de forma que
PYop~pay do ~p gise dice que ALBLA es una
homotopia entre Ay B.
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Invarianza por homotopia Kj

Dos C*-dlgebras A y B son homotdpicamente equivalentes si
existen *-homomorfismos ¢ : A — By 1) : B — A de forma que
PYop~pay do ~p gise dice que ALBLA es una
homotopia entre Ay B.

Se verifica:
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Invarianza por homotopia Kj

Dos C*-dlgebras A y B son homotdpicamente equivalentes si
existen *-homomorfismos ¢ : A — By 1) : B — A de forma que
PYop~pay do ~p gise dice que ALBLA es una
homotopia entre Ay B.

Se verifica:
(i) si ¢, : A— B con *-homomorfismos hométopos, entonces

Ko(¢) = Ko(¥);
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Invarianza por homotopia Kj

Dos C*-dlgebras A y B son homotdpicamente equivalentes si
existen *-homomorfismos ¢ : A — By 1) : B — A de forma que
PYop~pay do ~p gise dice que ALBLA es una
homotopia entre Ay B.

Se verifica:
(i) si ¢, : A— B con *-homomorfismos hométopos, entonces
Ko(¢) = Ko(¥);
(i) si Ay B son homotdpicamente equivalentes, entonces sus
grupos Ky son isomorfos.
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Semiexactitud

Una sucesidn exacta corta de C*-3lgebras

0 /¢A¢B 0

induce una sucesidn exacta de grupos abelianos

Ko(¢) Ko(v)

Ko(1) =2 Kko(a) 22 ko (B)
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K-teoria: el regreso a la topologia

Semiexactitud

Una sucesidn exacta corta de C*-3lgebras

0 /¢A¢B 0

induce una sucesidn exacta de grupos abelianos

Ko(¢) Ko(v)

Ko(1) =2 Kko(a) 22 ko (B)

Una sucesidn exacta corta escindida de C*-dlgebras induce una
sucesion exacta escindida en K-teoria.
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Semiexactitud

Dada una C*-dlgebra A, Ko(A) =Z & Ko(A). J
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Semiexactitud

Dada una C*-dlgebra A, Ko(A) =Z & Ko(A). J

Dadas Ay B dos C*-algebras, es

Ko(A @ B) = Ko(A) @ Ko(B).
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Estabilidad

Sean A una C*-3lgebra y n € N. Ky(A) es isomorfo a Ko(M,(A)),
inducido por el *-homomorfismo A\, 4 : A — M,(A) dado por

am (39)

En particular, Ko(A) ~ Ko(A® R)
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K-teoria: el regreso a la topologia

Estabilidad

Sean A una C*-3lgebra y n € N. Ky(A) es isomorfo a Ko(M,(A)),
inducido por el *-homomorfismo A\, 4 : A — M,(A) dado por

am (39)

En particular, Ko(A) ~ Ko(A® R)

Invarianza por equivalencia de Morita

Si Ay B son Morita-equivalentes, Ko(A) ~ Ko(B).
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Continuidad

Para cada sistema inductivo (A,, ¢,) de C*-dlgebras, es
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La K-teoria de orden superior

Se definen los grupos de K-teoria de orden superior, generalizando
la nocién de suspensién a C*-dlgebras.
Sea A una C*-dlgebra

SA={f € C([0,1],A) | f(0) = (1) =0} = Go(R, A) = Co(R)®RA
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La K-teoria de orden superior

Se definen los grupos de K-teoria de orden superior, generalizando
la nocién de suspensién a C*-dlgebras.
Sea A una C*-dlgebra

SA = {f € C([0,1], A) | f(0) = (1) =0} = Go(R, A) = Co(R)®A.

El grupo K,(A) = K(S"A) para n > 1, donde S" consiste en
aplicar la suspensién n veces.

Si ¢ : A— B es un *-homomorfismo, queda inducido el
homomorfismo de grupos

Kn() = Ko(S"8) : Kn(A) — Kn(B).
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La K-teoria de orden superior

Se pueden recuperar parte de las propiedades de Ky para el resto
de los grupos K:
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K-teoria: el regreso a la topologia

La K-teoria de orden superior

Se pueden recuperar parte de las propiedades de Ky para el resto
de los grupos K:

(i) Kn es un funtor covariante de la categoria de C*-dlgebras en
la categoria de grupos abelianos;
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La K-teoria de orden superior

Se pueden recuperar parte de las propiedades de Ky para el resto
de los grupos K:

(i) Kn es un funtor covariante de la categoria de C*-dlgebras en
la categoria de grupos abelianos;

(i) K, es invariante por homotopia;
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La K-teoria de orden superior

Se pueden recuperar parte de las propiedades de Ky para el resto
de los grupos K:

(i) Kn es un funtor covariante de la categoria de C*-dlgebras en
la categoria de grupos abelianos;

(i) K, es invariante por homotopia;

(iii) K, es semi exacto y exacto escindido;
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La K-teoria de orden superior

Se pueden recuperar parte de las propiedades de Ky para el resto
de los grupos K:

(i) Kn es un funtor covariante de la categoria de C*-dlgebras en
la categoria de grupos abelianos;

(i) K, es invariante por homotopia;
(iii) K, es semi exacto y exacto escindido;

(iv) K, es continuo;
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La K-teoria de orden superior

Se pueden recuperar parte de las propiedades de Ky para el resto
de los grupos K:

(i) Kn es un funtor covariante de la categoria de C*-dlgebras en
la categoria de grupos abelianos;
(i) K, es invariante por homotopia;
(ii

)
K, es semi exacto y exacto escindido;
) y
(iv) K, es continuo;
)

(v) Ky es estable.
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Sucesién exacta larga en K-teoria

Sean A una C*-3lgebra e / un ideal de A. La siguiente sucesién es

exacta:
0 ko) Y ky(a) YL k(a1
; D

@K(/) MO g a) LY ka0
1 1 } 1 D

<—> KO(I) L(L)> KO(A) Ko(j) L. .
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El teorema de periodicidad de Bott

Dada una C*-dlgebra A, los grupos K,(A) y Kn12(A) son
isomorfos. J
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El teorema de periodicidad de Bott

Dada una C*-dlgebra A, los grupos K,(A) y Kn12(A) son
isomorfos.

La sucesién exacta larga queda reducida al siguiente ciclo exacto
de seis términos:

Ki(e Ki(j
Ka(1) O Ky (a) 2L ka1

i Is

Ko(A/1) “ol) Ko(A) Ko@) Ko(/)
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El teorema de Swan

Si M es un espacio localmente compacto, el grupo de K-teoria
analitica Kj(Co(M)) es de modo natural isomorfo al grupo de
K-teoria topoldgica K/(M).
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La K-teoria analitica

Si Ay B son C*-dlgebras Morita-equivalentes, sus grupos de
K-teoria son isomorfos.
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La K-teoria analitica

Si Ay B son C*-dlgebras Morita-equivalentes, sus grupos de
K-teoria son isomorfos.

Si T es una transversal total en (M, F), entonces K.(C*(M,F)) y
K.(C:,(G{)) son grupos isomorfos. J
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Ejemplos

Fibraciones

Si la foliacién es una fibracién localmente trivial FP — M — B9:
C*(M,F) ~ G(B)® Ry K (C*(M, F)) ~ K*(B), donde la base
de la fibracién B es el espacio de hojas.
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Ejemplos

Fibraciones

Si la foliacién es una fibracién localmente trivial FP — M — B9:
C*(M,F) ~ G(B)® Ry K (C*(M, F)) ~ K*(B), donde la base
de la fibracion B es el espacio de hojas.

Usando isomorfismo de Thom de Connes, para foliaciones inducidas
por acciones libres de R": C*(M, F) ~ Co(M) xR" y su K-teoria
es K*(M) si n par y K*1(M) si n es impar. Y para foliaciones
inducidas por acciones libres de grupos de Lie I resolubles
simplemente conexos, se obtiene K,(C*(M,F)) ~ K*+dim([) (M),
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Ejemplos

Suspensiones

Para de suspensiones (71(B) es un grupo discreto y se tiene una
representacién inyectiva R: I'— Diff(F)), puede tomarse F como
una transversal fiel, las hojas son revestimientos de B, el grupoide
transverso es GE ~ F x 711(B) y C*(M, F) =~ Co(F) Xeq m1(B);
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Ejemplos

Suspensiones

Para de suspensiones (71(B) es un grupo discreto y se tiene una
representacién inyectiva R: I'— Diff(F)), puede tomarse F como
una transversal fiel, las hojas son revestimientos de B, el grupoide
transverso es GE ~ F x 711(B) y C*(M, F) =~ Co(F) Xeq m1(B);

Foliaciones sin holonomia

Para foliaciones sin holonomia nos podemos remitir al caso de un
toro T" (n es el orden del grupo de holonomia de la foliacién)
dotado de una foliacién lineal.
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El ejemplo final

La foliacidn lineal sobre el toro

Para 6 € R, las curvas integrales del campo de vectores

_ 9 9 . o . 0z 2
X = g T anz' definen una foliacién Fy sobre el toro T

(soluciones de la ecuacién dy = 6dx).
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El ejemplo final

La foliacidn lineal sobre el toro

Para 6 € R, las curvas integrales del campo de vectores

_ 9 9 . o . 0z 2
X = g T anz' definen una foliacién Fy sobre el toro T

(soluciones de la ecuacién dy = 6dx).

e Si 0 € Q, cada hoja es una circunferencia;
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El ejemplo final

La foliacidn lineal sobre el toro

Para 6 € R, las curvas integrales del campo de vectores

_ 9 9 . o . 0z 2
X = g T anz' definen una foliacién Fy sobre el toro T

(soluciones de la ecuacién dy = 6dx).

e Si 0 € Q, cada hoja es una circunferencia;

e Si # €1, cada hoja es una recta densa en el toro, y la foliacién
inducida es la foliacion de Kronecker.
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El ejemplo final

El espacio de hojas de la foliaciéon de Kronecker

Loy = T?/Fp, es un espacio indiscreto, pero su C*-algebra C*(Ly)
describe sus propiedades topoldgicas.
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El ejemplo final

El espacio de hojas de la foliaciéon de Kronecker

Loy = T?/Fp, es un espacio indiscreto, pero su C*-algebra C*(Ly)
describe sus propiedades topoldgicas.

La C*-3lgebra de la foliacién

C*(Ly) es Morita-equivalente a Ay, la C*-dlgebra universal
engendrada por dos generadores unitarios u y v, tales que

uv = e~2™yy (es la forma unitaria de la relacién de conmutacién
de Heisenberg QP — PQ = ik de la Mecénica Cudntica): es el toro
no conmutativo.

Marta Macho Stadler Estudio no conmutativo de espacios de érbitas



K-teoria: el regreso a la topologia

El ejemplo final

El toro no conmutativo

Ay es mas complicada que C(T?):
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El ejemplo final

El toro no conmutativo

Ay es mas complicada que C(T?):
(i) C(T?) tiene muchos ideales, Ay es simple;
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El ejemplo final

El toro no conmutativo

Ag es mas complicada que C(T?):
(i) C(T?) tiene muchos ideales, Ay es simple;
(i) C(T?) es conmutativa y Ag no (su centro es C);
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El ejemplo final

El toro no conmutativo

Ag es mas complicada que C(T?):
(i) C(T?) tiene muchos ideales, Ay es simple;
(i) C(T?) es conmutativa y Ag no (su centro es C);

(iii) Ag tiene una Gnica aplicacién traza y C(T?) posee muchas:

1 1 ) ) ) )
T(f) — / / f(e27”5, e27rlt“)g(e2ms7 ezmt)dsdt7
0 JO

con g funcién de probabilidad sobre T?;
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El ejemplo final

El toro no conmutativo

Ag es mas complicada que C(T?):
(i) C(T?) tiene muchos ideales, Ay es simple;
(i) C(T?) es conmutativa y Ag no (su centro es C);

(iii) Ag tiene una Gnica aplicacién traza y C(T?) posee muchas:

1 1 ) ) ) )
T(f) — / / f(e27”5, e27rlt“)g(e2ms7 ezmt)dsdt7
0 JO

con g funcién de probabilidad sobre T?;

(iv) Ay tiene muchos proyectores y C(T?) sélo dos (0y 1).
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El ejemplo final

El toro no conmutativo

Este algebra (de rotacion irracional) puede escribirse como el
producto cruzado C(S!) X, Z, donde Z actiia sobre

C(S') =~ C*(v) por la rotacién de dngulo @ sobre S*
(@"(f)(z) = f(e=2™z), para z € S1): es la accién sobre la
transversal S*.
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El ejemplo final

El toro no conmutativo

Este algebra (de rotacion irracional) puede escribirse como el
producto cruzado C(S!) X, Z, donde Z actiia sobre

C(S') =~ C*(v) por la rotacién de dngulo @ sobre S*
(@"(f)(z) = f(e=2™z), para z € S1): es la accién sobre la
transversal St.

i Cémo distinguirlos?
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El ejemplo final

El toro no conmutativo

Este algebra (de rotacion irracional) puede escribirse como el
producto cruzado C(S!) X, Z, donde Z actiia sobre

C(S') =~ C*(v) por la rotacién de dngulo @ sobre S*
(@"(f)(z) = f(e=2™z), para z € S1): es la accién sobre la
transversal S*.

i Cémo distinguirlos?
e ;Cémo clasificar la familia de dlgebras de operadores

{Ap: 0 €1}?
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El ejemplo final

El toro no conmutativo

Este algebra (de rotacion irracional) puede escribirse como el
producto cruzado C(S!) X, Z, donde Z actiia sobre

C(S') =~ C*(v) por la rotacién de dngulo @ sobre S*
(@"(f)(z) = f(e=2™z), para z € S1): es la accién sobre la
transversal St.

i Cémo distinguirlos?
e ;Cémo clasificar la familia de dlgebras de operadores
{Ap: 0 €1}?
e Debe recurrirse a la estructura proyectiva, es decir, a Ko(.Ap)
y calcular las trazas de estos proyectores, que son un cédigo
para Ajy.
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El ejemplo final

El toro conmutativo
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El ejemplo final

El toro no conmutativo

e En 1980, Pimsner-Voiculescu prueban que Ko(Ag) ~Z & Z.
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El ejemplo final

El toro no conmutativo

e En 1980, Pimsner-Voiculescu prueban que Ko(Ag) ~Z & Z.

e En ese mismo afio, Rieffel prueba que existe un proyector
ep € Ay, tal que 7(ey) =0, y lo construye imponiendo la
condicién ey = v*g(u) + f(u) + g(u)v, con f y g funciones
apropiadas para que eg = ey = €;, y entonces
1
T(eg) = / f(t)dt = 0; y asi se deduce la propiedad de
0
Pimsner-Rieffel-Voiculescu, T(Proy(Ap)) = (Z & Z6) N[0, 1],
donde 7 es la tnica aplicacidn traza normalizada.
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El ejemplo final

El toro no conmutativo

e En 1980, Pimsner-Voiculescu prueban que Ko(Ag) ~Z & Z.

e En ese mismo afio, Rieffel prueba que existe un proyector
ep € Ay, tal que 7(ey) =0, y lo construye imponiendo la
condicién ey = v*g(u) + f(u) + g(u)v, con f y g funciones
apropiadas para que eg = ey = €;, y entonces
1
T(eg) = / f(t)dt = 0; y asi se deduce la propiedad de
0
Pimsner-Rieffel-Voiculescu, T(Proy(Ap)) = (Z & Z6) N[0, 1],
donde 7 es la tnica aplicacidn traza normalizada.

Las Ag, 0< O <1
SiAg~ Ay, ZDZO =7ZDZH conloqued =660 =1-—96.
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