
FISIKA KUANTIKA

2 Gaia

Behagarrien adierazpen matriziala

1. Suposa dezagun sistema kuantiko batek bi egoera linealki indepen-
denteak eta ortonormalak dituela bakarrik, ψ1 eta ψ2. Hau da, sistemaren
edozein egoera kuantikoa bi egoera hauen konbinazio linealaren bitartez adie-
raz dezakegu:

ψ = c1ψ1 + c2ψ2.

• Funtzioen biderkaketa eskalarraren propietateak erabiliz, froga ezazu
denboraren menpekoa den Schrödinger-en ekuazioa ondorengo era ma-
trizialean adieraz daitekela:

ih̄
d

dt

(
c1
c2

)
=

(
H11 H12

H21 H22

) (
c1
c2

)
,

non Hij = (ψi, Ĥψj) den.

• Azal ezazu zergatik betetzen den ondorengo erlazioa: H12 = H∗
21.

• Hemetik aurrera suposa dezagun H12 erreala dela, eta H11 = H22. Aur-
ki itzazu ondorengo forma duten emaitzak: c1 = ae−iωt eta c2 = be−iωt.
Zein da emaitza hauen esangura fisikoa?

• Aurki itzazu Hamiltondarraren autofuntzioak eta autobalioak.

• Hasieran sistema ψ1 egoeran badago (hau da, c1 = 1 eta c2 = 0), zein
izango da sitemaren uhin-funtzioa beste edozein t aldiunetan?
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• Aurreko kasuan kalkula itzazu |c1(t)|2 eta |c2(t)|2 koefizienteen adie-
razpenak, eta azter ezazu denborarekin duten garapena. Zergatik
erlaziona dezakegu H12 balioa ψ1 eta ψ2 egoeren arteko transizioaren
probabilitatearekin?

2. Kalkulatu a zabalerako potentzial-osin infinituan mugitzen den m
masadun partikulari dagokion Hamiltondarren autofuntzioen oinarrian
momentu linealak duen adierazpen matriziala.

3. Sistema baten uhin-funtzioen oinarri ortonormala bi egoeraz osoturik
dago: {φ1, φ2}. Oinarri honetan adierazita sistemaren hamiltondarra beheko
matrizearen bidez adierazten dugu:

Ĥ =

(
E0 + ε (

√
2 + i)ε

(
√

2− i)ε E0 − ε

)
.

Izan al daiteke ε zenbaki irudikari bat? Hasieran (t = 0 aldiunean)
sistema φ1 egoeran badago, zein da edozein t aldiune batean φ2 egoeran
aurkitzeko probabilitatea?

4. Sistema kuantiko baten Hamiltondarraren ortonormalizaturiko auto-
funtzioak ψn deitzen ditugu. Egoera hauen energiak En dira. Hasiera batean
(t = 0) sistema ψ egoeran dago. Egoera horretan Â behagarria neurtzen ba-
dugu +1 neurtuko genukeen zehaztasun osoarekin. Â behagarria ondorengo
erlazioak betetzen ditu:

Âψ1 = ψ2, Âψ2 = ψ1, eta Âψn = 0 n ≥ 3.

• Aurki itzazu Â eragilearen autofuntzioak.

• Beste edozein t aldiune batean, A neurtzen dugu ψ(t) egoeran, zein da
+1 lortzeko probabilitatea?

5. Bedinak diren hiru atomoz (A,B,C) osoturiko molekula lineal batean
elektroi bakar bat dugu, eta φA, φB eta φC dira elektroi honen A, B eta C
atomoetan lokalizaturiko uhin-funtzio ortonormalak, hurrenez hurren. On-
dorengo azterpenerako hiru uhin-funtzio hauek osotzen duten azpi-espazioan
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zentratuko gara. Beraz, {φA, φB, φC} da elektroiak izan ditzakeen egoeren
oinarria. Atomo batean lokalizaturiko elektroiak beste atomoekin duen elka-
rrekintza desagertu ezkero (hau da, elektroiak ez luke atomo batetik bestera
salto egingo), Ĥ0 Hamiltondarrari dagokion uhin-funtzioak φA, φB eta φC

izango liratekeen, hiru egoera hauen energia berdina izanik: E0. Baina φA,
φB eta φC egoera hauen arteko akoplamendua Hamiltondarrean dugun beste
ekarpen baten bidez (Ĥint) deskribatuko dugu, non Ĥint-k betetzen dituen
erlazioak ondorengoak diren:

ĤintφA = −aφB

ĤintφB = −aφA − aφC

ĤintφC = −aφB,

eta a konstante positiboa den.

• Lor itzazu Ĥ = Ĥ0 + Ĥint Hamiltondarraren egoera geldikorrak eta
hauen energiak.

• t = 0 aldiunean elektroia φA egoeran dago (beraz, A atomoaren ingu-
ruan dago lokalizaturik). Azter ezazu elektroiaren gutxigorabeherako
kokapena denboraren funtzioan. t aldiuneren batean elektroia A, B
edo C atomoaren inguruan erabat lokalizaturik egongo al da?

• D̂ behagarri baten autofuntzioak φA, φB eta φC dira, hauen autoba-
lioiak −d, 0 eta d diren, hurrenez hurren. t aldiunean D̂ neurtzerakoan,
zeinzuk dira neurtu ditzakegun balioak eta zein probabilitaterekin?

• Elektroiaren hasierako egoera edozein bat denean, zeintzuk dira
< D̂ >-n ager daitezkeen maiztasunak? Zein izan daiteke D̂ behaga-
rriaren interpretazio fisikoren bat?

6. Sistema baten egoera kuantikoek ortonormala den ondorengo oina-
rria dute: {u1, u2, u2}. Oinarri horretan, Hamiltondarraren (Ĥ) eta beste bi
behagarrien (Â eta B̂) adierazpen matrizialak hauek dira:

Ĥ = h̄ω0

 1 0 0
0 2 0
0 0 2

 , Â = a

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

 eta B̂ = b

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 ,
non ω0, a eta b konstante positiboak eta errealak diren. Sistema fisikoaren
hasierako egoera ondorengoa izanik:
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ψ(t = 0) =
1√
2
u1 +

1

2
u2 +

1

2
u3,

erantzun ondorengo galderak:

• Trukakorrak al dira Ĥ eta Â?, eta Â eta B̂? Zein bikotek osotzen dute
behagarri trukakorreko multzo osoa?

• Aurkitu al dezakegu Ĥ eta Â-ren aldibereko autofuntzio-oinarririk?
Zen da? Eta Ĥ eta B̂-rena?

• t = 0 aldiunean, energia neurtzen badugu, zeintzuk dira lor ditzakegun
balioak eta hauen probabilitateak? Zein da < Ĥ > eta ∆Ĥ?

• Edozein t aldiune batean Â neurtzen badugu, zeintzuk dira lor ditza-
kegun balioak eta hauen probabilitateak? Kalkulatu < Â > (t) eta
∆A(t).

• Gauza bera baina B̂ eragilearekin.
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