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Resumen

En este estudio se ha investigado el desarrollo de las soluciones que dan los nifios a cuatro tipos de pro-
blemas aritméticos no estdndar. Se ha intentado ofrecer una evidencia indirecta de las creencias que los
nifios desarrollan sobre los problemas verbales a través de la inmersién en la cultura escolar tradicional
de las matemdticas. Dichas creencias son: todo problema tiene solucidn, solo hay una respuesta numé-
rica correcta, siempre es necesario realizar cdlculos y todos los nimeros deben ser usados para hallar la
solucion. Se solicité a alumnos desde 1.° hasta 6.° de Educacion Primaria (E.P.) que resolviesen cuatro
problemas verbales contrarios a estas cuatro creencias. Los resultados generales revelaron, en primer
lugar, que solo el 37.9% de respuestas de los nifios eran correctas. En segundo lugar, el grado de difi-
cultad que encontraban para resolver los distintos problemas verbales fue aumentando desde el deno-
minado problema irresoluble (18.3%), seguido por el de soluciones nuiltiples (30.3%), el que tiene la
solucion incluida en el enunciado (45.7%), hasta el de datos irrelevantes (57.3%). En tercer lugar, se
hall6 que las respuestas correctas de los niflos aumentaron desde 1.° de E.P. (15.5%) hasta 6.° de E.P.
(56%), pero no entre los tres cursos inferiores ni entre los tres cursos superiores. El articulo finaliza con
la discusion de las implicaciones tedricas, metodoldgicas y educativas.

Palabras clave: Creencias, problemas no estindar, estrategias de resolucion de problemas, educa-
cion matematica, cultura de las matematicas.

Abstract

This study investigated the development of children’s solutions of four types of non-standard arithmetic
word problem, with a view to gather indirect evidence of the following beliefs about word problems
that they develop through their immersion in the culture of traditional school mathematics: every
word problem is solvable, there is only one numerical correct answer, it is always necessary to do
calculations, and all numbers must be used in order to calculate the solution. Children from Grade 1
to 6 solved four word problems that violated these four beliefs. General results revealed, first, that
only 37.9% of children’s responses were correct. Second, the difficulty was increasing, starting with
the unsolvable problem (18.3%), and followed by the multiple solutions (30.3%), the given solution
(45.7%) and the irrelevant data problem (57.3%). Third, children’s correct responses increased from
Grade 1 (15.5%) to Grade 6 (56%), but not within the three lower and the three upper grades. The
article ends with a discussion of the theoretical, methodological, and educational implications.
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Introduccion

Los problemas estandar versus
los problemas no estandar

Los problemas verbales consti-
tuyen una parte importante del curri-
culo de matemdticas en Educacion
Primaria. En la resolucién de pro-
blemas verbales, se espera que los
alumnos empleen de forma correcta
los conceptos y destrezas matemad-
ticos que han adquirido durante la
ensefianza de las matemadticas. Esto
requiere no solo de un buen conoci-
miento de los hechos numéricos, re-
glas, principios y operaciones es de-
cir, la sintdctica de las matematicas
(Ilani y Margolin, 2010), sino tam-
bién de que comprendan el enun-
ciado del problema y de que razo-
nen sobre como dicha sintdctica de
las matemdticas debe ser usada en
funcién de la situacion descrita en
el problema es decir, la semdntica
de las matemadticas (Gerofsky, 1996;
Verschaffel y De Corte, 1997).

Una de las principales razones
para la inclusién de los problemas
verbales en el curriculo de mate-
madticas es que estos permiten la
prdctica con situaciones cotidianas
en las que los alumnos necesitardn
aplicar lo que han aprendido en sus
clases de aritmética, geometria o dl-
gebra (es decir, la llamada funcién
de aplicacién de los problemas ver-
bales, ver Verschaffel, Greer, y De
Corte, 2000).

La mayoria de los autores consi-
deran que a la solucién competente
de un problema se llega mediante

un proceso complejo de modelado
multi-fase, basado principalmente
en: (1) la construccion de un mo-
delo interno de la situacidn descrita
en el problema que debe reflejar que
se ha producido una comprension de
los elementos y las relaciones que
se describen en la historia del pro-
blema, y (2) la transformacion de
este modelo interno en un modelo
matemadtico que recoja los elemen-
tos y las relaciones que son esencia-
les para la solucion. Estos dos pa-
sos son seguidos por: (3) el trabajo
con dicho modelo matemadtico para
conseguir obtener un resultado ma-
temdtico, (4) la interpretacion de
los resultados de los cdlculos, (5) la
evaluacion de si la interpretacion
del resultado matemdtico es com-
putacionalmente correcto y razona-
ble, y (6) la comunicacién de la so-
lucion obtenida (p. e., Verschaffel
et al., 2000; Verschaffel y De Corte,
1997).

En la literatura, los problemas
verbales han sido clasificados de
varias formas. Una primera distin-
cién importante es la realizada en-
tre los problemas estdndar y los pro-
blemas no estdndar (Verschaffel et
al., 2000). Los problemas verbales
estdndar se modelan de forma co-
rrecta e inequivoca y se resuelven
mediante la aplicacion directa de
una operacién aritmética con los
nimeros dados, o la combinacidon
de dos o mds operaciones. En algu-
nos casos, la operacion aritmética
correcta se extrae facilmente a partir
de una o mds palabras clave inclui-
das en el enunciado del problema
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(p. e., la presencia de las palabras
«conseguir» o «recibir» significa
que la operacion requerida serd la
adicién, mientras que las palabras
«dar» o «perder» sugieren que debe
realizarse una sustraccion), pero en
otros casos la identificaciéon de la
solucién aritmética correcta es me-
nos evidente (p. e., cuando el pro-
blema contiene una palabra clave
que conduce a la operacién inco-
rrecta, cuando la situacidn descrita
en el enunciado no es familiar para
el alumno o cuando el problema
requiere realizar varios pasos de
cdlculo). No obstante, una carac-
teristica comun a todos los proble-
mas estdndar es que se ajustan per-
fectamente a la descripcion de un
problema verbal realizada por Ge-
rofsky (1996; ver también Verscha-
ffel et al., 2000), que considera los
problemas verbales como textos con
una estructura tripartita con los si-
guientes componentes:

— El componente «contexto» en el
que se establecen los persona-
jes y la localizacion de la histo-
ria (sin embargo, de acuerdo con
Gerofsky, este componente no es
realmente esencial).

— El componente «informacién»
en el que se ofrece la informa-
cién necesaria para resolver el
problema (Gerofsky [1996, p.
37] indica que algunas veces se
aflade informacién extrafia que
actda «como un sefiuelo para los
confiados»).

— La pregunta que puede ser re-
suelta mediante la aplicacion de

una o mds operaciones aritméti-
cas con los datos numéricos pro-
porcionados en el segundo com-
ponente.

De acuerdo con Verschaffel,
Greer y De Corte (2007), la mayo-
ria de las investigaciones centradas
en los problemas verbales han es-
tado basadas en este tipo de proble-
mas estandar, sobre todo en los con-
tenidos curriculares de la aritmética
elemental, pero también de la geo-
metria y del dlgebra. Esta investi-
gacion ha demostrado ampliamente
que: (1) distintas variables relacio-
nadas con las tareas influyen en la
exactitud, representacion, estrate-
gias de resolucion y errores de los
aprendices, y (2) los diversos mate-
riales y métodos de ensefianza tie-
nen un gran impacto en los procesos
y destrezas de resolucién de proble-
mas de los aprendices (para una re-
vision general ver p. e., Verschaffel
et al., 2007).

Sin embargo, por diversas ra-
zones, los investigadores también
han estudiado otro tipo de proble-
mas verbales que se han denomi-
nado problemas no estdndar. Con-
trariamente a la primera categoria
de problemas que se ajustan a la
mencionada estructura tripartita
propuesta por Gerofsky (1996), y
por tanto, por definicién, provocan
poca o ninguna discusion sobre lo
que tiene que ser considerado como
una respuesta correcta, los proble-
mas no estdndar comparten la ca-
racteristica general de que se des-
vian de una o mds formas de dicha
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estructura tripartita y de sus normas
(para consultar ejemplos de los es-
tudios realizados con problemas no
estdndar ver p. e., De Corte y Vers-
chaffel, 1985; Jiménez, 2012; Ji-
ménez y Ramos, 2011; Littlefield y
Riesser, 1993; Puchalska y Sema-
deni, 1987; Reusser y Stebler, 1997,
Selter, 1994; Verschaffel, De Corte,
y Lasure, 1994). Precisamente, en
este trabajo se presenta un estudio
en el que se ha pedido a nifios de to-
dos los niveles escolares de Educa-
cién Primaria que resuelvan varios
tipos de problemas no estdndar, en
el contexto de una entrevista indivi-
dual, con el objetivo de profundizar
sobre el desarrollo de ciertas creen-
cias (implicitas) sobre los problemas
matematicos y la forma de resolver
dichos problemas en el contexto es-
colar. Pero antes de presentar la jus-
tificacidn, los objetivos, el disefio y
los resultados de ese estudio, se re-
visard brevemente la investigacion
disponible sobre los problemas arit-
méticos verbales no estdndar.

Las investigaciones previas
realizadas con problemas verbales
no estandar

Como se ha mencionado ante-
riormente, la mayor parte de la in-
vestigacion realizada con problemas
verbales se ha centrado en los pro-
blemas habituales. Después de todo,
estos son los problemas que apare-
cen con mayor frecuencia en los li-
bros tradicionales de matemadticas,
en las clases y también en las eva-
luaciones (Reusser y Stebler, 1997;

Verschaffel et al., 2000). Sin em-
bargo, uno de los problemas de es-
tos trabajos de investigacion es que
solo explican parcialmente los pro-
cesos y componentes implicados en
la habilidad de resolucién de pro-
blemas, en particular, y de mode-
lizacién matemadtica, en general.
Durante las ultimas décadas, el tra-
bajo tedrico y empirico realizado en
distintos dmbitos de investigacion,
como la lingiifstica, la pragmatica,
la antropologia y las etnomatema-
ticas han conducido a un aumento
del interés en los problemas verba-
les, considerdndolos como un pe-
culiar «género textual» (Gerofsky,
1996, p. 37), «un peculiar disposi-
tivo cultural» (Lave, 1992, p. 75), o
«un juego especifico» con sus pro-
pias intenciones, estructura, reglas
y tdcticas, que debe ser conocido y
respetado por todas las partes invo-
lucradas (De Corte y Verschaffel,
1985, p. 7). Inspirados por estas
ideas tedricas, muchos investigado-
res han empezado a indagar sobre
este fendmeno de forma empirica.
El principal método de investiga-
cién ha sido presentar a los alumnos
problemas denominados no estdn-
dar que se desvian de la estructura
tipica de los problemas verbales. De
ahora en adelante, se revisara breve-
mente la literatura sobre la investi-
gacion realizada sobre cuatro tipos
diferentes de problemas no estdn-
dar. Por lo general, los resultados
de estos estudios, y particularmente
el bajo rendimiento de los estudian-
tes en la resolucién de este tipo de
problemas, se han utilizado para de-
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mostrar la naturaleza problemadtica
de los resultados de aprendizaje que
se derivan de la ensefianza tradicio-
nal basada unicamente en proble-
mas estdndar.

Los problemas irresolubles. En
algunas investigaciones se han em-
pleado problemas que son irresolu-
bles porque falta uno de los datos.
Por ejemplo, De Corte y Verscha-
ffel (1985) presentaron a nifios de
1.° de Educacion Primaria (E.P.) un
problema que omite informacion re-
levante (p. e., «Pedro tenia algunas
manzanas. Dio cuatro manzanas a
Ana. ;Cudntas manzanas tiene Pe-
dro ahora?»), y hallaron que la ma-
yoria de los nifios no se daba cuenta
de que el problema era imposible
de resolver. Puchalska y Semadeni
(1987) indicaron igualmente que
un nimero significativo de nifios
de edades comprendidas entre los
7 y 12 afios concluy6 que un pro-
blema similar era irresoluble, pero
curiosamente la mayoria de ellos
también crefa que un estudiante me-
jor o un profesor podrian resolverlo
con total seguridad. En un estudio
reciente, Jiménez y Ramos (2011)
también concluyeron que el 80% de
los alumnos de 2.° y 3.° de E.P. fa-
llaba a la hora de detectar que nece-
sitaban mds informacion para resol-
ver el siguiente problema que omite
informacion relevante: «Mario estd
jugando con canicas en el parque.
Mario tiene 17 canicas y su amigo
Jorge le da 7. Cudntas canicas tiene
Jorge ahora?».

Curiosamente, en la literatura
se pueden también encontrar estu-

dios que han empleado problemas
que son irresolubles porque la in-
formacion que se ofrece en el pro-
blema no estd relacionada con la
pregunta, como sucede en el cld-
sico e hilarante problema del capi-
tdn (p. e., «<Hay 26 ovejas y 10 ca-
bras en un barco. ;Cudntos afos
tiene el capitdn?»), que fue resuelto
erroneamente por el 88% de los ni-
flos de 1.°y 2.°de E.P. y el 38% de
los nifios de 3.° y 4.° (Baruk, 1985).
De manera generalizada, los alum-
nos respondian que el capitdn tenia
36 afios sumando para ello el nu-
mero de ovejas y de cabras (resul-
tados similares pueden encontrarse
en Reusser, 1988). Al contrario de
Baruk, Radatz (1983) encontré que
el porcentaje de nifios que trataba
de llegar a alguna solucion, en vez
de disminuir, aumentaba desde Edu-
cacion Infantil (10%) hasta 4.° de
E.P. (60%). Muchos autores han in-
terpretado el sorprendente resultado
de que los nifios de Educacion Pri-
maria calculasen masivamente la
edad del capitdn sumando (restando,
multiplicando o dividiendo) cabras
y ovejas como una evidencia de su
«falta de sentido comun» (Baruk,
1985; ver también Verschaffel et al.,
2000). Sin embargo, en algunos es-
tudios posteriores, en los que se pe-
dia a los nifios que explicasen las
soluciones que previamente habian
dado al problema del capitdn, se en-
contré que los nifios justificaban di-
cha respuesta «absurda» creando
«contextos mdgicos» —es decir,
elaboraciones personales—, tal y
como se muestra en este ejemplo: e/
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capitdn ha comprado un animal por
cada ario de su vida, asi siempre sa-
brd la edad que tiene (Selter, 1994).

Los problemas con soluciones
miiltiples. Otros investigadores han
empleado problemas que pueden re-
solverse de miiltiples maneras de-
bido a la presencia de una o mds
ambigiiedades en el enunciado. Pu-
chalska y Semadeni (1987) solici-
taron a alumnos de 1.°y 2.° de E.P.
que resolviesen el siguiente pro-
blema: «Gapcio le puso a Dolly el
siguiente problema: En un drbol hay
gorriones. Yo he visto 5 gorriones y
Dick ha visto 6 gorriones. ;Cudntos
gorriones hay en el drbol? ;Qué le
debe responder Dolly a Gapcio?».
De nuevo, muchos nifios conside-
raban que Dolly debia responder:
11 gorriones. Del mismo modo,
Verschaffel et al. (1994) presentaron
a alumnos de Educacion Primaria
una serie de problemas no estdndar
(o, en palabras de los autores, «pro-
blemdticos»), en los que se introdu-
cia una relacion ambigua o discuti-
ble entre, por un lado, el «contexto»
del problema y, por otro, la estruc-
tura matemdtica subyacente, por lo
menos si se considera seriamente
que el problema describe una si-
tuacidén real, tal y como sucede en
el problema de la distancia hasta
la escuela: «Bruce y Alice van a la
misma escuela. Bruce vive a 17 ki-
Iémetros de la escuela y Alice a
8 kilometros. ;A qué distancia vi-
ven Bruce y Alice una de la otra?».
La gran mayoria de los alumnos re-
solvid este problema de la forma
esperada, es decir, ofreciendo una

tnica respuesta, numérica y precisa,
basada en la realizacion de una ope-
racion aritmética con los dos nime-
ros dados (una adicidén o una sus-
traccion). En realidad, el porcentaje
de alumnos que contempld la posi-
bilidad de que hubiese mds de una
solucion fue dramdticamente bajo,
es decir, de tan solo el 5%.

Los problemas con la solucion
incluida. Otras investigaciones han
enfrentado a los nifios a otro tipo de
problemas no estdndar que pueden
ser resueltos ofreciendo como solu-
cién uno de los nimeros incluidos
en el problema. Asi, Selter (1994)
solicité a nifios de 3.° de E.P. que re-
solviesen una variante del problema
del capitdn, en el que se incluia,
ademds de los dos datos irrelevan-
tes, un tercer dato que indicaba la
edad: «Un pastor de 27 afios de edad
tiene 19 ovejas y 10 cabras. ;Qué
edad tiene el pastor?». En este caso,
el haber incluido de forma explicita
la edad del pastor tampoco ayudo a
los alumnos a solucionar con €xito
el problema. En vez de responder
que el pastor tenfa 27 afios, la mi-
tad de los nifios sumaba la edad del
pastor a los otros dos nimeros o
realizaba dos operaciones aritméti-
cas diferentes con los tres nimeros
dados. Van Dooren, De Bock, Hes-
sel, Janssens y Verschaffel (2005)
presentaron a nifios de cursos com-
prendidos entre 2.° de E.P. y 2.° de
Educacion Secundaria Obligatoria
(E.S.O.) distintos problemas de pro-
porcionalidad y de falsa proporcio-
nalidad en los que la solucién se in-
clufa en el texto, como el siguiente
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«Un grupo de 5 musicos tocan una
pieza de musica en 10 min. Otro
grupo de 35 musicos va a reprodu-
cir la misma pieza musical. ; Cudnto
tiempo le llevard a este grupo to-
car la pieza?». En general, solo el
30.6% de los nifos se dio cuenta de
que la solucién aparecia en el pro-
blema, con un incremento general
desde 3.° de E.P. hasta 2.°de E.S.O.,
exceptuando los cursos intermedios
en los que el rendimiento se man-
tuvo estable (5.° y 6.° de E.P.). Cu-
riosamente, el nimero de respuestas
erréneas basadas en la proporciona-
lidad aumenté desde 2.° hasta 6.° de
E.P. Los autores llegaron a la con-
clusién de que, probablemente, el
aumento de este tipo de errores en
los estudiantes de quinto y sexto es-
taba relacionado con el tipo de pro-
blemas que habfan sido tratados en
el aula recientemente.

Los problemas con informacion
extrafia. Una ultima categoria in-
cluye problemas no estdndar que
contienen informacién superflua
en el enunciado. En otras palabras,
ademads de los nimeros que son ne-
cesarios para hallar la solucidn, el
enunciado del problema también
contiene uno o mds nimeros que
son irrelevantes (p. e., Carpenter et
al., 1988; Kouba et al., 1988; Little-
field y Riesser, 1993). Por ejemplo,
Littlefield y Riesser (1993), con el
objetivo de analizar la dificultad que
suponia la inclusion de informacion
irrelevante, seleccionaron a alum-
nos de 5.° de E.P. con mejor y peor
rendimiento en matematicas, y les
presentaron problemas en los que se

inclufa informacién relevante e irre-
levante con diferentes niveles de si-
militud, como el siguiente problema
con datos irrelevantes no similares:
«En el primer dia de la gran carrera,
Anthony corrié 12 millas. El se-
gundo difa corrié 9 millas. Shelley
vendié 15 litros de limonada du-
rante la carrera. También dio 8 li-
tros de agua fria. ;Cudnta distancia
corrié Anthony?». En el caso de los
estudiantes con mejor rendimiento,
el porcentaje de éxito se situd alre-
dedor del 95%, mientras que para
los de peor rendimiento matemdtico
fue de aproximadamente el 65%.
Ademads, por lo general, los nifios
detectaban mds facilmente que la
informacion era superflua cuando
dicha informacién no era similar a
los datos relevantes. Los autores in-
terpretaron estos resultados como
una prueba mds de que los nifios
con peor nivel en matemdticas reali-
zan sin éxito un enfoque superficial
basado en que «deben hacer algo
con todos los nimeros que figuran
en el problema», prestando poca o
ninguna atencion a la funcién real
que cumplen los nimeros en la es-
tructura del problema.

En conclusion, a pesar de las
diferencias evidentes entre los di-
versos tipos de problemas, la inves-
tigacion previa ha proporcionado
evidencia empirica sobre el enfoque
superficial, rutinario y no realista
que los nifios de Educacién Prima-
ria emplean para resolver distintos
problemas no estdndar, aborddndo-
los como si fuesen problemas es-
tandar. Estos resultados pueden in-
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terpretarse como una prueba de que
los estudiantes, en general, y los que
tienen peor nivel en particular, tien-
den a abordar y resolver problemas
con la fuerte expectativa de que son
problemas estdndar y sin la inten-
cién de construir un modelo situa-
cional y matemdtico que sea apro-
piado. Esta expectativa se basa en
creencias (implicitas) tales como:
(a) todo problema que se presenta
en clase de matemdticas tiene una
solucidn, (b) solo hay una unica res-
puesta correcta, numérica y precisa,
para cada problema, (c) es necesario
realizar cdlculos para resolver un
problema, y (d) todos los nimeros
que figuran en el enunciado deben
utilizarse en los cdlculos.

;De donde proceden las
dificultades de los alumnos
para resolver los problemas
no estandar?

La interpretacion anterior nos
lleva a la siguiente pregunta: ;cémo
se desarrollan dichas estrategias su-
perficiales y creencias sobre la reso-
lucién de problemas aritméticos es-
colares? Se supone que el desarrollo
de las estrategias de los estudiantes
y sus concepciones sobre la resolu-
cion de problemas se produce im-
plicitamente, poco a poco, y tdci-
tamente durante la inmersién en la
cultura de la clase de matemadticas.
En otras palabras, las estrategias y
las creencias de los estudiantes se
desarrollan a partir de sus percep-
ciones e interpretaciones del con-
trato didactico (Brousseau, 1997)

o de las normas socio-matemadti-
cas (Yackel y Cobb, 1996) que de-
terminan, en cierta medida de ma-
nera explicita, pero principalmente
de forma implicita, cémo se deben
comportar en clase de matemadti-
cas, qué problemas se pueden espe-
rar, cudl es la forma de resolverlos y
discutirlos con el profesor, y asf su-
cesivamente. En concreto, esta en-
culturacién parece ser causada prin-
cipalmente por dos aspectos que
se derivan de la prdctica educativa
actual: (1) la naturaleza de los pro-
blemas que se presentan en clase,
y (2) la forma en la que estos pro-
blemas son concebidos y tratados
por los profesores (p. e., Freuden-
tal, 1991; Gerofsky, 1996; Orrantia,
Gonzdlez, y Vicente, 2005; Reusser
y Stebler, 1997; Schoenfeld, 1991;
Wyndhamn y Siljo, 1997).

En primer lugar, vamos a dete-
nernos en el primer factor explica-
tivo. En un intento de resumir las
caracteristicas de los problemas ver-
bales tradicionales que aparecen en
las aulas y en los libros de texto y
que, como se ha mencionado ante-
riormente, se encuentran en la base
de las estrategias inadecuadas y las
creencias de los estudiantes sobre
como resolver los problemas, Reus-
ser y Stebler (1997) afirmaron que:

La mayoria de los problemas
aritméticos que se utilizan en la en-
seflanza de las matemdticas se for-
mulan como si fuesen vifietas verba-
les semdnticamente empobrecidas.
Los estudiantes no solo saben por
su experiencia escolar con las ma-
temdticas que todos los problemas
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son indudablemente resolubles, sino
también que todos los datos inclui-
dos en un problema son relevantes
para poder resolverlo, y todo lo que
pueda ser necesario estd incluido
en el enunciado del problema. Si-
guiendo este guion, muchos de los
enunciados de los problemas dege-
neran en ecuaciones mal disfrazadas
(p- 323).

Si la gran mayoria de los pro-
blemas incluidos en los libros de
texto y en las evaluaciones presen-
tan estas caracteristicas, no deberia
ser una sorpresa que muchos alum-
nos desarrollen gradualmente, e ine-
vitablemente, estrategias superfi-
ciales y creencias erréneas sobre la
resolucién de problemas. En rela-
cién con esto ultimo, podemos pun-
tualizar que se han analizado qué
tipos de problemas de estructura
aditiva se incluyen en los libros de
texto de tres importantes editoria-
les espafiolas —Santillana, SM y
Anaya— usadas en Educacién Pri-
maria. Dichos andlisis han puesto
de manifiesto que, considerando to-
dos los niveles escolares conjun-
tamente, solo un total del 3.1, 1.6
y 0.6% de los problemas, respecti-
vamente para cada editorial, omi-
tfan datos relevantes o contenian
informacion superflua (Orrantia et
al., 2005). Del mismo modo, Scho-
enfeld (1991) encontré que la gran
mayoria de los problemas incluidos
en algunos libros de texto de Esta-
dos Unidos (en algunos casos hasta
el 90% de los problemas) se podian
solucionar por medio de estrategias
basadas en palabras clave. Es evi-

dente que, tras ser expuestos fre-
cuentemente a problemas estdndar,
pueda esperarse que los alumnos los
aborden mediante estrategias super-
ficiales relacionadas con creencias
incorrectas, en lugar de modelarlos
matemadticamente de una forma mds
auténtica y profunda acompafiada
de creencias mds abiertas y produc-
tivas (Freudental, 1991; Reusser,
1988; Schoenfeld, 1991; Verscha-
ffel et al., 2000; Wyndhamn y Siljo,
1997).

Un segundo factor explicativo
plausible para el desarrollo de di-
chas estrategias y creencias sobre la
resolucién de problemas es la forma
en la que estos problemas se con-
ciben y se tratan en la actualidad
por los profesores en clase de ma-
temdticas. En términos generales,
los profesores no hacen comenta-
rios explicitos ni reflexionan sobre
el género peculiar de los problemas
que plantean en clase de matema-
ticas (Gerofsky, 1996). Basdndose
en un andlisis en profundidad de las
interacciones que se producen entre
maestros y alumnos de dos clases de
5.°de E.P. en torno a los problemas,
Depaepe, De Corte y Verschaffel
(2010) concluyeron que los comen-
tarios espontdneos de dichos alum-
nos sobre la naturaleza ambigua y
problemadtica de los problemas o las
sugerencias para dar interpretacio-
nes o soluciones alternativas, rara
vez se consideraban o se valoraban
en clase. Andlogamente, Verscha-
ffel, De Corte y Borghart (1997)
pidieron a (futuros) profesores de
Educacion Primaria que, en primer
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lugar, resolviesen una serie de pro-
blemas que pueden ser considerados
como problemadticos desde un punto
de vista realista (como el mencio-
nado problema de la distancia hasta
la escuela). En segundo lugar, los
futuros maestros debian evaluar
cuatro respuestas alternativas de
(imaginarios) alumnos a dichos pro-
blemas mediante una de estas tres
opciones: «respuesta absolutamente
correcta», «respuesta parcialmente
correcta y parcialmente incorrecta»
0 «respuesta totalmente incorrectax.
Para cada problema, las cuatro solu-
ciones alternativas siempre inclufan
la respuesta no realista estdndar y
la respuesta realista mds razonable
—ademads de otras dos respuestas
incorrectas—. Los resultados mos-
traron que solo la mitad de las so-
luciones ofrecidas por los futuros
docentes en la primera prueba pu-
dieron ser consideradas como res-
puestas realistas, y, en la segunda
prueba, las evaluaciones que hicie-
ron de las tipicas respuestas no rea-
listas de los alumnos jfueron mucho
mds positivas que cuando los alum-
nos realizaban consideraciones rea-
listas que les conducian a respuestas
sensiblemente mds sensatas!

En suma, la evidencia disponi-
ble sugiere que las creencias y las
estrategias de los alumnos sobre la
resolucién de problemas no se de-
sarrollan como resultado de la ense-
flanza directa, sino que surgen de la
propia naturaleza de los problemas
incluidos en los libros de texto y
las evaluaciones con las que se en-
frentan habitualmente, asi como de

la interaccion permanente profesor-
alumno en torno a estos problemas
como parte de una prdctica y cultura
tradicionales.

Objetivos y preguntas
de investigacion

El objetivo del presente estu-
dio ha sido triple. El primer obje-
tivo fue analizar el impacto que las
cuatro creencias expuestas anterior-
mente sobre la resolucion de pro-
blemas tienen en el pensamiento de
los nifios. Para ello van a emplearse
cuatro tipos problemas no estdndar
que directamente contradicen dichas
creencias: (1) un problema irresolu-
ble, (2) un problema con soluciones
miiltiples, (3) un problema con la
solucion incluida en el enunciado, y
(4) un problema que contiene infor-
macion relevante y datos irrelevan-
tes. Al comparar los resultados de
los alumnos en la resolucién de pro-
blemas que contradicen sus creen-
cias, esperamos recabar informa-
cion acerca de la fuerza de cada una
de ellas. No se ha realizado ninguna
prediccién sobre la fuerza relativa
de estas diferentes creencias, ex-
cepto que se prevé que el problema
con informacidn irrelevante serd el
mds sencillo porque viola solo mi-
nimamente la estructura tipica de
los problemas estdndar (descrita por
Gerofsky, 1996).

El segundo objetivo fue exami-
nar la evolucion del rendimiento de
los nifios en la resolucién de proble-
mas no estandar a lo largo de todo
el periodo de Educacion Primaria.

Revista de Psicodidactica, 2014, 19(1), 93-123



EL DESARROLLO DE LAS SOLUCIONES INFANTILES
EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS ARITMETICOS NO ESTANDAR 103

Diversos estudios previos habian
puesto de manifiesto las dificulta-
des experimentadas por los alum-
nos procedentes de distintos niveles
educativos, pero tan solo en algunos
se han descrito desde una perspec-
tiva evolutiva (p. e., Baruk, 1985;
Radatz, 1983; Reusser, 1988; Van
Dooren et al., 2005), y no se co-
noce ningtin estudio que haya invo-
lucrado a nifios de todos los niveles
de Educacién Primaria comparando
al mismo tiempo los cuatro tipos
de problemas no estdndar anterior-
mente revisados. En el presente es-
tudio se ha pretendido evaluar si el
rendimiento de los nifios mejora en
los niveles educativos superiores.
De nuevo, no ha sido sencillo reali-
zar predicciones al respecto. Por un
lado, se podria argumentar que, te-
niendo en cuenta que los nifios ex-
perimentan un importante desarrollo
general en el pensamiento y en las
habilidades de razonamiento desde
1.° hasta 6.° de E.P. (p. e., Inhelder
y Piaget, 1958; Montangero, 1996),
y en particular, en diversos aspec-
tos relacionados con el pensamiento
matemdtico (para una revision ver
p.- e., Nunes, Bryant, Sylva, y Ba-
rros, 2009; Schliemann y Carraher,
2002), se podria prever un aumento
en el nivel de éxito obtenido en la
resolucion de los cuatro problemas
no estdndar ligado al aumento del
nivel escolar desde 1.° hasta 6.° de
E.P. Por otro lado, considerando que
algunos investigadores han encon-
trado previamente solo una mejora
marginal relacionada con la edad en
la resolucion de problemas no es-

tandar (Baruk, 1985; Reusser, 1988;
Van Dooren et al., 2005), y en algu-
nos casos incluso una disminucion
en el rendimiento a medida que el
nivel escolar de los niflos aumenta
(ver Radatz, 1983; Van Dooren et
al., 2005), se podria igualmente ar-
gumentar que no se espera un fuerte
efecto positivo del nivel escolar de
los alumnos.

El tercer objetivo fue analizar
los posibles cambios en la natura-
leza de los errores en relacién con
el tipo de problema y el nivel esco-
lar de los alumnos. En la mayoria
de los estudios anteriores, el andli-
sis habia estado centrado en el por-
centaje de respuestas correctas. En
el presente estudio el objetivo ha
sido incorporar también una catego-
rizacion mds minuciosa y sistemad-
tica del andlisis de los errores. Me-
diante un andlisis mds detallado de
los errores, se espera hallar mds evi-
dencias acerca de la naturaleza de
las creencias de los alumnos y cémo
han afectado al proceso de resolu-
cion de problemas. En este sentido,
cabe preguntarse si el contacto gra-
dual de los alumnos con las cuatro
operaciones aritméticas sumado a
un dominio superior de dichas ope-
raciones podria influir en la natu-
raleza de las soluciones erréneas.
Por ejemplo, una de las prediccio-
nes del contrato diddctico es que
los alumnos que resuelven los pro-
blemas verbales de forma superfi-
cial tienden a aplicar de forma ruti-
naria la dltima operacién aritmética
estudiada o aquella que han prac-
ticado en mayor medida (Sowder,
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1988). Por ello, la prediccion es que
los nifios de primer ciclo de Edu-
cacién Primaria estardn mds incli-
nados a confiar en la operacion de
adicidén para encontrar la solucién a
los problemas no estdndar, mientras
que los alumnos de niveles educa-
tivos superiores tenderdn a aplicar
erréneamente las cuatro operacio-
nes aritméticas (o distintas combi-
naciones de estas).

Método
Participantes

En este estudio han participado
300 estudiantes desde 1.° hasta 6.° de
Educacién Primaria. Se selecciona-
ron 50 alumnos de cada nivel escolar
(edades comprendidas entre 6 y 12
afios) provenientes de un colegio pu-
blico espaiiol de nivel socio-cultural
medio (nifios = 51%, nifias = 49%).
Todos los participantes fueron se-
leccionados al azar de las dos cla-
ses existentes en cada curso escolar,
siempre y cuando los nifios tuviesen
un nivel normal de rendimiento ma-
temadtico. Si algin nifio estaba reci-
biendo algtin tipo de apoyo especial,
independientemente del tipo de ma-
teria, fue excluido de la muestra.

Material

El material presentado consistié
en un cuadernillo compuesto de seis
problemas: cuatro problemas no es-
tandar y dos problemas distractores
estdndar que podian resolverse fd-

cilmente realizando una sustraccion
con los dos nimeros que figuraban
en el problema (p. e., «Lucia tiene
20 euros en su hucha y compra un
anillo que cuesta 7 euros. ;Cudnto
dinero tiene Lucia ahora?»). Como
se ha indicado anteriormente, los
problemas no estdndar fueron for-
mulados para violar las cuatro
creencias bien documentadas sobre
la resolucién de problemas verba-
les, esto es: (a) un problema irreso-
luble (que viola la creencia de que
cada problema tiene una solucién
numérica), (b) un problema con so-
luciones miiltiples (contrario a la
creencia de que solo hay una tnica
respuesta numérica para cada pro-
blema), (c¢) un problema en el que
estd la solucion incluida en el enun-
ciado (opuesto a la creencia de que
es siempre necesario realizar una
operacion aritmética), y (d) un pro-
blema con datos irrelevantes (que
desaffa la creencia de que la solu-
cién a un problema se obtiene me-
diante la realizacién de una o varias
operaciones aritméticas usando to-
dos los nimeros que figuran en el
enunciado). Los cuatro problemas
no estdndar pueden consultarse en
el Cuadro 1.

Para evitar los posibles efec-
tos del orden de presentacion de los
problemas, se emple6 un disefio de
cuadrado latino. Por tanto, se crea-
ron cuatro versiones del cuadernillo
en las que se vario el orden de pre-
sentacion de los cuatro problemas
no estdndar. En todos ellos, los dos
problemas distractores se situaron
en la tercera y quinta posicion.
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Cuadro 1

Los Cuatro Tipos de Problemas No Estdndar Usados en el Estudio

Marfa ha ido al circo con su amiga Ana. Marfa tiene 13 euros y su amiga

Irresoluble . . . -
Ana le deja 7 euros para pagar la entrada. ;Cudnto dinero tiene Ana ahora?
. Lucfa ha comprado una bolsa de 14 chicles de varios sabores. Como le han
Soluciones . L p .
P puesto pocos de menta y son sus favoritos, Lucia pide después 8 chicles de
multiples P . . p
menta. ;Cudntos chicles de menta tiene ahora Lucia?
Solucién  Un pastor tiene 17 ovejas en su granja. Como quiere ampliar la granja com-
incluida  pra 8 cabras. ;Cudntas ovejas tiene ahora el pastor en la granja?
Datos Lorena ha comprado una caja de 12 pinturas para clase de Pldstica. Su
. amiga Silvia le regala otra caja que contiene 3 boligrafos y 9 pinturas.
irrelevantes

(Cudntas pinturas tiene ahora Lorena?

Nota. Los problemas se presentaron en espaiiol.

Para evitar posibles dificulta-
des relacionadas con otros facto-
res relacionados con la tarea, todos
los problemas se formularon con la
misma estructura semantica, es de-
cir, con una estructura de cambio y
con la incdgnita situada en el resul-
tado. Ademds, todos los problemas
se formularon de tal manera que la
solucidn errénea basada en un mo-
delado superficial del problema de-
rivara en la adicion de (todos) los
nimeros ofrecidos en el problema.
También, para evitar que posibles
dificultades relacionadas con los
cdlculos pudiesen jugar un papel
decisivo, se emplearon nimeros pe-
quefios (es decir, en todos los casos
por debajo del 20), con el primer
sumando comprendido entre 10 y
19 y el segundo sumando inferior
a 10.

Procedimiento

A todos los nifios, independien-
temente del nivel escolar, se les su-
ministré de forma individual una de
las cuatro versiones del cuadernillo
de problemas durante el horario es-
colar. Las entrevistas tuvieron una
duracion aproximada de 20 minu-
tos. Se decidi6 optar por este pro-
cedimiento de recogida de los datos
porque se esperaba que la entre-
vista individual, en comparacion
con una prueba de aplicacion colec-
tiva, producirfa un mayor nimero
de respuestas que ayudasen a expli-
car las creencias de los alumnos so-
bre (como abordar y resolver) los
problemas verbales (Verschaffel y
De Corte, 1997; Wyndhamn y Siiljo,
1997).

Los problemas se presentaron
por escrito en hojas distintas y fue-
ron leidos en voz alta por el entre-
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vistador. En el caso de que los nifios
necesitasen una segunda lectura, po-
dian pedirle al entrevistador que le-
yese el problema de nuevo o (re)
leer ellos mismos el problema to-
das las veces que quisiesen. En to-
dos los problemas, a los nifios se les
pedia primero que ofreciesen una
solucién y, después, que la explica-
sen; o si no podian resolver el pro-
blema, que expresasen sus dudas
o cudles eran las dificultades que
no les permitian dar una respuesta.
Si los nifios no sabfan cémo resol-
ver el problema y/o pedian ayuda,
el entrevistador simplemente vol-
via a leer el problema vy, si después
seguian sin responder o no querian
hacerlo, el entrevistador les pregun-
taba cudles eran los motivos por los
que no podian dar una respuesta o
por qué tenian dificultades.

Categorizacion de las respuestas

Todas las respuestas de los ni-
fos fueron transcritas durante las
entrevistas. Se diferenciaron cinco
categorias de respuesta: una ca-
tegoria de respuestas correctas y
cuatro categorias de respuestas in-
correctas. En cada problema, los
niflos recibfan 1 punto (si habian
dado la respuesta correcta) o O pun-
tos (si su respuesta consistia en una
de las cuatro categorias de errores),
por lo que finalmente podfan obte-
ner una puntuacion total que osci-
laba entre 4 y O puntos. El procedi-
miento para asignar las soluciones
a una de las cinco categorias de
respuesta se basé en una combi-

nacion de: (a) el andlisis de la res-
puesta del nifio (p. e., la respuesta
numérica o la afirmacién del nifio
de que el problema era irresoluble,
de que habia mds de una solucién
posible, etc.), (b) el andlisis de las
explicaciones que ofrecian los ni-
flos para justificar el uso de una o
varias operaciones aritméticas, o la
explicacion de que no habian ne-
cesitado hacer ningun cdlculo para
hallar la solucidn (ver el Apéndice
para una explicacion mds detallada
del esquema de categorizacidn).
Teniendo en cuenta los objetivos
del estudio, los errores de calculo
no se consideraron relevantes para
categorizar las respuestas en nin-
guna de las cinco siguientes cate-
gorfas de respuesta:

1. Respuesta correcta: la respuesta
correcta (numérica o no) debia
estar seguida de una explicacion
adecuada de las demandas del
problema, es decir, los nifios ne-
cesitaban mencionar de forma
explicita, dependiendo del tipo
de problema, que no era posible
encontrar una solucién porque
faltaba informacion numérica
(problema irresoluble), que era
posible ofrecer mds de una so-
lucién en funcion del valor que
se asignase al término «pocos»
(problema con soluciones nuilti-
ples), que no era necesario hacer
una operacion aritmética debido
a que la solucion se ofrecia en el
propio problema (problema en el
que estd la solucion incluida), o
que alguin dato no era necesario
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para resolver el problema (pro-
blema con datos irrelevantes).

2. Respuesta incorrecta de adicion:
la solucion estd basada en la adi-
cién de todos los nimeros que
se incluyen en el enunciado del
problema, es decir, los dos datos
que figuran en el problema irre-
soluble, el que tiene soluciones
muiltiples y en el que estd la so-
lucion incluida, y los tres datos
en el problema con datos irrele-
vantes.

3. Errores basados en otras opera-
ciones incorrectas: son respues-
tas basadas en la realizacién de
una o mds operaciones aritméti-
cas diferentes con los nimeros
que aparecen en el enunciado
(p. e., una sustraccién, una mul-
tiplicacion, una division o la
combinacién de dos o mds de las
cuatro operaciones aritméticas).

4. Ausencia de respuesta: si el nifio
no ofrecia ninguna respuesta o
decia que no podia resolver el
problema y, ademds, era incapaz
de ofrecer una explicacién sobre
los motivos por los que no habia
sido capaz.

5. Otras respuestas: se recogen en
esta categoria todas las solucio-
nes distintas a las anteriores que
no han podido ser codificadas en
ninguna de las cuatro categorias
previas.

Todas las respuestas de los ni-
flos fueron codificadas por la pri-
mera autora. De todas ellas, se se-
leccioné al azar una muestra del
10% de las respuestas de los nifios

de todos los niveles escolares que
fueron categorizadas independiente-
mente por un segundo evaluador. La
fiabilidad entre ambos evaluadores
fue del 0.96, es decir, un nivel de
acuerdo casi perfecto (coeficiente
kappa ponderado, Cohen, 1968).

Resultados

Los resultados se dividen en dos
secciones. En primer lugar, se pre-
sentan los resultados del andlisis
cuantitativo del impacto de las va-
riables independientes sobre el nu-
mero de respuestas correctas y, a
continuacion, se describen los resul-
tados procedentes del andlisis cuali-
tativo de los errores de los alumnos.

Analisis cuantitativo

En la Tabla 1 se muestran los
porcentajes y las desviaciones tipi-
cas de las respuestas correctas a los
cuatro problemas no estdndar en los
seis niveles escolares. El andlisis de
los datos se ha realizado mediante
un ANOVA mixto 6 (Nivel escolar:
1.9vs. 2.°vs. 3.9vs. 4.2vs. 5.°vs. 6.7
de E.P.), como factor intersujeto x 4
(Tipo de problema: irresoluble vs.
soluciones miiltiples vs. solucion in-
cluida vs. datos irrelevantes), como
factor intragrupo, con medidas repe-
tidas en el dltimo factor.

El primer resultado destacable
es que tan solo el 37.9% de las res-
puestas globales pudieron ser con-
sideradas correctas. Este porcentaje
indica las grandes dificultades que
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Tabla 1

Porcentaje de Respuestas Correctas (y Desviaciones Tipicas) a los Cuatro Tipos

de Problema en Funcion del Nivel Escolar

Soluciones

Solucion Datos

Trresoluble multiples incluida irrelevantes Media
L°EP 2 8 18 34 15.5
- B (.14) (27) (.:39) (.48) (32)
. 4 10 26 32 18
2°EP (.20) (.30) (.44) (47) (.35)
3P 18 30 36 48 33
il (:39) (.46) (.49) (51) (.46)
AOEP 30 36 62 70 49.5
il (.46) (.49) (.49) (.46) (.48)
soEp 2 50 7 78 55.5
il (.42) (51) (.45) (42) (.45)
. 34 48 60 82 56
6."EP (.48) (51) (.50) (:39) (47)
. 18.3 30.3 45.7 57.3
Media (:39) (.46) (.50) (.50)

encontraron los nifios para resolver
los cuatro problemas no estdndar,
en consonancia con nuestra primera
prediccidn, y con los resultados pro-
cedentes de varios estudios previos,
en los que se habia encontrado un
nimero alarmantemente alto de res-
puestas incorrectas en la resolucién
de diferentes tipos de problemas no
estandar (ver también Baruk, 1985;
Jiménez y Ramos, 2011; Little-
field y Riesser, 1993; Radatz, 1983;
Reusser, 1988; Selter, 1994; Van
Dooren et al., 2005; Verschaffel et
al., 1994). En general, el bajo nivel
de éxito a la hora de resolver este
tipo de problemas confirma que los
nifios presentan una serie de creen-
cias incorrectas sobre los problemas
verbales y la forma de resolverlos

en clase de matemadticas. Centrando-
nos ahora en el andlisis de este por-
centaje global desde una perspectiva
individual, se ha encontrado igual-
mente que un elevado porcentaje de
alumnos fue incapaz de considerar
adecuadamente las demandas es-
pecificas de cada tipo de problema,
ya que el 34.7% de los nifios no re-
solvié correctamente ninguno de
los cuatro problemas no estdndar, y
solo el 12% de los participantes re-
solvid correctamente los cuatro pro-
blemas.

En segundo lugar, los resul-
tados del ANOVA revelaron un
efecto significativo del Tipo de Pro-
blema, F(3,882) = 73.18, p < .01,
77p2 = .199. Especificamente, se ha
encontrado un incremento de la di-
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ficultad de los problemas, comen-
zando por el problema irresolu-
ble (18.3%), seguido por el que
tiene soluciones miuiltiples (30.3%),
el que tiene la solucion incluida
(45.7%) y, finalmente, el problema
con datos irrelevantes que resultd
ser el mds sencillo (57.3%) (ver
Tabla 1). El andlisis de las compa-
raciones multiples mostré que las
diferencias en el aumento del nivel
general de dificultad de los proble-
mas fueron significativas (prueba
de Bonferroni, p < .01). Si asumi-
mos que las mencionadas diferen-
cias en el nivel de éxito en cada
tipo de problema son un reflejo de
la fuerza de las distintas creencias
erroneas, este segundo hallazgo de-
muestra, como se esperaba, que
ciertas creencias estdn mds arraiga-
das que otras en el pensamiento de
los nifios.

En tercer lugar, el efecto del
Nivel escolar fue también signifi-
cativo, F(5,294) = 17.57, p < .01,
77[,2 = .230. La prueba de compara-
clones multiples mostré que eran
significativas las diferencias en-
contradas entre, por un lado, los
tres primeros niveles escolares vy,
por otro, los tres niveles superio-
res (prueba de Bonferroni, p < .01),
pero no se hallaron diferencias sig-
nificativas entre los tres primeros
cursos (15.5 vs. 18 vs. 33%, res-
pectivamente, para 1.°, 2.°y 3.° de
E.P.) ni entre los tres ultimos cur-
s0s (49.5 vs. 55.5 vs. 56%, respecti-
vamente, para 4.°, 5.°y 6.° de E.P.)
(ver Tabla 1). Asi, a pesar de que se
ha encontrado un aumento del nivel

de éxito parejo al nivel educativo
de los alumnos durante la Educa-
cion Primaria, ha sido bastante sor-
prendente encontrar un rendimiento
tan bajo en los tres udltimos cursos
de Educacion Primaria e, incluso,
que no se produjese un progreso
significativo entre ellos. Como se
muestra en la Tabla 1, los nifios de
4.°, 5.°y 6. de E.P. han alcanzado
un porcentaje maximo de respues-
tas correctas que se sitia en torno
al 50%.

Finalmente, la interaccién en-
tre el Tipo de Problema y el Ni-
vel escolar fue también signifi-
cativa, F(15,882) = 1.71, p < .05,

7 2 = .028. Como se muestra en la
Fpgura 1, el patrén de desarrollo del
rendimiento de los nifios fue muy
similar en cada uno de los cuatro
problemas no estdndar debido a que
el nivel de éxito de los nifios siem-
pre aumenté a medida que lo hacfa
el nivel escolar, exceptuando dos
ocasiones: una en la que el grado
de éxito se mantuvo estable (p. e.,
en 5.°y 6.° de E.P. en la resolucion
del problema con soluciones miil-
tiples) y una segunda ocasién en la
que la tasa de éxito incluso dismi-
nuyé (p. e., los alumnos de 5.° de
E.P. en el problema irresoluble y los
de 6.° de E.P. en el problema en el
que estd la solucion incluida en el
enunciado) (ver también Tabla 1).
Como resultado de la consistencia
en el patrén de desarrollo en todos
los tipos de problema, el orden glo-
bal de dificultad de los mismos se
mantuvo en todos los niveles esco-
lares (ver Figura 1).
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Figura 1. Porcentajes del nivel de éxito en
colar.

La diferencia de medias entre
el rendimiento de los alumnos de
4.°y 5.° de E.P. en el problema irre-
soluble (M = .30 vs. M = .22, res-
pectivamente) y 5.° y 6.° de E.P.
en el problema con la solucion in-
cluida (M = .72 vs. M = .60, respec-
tivamente) fue calculada mediante
la prueba t de Student para mues-
tras independientes. Los resultados
muestran que la diferencia de me-
dias es tnicamente significativa en
el dltimo caso (p < .05).

Analisis cualitativo de los errores

En esta seccion se presenta pri-
mero la distribucion global de las
cuatro categorias de errores. A con-
tinuacién se muestran los resultados

LAURA JIMENEZ Y LIEVEN VERSCHAFFEL

Soluciones multiples

= . =Datos irrelevantes

cada tipo de problema en funcion del nivel es-

del andlisis cualitativo de los errores
en funcién del tipo de problema vy,
por ultimo, en relacién con el nivel
escolar. Teniendo en cuenta que el
porcentaje global de errores en cada
tipo de problema y en cada nivel es-
colar fue distinto (ver Tabla 1), se ha
calculado el porcentaje de respues-
tas incorrectas en relacion con el nu-
mero total de errores cometidos.

El andlisis global de los erro-
res mostré que, en todos los Ti-
pos de problema, la mayoria eran
respuestas incorrectas de adicion
(64.5%), seguidas por errores basa-
dos en otras operaciones incorrectas
(21.1%), otras respuestas (11.5%)
y, finalmente, ausencia de respuesta
(2.8%). Tal y como se esperaba, la
apariencia similar de estos proble-
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mas con los problemas estdndar de
adicidén, provoco que la mayoria de
los errores se produjesen debido a
un andlisis superficial, produciendo
como resultado la adicién de todos
los ndmeros incluidos en el enun-
ciado, independientemente de las
demandas reales del problema. Un
elevado porcentaje de errores pro-
vino de la aplicacién de otra ope-
racion aritmética incorrecta con los
numeros dados, es decir, la resta,
la multiplicacién, la division, o la
combinacion de dos o mds de las
cuatro operaciones aritméticas. La
tercera categoria de errores, denomi-
nada otras respuestas, ha agrupado
una variedad de errores numéricos
que se describirdn mds adelante. Por
dltimo, solo el 2.8% del total de las
respuestas incorrectas se produjo
debido a que los nifios no ofrecian
ninguna solucién (ver Tabla 2). En
este ultimo caso, lo mds probable
es que este porcentaje de respuestas
haya sido tan bajo porque la natura-
leza de estos problemas no estdndar

Tabla 2

evocaba fuertemente la estrategia
de resolucion basada en «sumar to-
dos los nimeros». Pero, ademas, el
hecho de que los nifios hayan sido
evaluados de forma individual, en
vez de colectivamente, puede haber
provocado igualmente que muy po-
cos errores provengan de la ausen-
cia de respuesta.

Ademds, el patrén de distribu-
cion de los errores en los cuatro ti-
pos de problema fue diferente (ver
también Tabla 2). La frecuencia de
respuestas incorrectas basadas en
la adicién de todos los nimeros au-
mentaba progresivamente a medida
que la dificultad del problema dis-
minuifa, desde un 39.6% en el pro-
blema mads dificil, es decir, el pro-
blema irresoluble, hasta un 82.7%
en el mds fdcil, esto es, el problema
con datos irrelevantes. Por el con-
trario, los errores basados en otras
operaciones aritméticas incorrectas
y las otras respuestas tendian a au-
mentar a medida que lo hacia el ni-
vel de dificultad del problema.

Porcentaje de Respuestas Incorrectas, en Relacion con el Porcentaje Total de Errores,

en cada Tipo de Problema

mesolue SR ehids  imelovames Modi
Respuesta incorrecta de adicion 39.6 60.2 79.2 82.7 65.4
Errores basados en otras opera-
ciones incorrectas 37.1 21.1 15.2 11.0 21.1
Ausencia de respuesta 2.1 4.7 1.9 0 2.8
Otras respuestas 21.2 14.0 3.7 6.3 11.3

Nota. El porcentaje total de errores en cada tipo de problema fue el siguiente: irresoluble = 81.7%, so-
luciones miiltiples = 69.7%, solucion incluida = 54.3% y datos irrelevantes = 42.7%.
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En este punto, vamos a pasar a
realizar un andlisis mds detallado de
estos errores, basandonos en la dis-
tribucién de las tres principales ca-
tegorias de errores y la naturaleza
precisa de dichos errores en cada
problema. Como se indic anterior-
mente, el problema irresoluble, que
violaba la creencia de que «todo
problema tiene una solucién», fue el
mds complejo. Sorprendentemente,
en este tipo de problema se encon-
tré que la distribucién de las tres
principales categorias de errores fue
la mas similar. Asi, el 39.6% de to-
dos los errores se produjeron debido
que los niflos sumaban todos los nu-
meros incluidos en el problema, el
37.1% provenian de la aplicacién
incorrecta de una o mds operaciones
aritméticas diferentes y el 21.2%
de ellos fueron categorizados como
otras respuestas. Una revision mds
minuciosa de los errores incluidos
en la categoria de otras respuestas
revel6 que podian diferenciarse tres
tipos. En primer lugar, el 15.9 del
21.2% de la categoria otras respues-
tas se produjeron debido a que los
nifios se daban cuenta de que fal-
taba un dato numérico, por lo que
lo afiadfan ellos mismos para hacer
el problema resoluble (p. e., Ana
tiene ahora 0 euros, porque antes
tenia 7 euros y le dio 7 a Maria, ast
que ya no tiene mds dinero. Se su-
pone que ella tenia 7 euros porque
en caso contrario estaria escrito en
el problema). A pesar de que estas
respuestas pueden considerarse bo-
nitos ejemplos de la intencion de al-
gunos nifios de «dotar de sentido»

al problema (Schoenfeld, 1991; Sel-
ter, 1994; Verschaffel et al., 2000),
han sido consideradas soluciones
incorrectas, en el contexto del pre-
sente estudio, porque se basaban en
elaboraciones aleatorias del enun-
ciado del problema para poder hacer
cdlculos, en vez de limitarse a hallar
una solucién atendiendo a las de-
mandas (problemdticas) de la tarea.
En segundo lugar, el 2.5% de las
otras respuestas eran soluciones que
consistian en ofrecer una respuesta
numérica exacta, demostrando una
vez mds la necesidad de llegar a una
solucién numérica de cualquier ma-
nera y sin proporcionar una justifi-
cacion clara de como habian obte-
nido ese ndmero (p. e., la solucion
es 6 porque es la respuesta al pro-
blema). En tercer lugar, el 2.8% de
las otras respuestas se derivaron de
un malentendido sobre cudl era el
dato que faltaba (p. e., no sé la res-
puesta, porque no aparece el precio
de la entrada en el enunciado).

En orden de dificultad decre-
ciente, los nifios encontraron meno-
res —aunque aun considerables—
dificultades a la hora de resolver
el problema con soluciones miilti-
ples, contrario a la creencia de que
todo problema «tiene una tnica res-
puesta numérica y precisa». En este
problema, la mayorifa de los erro-
res fueron igualmente clasificados
como respuestas incorrectas de adi-
cién (60.2%), pero también se pro-
dujeron bastantes errores basados
en otras operaciones incorrectas
(21.1%) y otras respuestas (14%).
Curiosamente, en esta ultima cate-
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gorfa fue también posible distinguir
dos tipos de respuesta. La primera
consistié nuevamente en distintas
adaptaciones personales de la his-
toria descrita en el problema con el
objetivo de transformarlo en un pro-
blema estdndar, resoluble mediante
una tnica respuesta numérica (10.5
del 14% de las otras respuestas).
Para ello, algunos alumnos afiadian
informacion semdntica que les per-
mitia deshacerse del elemento nu-
mérico impreciso «pocos» (p. e.,
yo creo que los ‘pocos’ chicles de
menta ya se los ha comido y no
cuentan, asi que solo tiene 8 chi-
cles de menta), en otras ocasiones
convertian la informacién impre-
cisa «pocos» en un ndimero preciso
(p. e., unos «pocos» pueden ser 1,
solamente 1, por lo que ahora tiene
9 chicles de menta). El segundo tipo
error considerado como otras res-
puestas (el 3.5 restante del 14% to-
tal) fueron soluciones en la que los
nifios ofrecfan respuestas numéricas
precisas, pero inventadas, sin afia-
dir una explicacion clara, y demos-
trando la necesidad de solucionar
el problema incluso cuando no po-
dfan explicar cdmo lo habfan hecho
(p. e., 5 porque lo he adivinado).

El problema en el que se encuen-
tra la solucion incluida en el enun-
ciado, que contradecia expresamente
la falsa creencia de que «siempre es
necesario hacer una operacion arit-
mética para resolver un problema»,
fue mds fécil para los nifios. En este
problema, la mayoria de los erro-
res fueron respuestas incorrectas de
adicién (79.2%) y, en menor me-

dida, errores basados en otras ope-
raciones incorrectas (15.8%). Sola-
mente el 3.7% de los errores totales
se clasificaron como otras respues-
tas: de ellos, el 2.4% se derivé tam-
bién de la necesidad de ofrecer una
solucion diferente a la que estaba
presente en el enunciado, que resul-
tara de la aplicaciéon de una opera-
cién aritmética, sin comprender o
explicar el procedimiento (p. e., 105
ovejas porque pastor ha ampliado la
granja) y el 1.3% restante se debid a
que los nifios consideraban erronea-
mente que el problema no tenfa so-
lucién porque, en vez de percatarse
de que la solucién estaba ofrecida,
se centraban en el hecho de que no
podian sumar los datos del problema
(p. e., no se puede resolver porque el
pastor ha comprado cabras y el pro-
blema pregunta por las ovejas, por
lo que no se puede hacer nada con
las cabras).

Finalmente, el problema mds
sencillo fue el que contenia datos
irrelevantes. En este problema los
alumnos tenfan que hacer una ope-
racion aritmética, es decir, una adi-
cion, pero la dificultad radicaba en
detectar que uno de los datos inclui-
dos en el texto —el segundo dato—,
era irrelevante y no debia por tanto
sumarse junto con los otros dos. En
este problema, la mayoria de los
errores provenian, como era de es-
perar, de la suma de los tres nime-
ros dados (82.7%), en linea con la
creencia de los alumnos que «to-
dos los ndmeros incluidos en un
problema deben ser utilizados en
el cdlculo». Solo el 11% de las res-
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Tabla 3

LAURA JIMENEZ Y LIEVEN VERSCHAFFEL

Porcentaje de Respuestas Incorrectas, en Relacion con el Numero Total de Errores, en cada

Nivel Escolar

1.° 2.° 3.° 4.° 5.° 6.° .
EP. EP EP EP EP Ep Medi
Respuesta incorrecta de adicion 75.1 733 582 535 438 455 582
Errores basados en otras operaciones
incorrectas 9.5 177 328 257 405 26.1 254
Ausencia de respuesta 30 12 1.5 00 34 68 2.7
Otras respuestas 124 79 75 208 123 21.6 138

Nota. El porcentaje total de errores en cada nivel escolar fue: 1.° de E.P. = 84.5%, 2.° de E.P. = 82%,
3.°de E.P.=69.7%,4.°de E.P.=50.5%, 5.°de E.P.=44.5% y 6.° de E.P. = 44%.

puestas se produjo debido a la apli-
cacion incorrecta de una o mds ope-
raciones aritméticas diferentes, o
combinadas con la adicion. En me-
nor medida, el 6.3% de los errores
se categorizaron como otras res-
puestas: el 5.6% de ellas porque
los nifios sumaban los dos prime-
ros nimeros, el relevante y el irrele-
vante e ignoraban el tercer nimero
relevante (p. e., 15 porque Lorena
tenia 12 pinturas y ha recibido 3
mds) y el 0.7 restante porque los ni-
fios ofrecian una solucidn, sin dar
una explicacion clara o aceptable de
como habian llegado a esa respuesta
numérica (p. e., 100 pinturas por-
que ha recibido un regalo).

El andlisis de los errores en
funcion del Nivel escolar, como se
muestra en la Tabla 3, revel¢ al-
gunas diferencias en la naturaleza
de los errores cometidos relaciona-
das con la edad, de acuerdo con las
previsiones del contrato diddctico.
Como se muestra en dicha tabla,

la frecuencia de la categorfa domi-
nante de errores, es decir, la adicion
de todos los numeros, tendié a dis-
minuir con el nivel escolar, salvo en
los dos ultimos cursos. Especifica-
mente, los porcentajes fueron, desde
1.° hasta 6.° de E.P.,, 75,1%, 73,3%,
58,2%, 53,5%, 43,8% y 45,5%, res-
pectivamente. Por el contrario, los
porcentajes de los errores basados
en otras operaciones incorrectas,
como la resta, la multiplicacion, la
division y las diferentes combina-
ciones de dos o mds de las cuatro
operaciones aritméticas bdsicas, ten-
dian a aparecer en mayor medida en
los niveles escolares superiores que
en los inferiores, aunque en este
caso el patron es algo menos claro.
Desde nuestro punto de vista,
no resulta tan sorprendente que la
naturaleza de los errores basados en
otras operaciones incorrectas cam-
bie con el nivel escolar. Mientras
que en Espafa a los estudiantes de
1.° de E.P. se les presenta casi exclu-
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sivamente la operacién de adicion,
en 2.° de E.P. sucede lo mismo, de
manera sistematica e intensiva, con
la sustraccion, en 3.° de E.P. se cen-
tran especialmente en la instruccion
de la multiplicacion y la divisidn, y
en los niveles posteriores las cua-
tro operaciones reciben mas o me-
nos la misma atencién desde diver-
sas tareas matematicas. Por lo tanto,
la disminucién en el porcentaje de
errores basado en la adicion y el
consiguiente aumento en el porcen-
taje de los errores basados en otras
operaciones incorrectas en relacion
con el nivel escolar parece ser un
reflejo directo del tipo de operacion
que se presenta mds frecuente o re-
cientemente en clase de matemd-
ticas, tal y como apuntaba Sowder
(1988; ver también Verschaffel et
al., 2000).

Discusion

En estudios previos se ha do-
cumentado un alarmante nivel de
respuestas incorrectas cuando se ha
pedido a nifios de Educacion Prima-
ria que resuelvan diversos tipos de
problemas matemadticos no estandar.
Como una posible explicacion, se ha
propuesto que el fracaso de los nifios
proviene de ciertas creencias relacio-
nadas con la resolucion de proble-
mas aritméticos que determinan la
forma en la que estos se abordan en
clase de matemadticas. Se considera
que estas creencias son el resultado
individual psicoldgico de las normas
socio-matematicas del aula (Yac-

kel y Cobb, 1996) o, en palabras de
Brousseau (1997), del contrato di-
ddctico. Por ejemplo, algunos estu-
dios, en los que se ha entrevistado a
los nifios y se les ha preguntado por
las respuestas incorrectas que pre-
viamente habian ofrecido como so-
lucién a distintos problemas no es-
tandar, han puesto de manifiesto que
estos errores son resultado de creen-
cias, tales como: (1) todos los pro-
blemas verbales son resolubles, (2)
hay una sola respuesta numérica y
precisa correcta para cada problema,
(3) siempre se deben realizar cdlcu-
los para resolver un problema, y (4)
todos los nimeros que se incluyen
en el enunciado deben ser utiliza-
dos para hallar la solucién (Cald-
well, 1995; Hidalgo, 1997; Reusser
y Stebler, 1997; para una revision
ver Verschaffel et al., 2000).

El presente estudio ha tenido
por objeto el estudio sistemadtico del
desarrollo de las cuatro creencias
previamente mencionadas sobre la
resolucién de problemas durante el
transcurso de la Educaciéon Prima-
ria. Para ello, se solicito a nifios de
niveles escolares desde 1.° hasta 6.°
de E.P., en el contexto de una en-
trevista individual, que resolviesen
cuatro tipos de problemas verbales
que violaban estas cuatro creencias.
El estudio ha confirmado, en primer
lugar, las grandes dificultades que
presentan los nifios a la hora de re-
solver este tipo de problemas no es-
tdndar contrarios a las cuatro creen-
cias previamente mencionadas.

En segundo lugar, se han ha-
llado sustanciales diferencias en el
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nivel de dificultad de los cuatro pro-
blemas no estdndar en funcién de la
creencia que contradecian. En con-
creto, el problema irresoluble fue
el mds dificil, seguido, en orden de
dificultad decreciente, por el de so-
luciones muiltiples, el que tenia la
solucion incluida en el enunciado
y el problema con datos irrelevan-
tes. Estas diferencias indican que
algunas creencias estdn mads esta-
blecidas en el pensamiento de los
nifios que otras. El hallazgo de que
el problema con datos irrelevan-
tes suscitara un nimero mayor de
respuestas correctas sugiere que la
creencia consistente en que todos
los nimeros que figuran en el enun-
ciado deben utilizarse para resol-
ver un problema es la menos arrai-
gada de todas. En este sentido, cabe
mencionar que la descripcién de un
problema verbal (estdndar), propor-
cionada por Gerofsky (1996), no
exclufa la posibilidad de que se in-
cluyesen datos irrelevantes (si bien
es cierto que se consideraba alta-
mente atipico). El hecho de que el
problema en el que estd la solucion
incluida fuese mds dificil parece in-
dicar que los nifios creen con algo
mds firmeza que la solucién ade-
cuada de un problema matemadtico
requiere al menos de una operacion
aritmética (realizada con los nu-
meros incluidos en el enunciado).
Igualmente, que el problema con so-
luciones muiltiples resultase ain mds
complejo puede interpretarse como
una evidencia de que la creencia de
que cada problema tiene (solo) una
respuesta numérica ha sido mas di-

ficil de vencer. Por ultimo, dado que
el problema irresoluble fue el mds
complejo de los cuatro, se puede
concluir que la concepcion de que
todos los problemas verbales son sin
duda alguna resolubles es extrema-
damente fuerte. Con relacién a esto
dltimo, recordamos que Puchalska
y Semadeni (1987) observaron que
muchos nifios que (acertadamente)
describfan un problema como irre-
soluble, también consideraban que
un mejor estudiante o el propio pro-
fesor podrian resolverlo con total
seguridad. Si bien el presente estu-
dio no ha tenido por objeto investi-
gar el origen de la fuerza diferencial
de estas cuatro creencias, la revi-
sién realizada de la literatura exis-
tente sobre el tema (ver: Introduc-
cién) sugiere que el origen radica en
la naturaleza de los problemas que
se incluyen en los libros de texto de
matematicas y en la forma en la que
estos son concebidos y tratados por
los profesores. Aunque ya hay al-
gunas evidencias que sustentan esta
afirmacién (p. e., Freudental, 1991;
Gerofsky, 1996; Reusser y Stebler,
1997; Schoenfeld, 1991; Wyndhamn
y Séljo, 1997), serfan necesarias in-
vestigaciones adicionales.

En tercer lugar, se encontré que
el porcentaje de respuestas correctas
tendfa a aumentar a medida que lo
hacia el nivel escolar, pero solo se
hallaron diferencias significativas
entre, por un lado, los tres prime-
ros cursos de Educaciéon Primaria
y, por otro, los tres cursos superio-
res, y en este ultimo caso, estamos
bastante lejos de poder afirmar que
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obtuvieron un buen resultado, tal y
como se habia concluido en estu-
dios previos realizados con nifios
de Educacion Primaria, Secundaria
e, incluso, maestros en formacion
(p. e., Baruk, 1985; Reusser, 1988;
Van Dooren et al., 2005; Verschaffel
et al., 1994). Este resultado general
se mantuvo en los cuatro tipos de
problema. Desde nuestro punto de
vista, en comparacion con la canti-
dad de conocimiento formal que los
alumnos han acumulado en el trans-
curso de los seis afios de formacién
en matemdticas durante el periodo
de Educacion Primaria, el relativa-
mente bajo rendimiento alcanzado
en estos cuatro tipos de problemas
matematicos no estandar, incluso al
final de sus estudios, resulta bas-
tante alarmante y sugiere que lo que
los nifios han aprendido en clase de
matemadticas es esencialmente a re-
solver problemas estdndar de forma
rutinaria, pero no a enfrentarse ade-
cuadamente, reflexionando de forma
cuidadosa, sobre los problemas que
se apartan de la norma.

Por ultimo, el andlisis cualita-
tivo de los errores mostré que los
errores mds frecuentes se produ-
cfan porque los alumnos trataban los
problemas no estdndar —la mayor
parte de las veces de forma inadver-
tida pero algunas veces consciente-
mente— como si fuesen problemas
estandar, llegando incluso en oca-
siones a transformar el enunciado
para lograrlo.

Desde una perspectiva metodo-
l6gica, reconocemos que el presente
estudio proporciona solo una evi-

dencia indirecta, basada en el com-
portamiento de los nifios, de cémo
sus creencias sobre los problemas
verbales influyen en las soluciones
que finalmente ofrecen a los cuatro
problemas no estdndar. Por ello, se-
ria interesante complementar de una
forma mads sistemdtica el andlisis de
las respuestas correctas e incorrec-
tas de los nifilos a problemas que
contradicen algunas de sus creen-
cias, con un andlisis de sus respues-
tas a cuestionarios y/o a entrevistas
en los que se les pregunte de forma
mds directa sobre ellas. La compara-
cién de estos diferentes datos puede
conducirnos a una explicacién mds
profunda de la naturaleza de la re-
lacion existente entre las soluciones
de los nifios y las creencias sobre la
resolucién de problemas, asi como
del nivel de conciencia que los ni-
fios tienen sobre ellas.
Anticipdndonos a futuras evi-
dencias empiricas de otras inves-
tigaciones adn por determinar que
serian necesarias, desde una pers-
pectiva educativa, nuestro estudio se
suma a las demandas hechas por va-
rios autores (Staub y Reusser, 1995;
Verschaffel et al., 2000) en las que
se reclama que deben modificarse
seriamente las prdcticas y la cultura
dominantes sobre la resolucion de
problemas en clase de matemadticas,
cambiando tanto la naturaleza de
los problemas que sistemdticamente
se presentan a los alumnos como la
forma en la que estos problemas son
tratados por el profesor. Con res-
pecto a la naturaleza de los proble-
mas, muchos autores han abogado
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por presentar a los alumnos proble-
mas mds variados. Especificamente,
ademds de los problemas tipicos es-
colares que son modelados sin duda
alguna mediante la aplicacion de
una (o la combinacion de mds de
una) de las cuatro operaciones arit-
méticas bdsicas con los nimeros
dados en el enunciado, los nifios
deberfan igualmente enfrentarse a
problemas no estdndar, tales como:
(a) problemas con informacién su-
perflua, ambiguos o en los que se
omitan datos, en contra de la creen-
cia de que todos los datos inclui-
dos en el enunciado del problema
—vy solo estos— deben emplearse
en los cdlculos, (b) problemas que
puedan derivar en distintas repre-
sentaciones de la situacién y, por
tanto, puedan conducir a soluciones
alternativas, en contra de la creen-
cia de que solo hay una correcta in-
terpretacién y una unica solucion
para cada problema, (c) problemas
que exijan una combinacién apro-
piada de respuestas, como hacer es-
timaciones en lugar de cdlculos pre-
cisos, ofrecer intervalos numéricos
0, incluso, explicar por qué un de-
terminado problema es irresoluble,
y también (d) tareas que requieran
que sean los alumnos los que plan-
teen ellos mismos los problemas en
vez de resolverlos. Mediante esta
diversificacion de los problemas se
podrian romper las creencias de los
niflos sobre las reglas implicadas en
el contrato diddctico. Con respecto
a la manera en la que los problemas
son tratados por el maestro, los in-

vestigadores proponen que deben
introducirse formas alternativas de
trabajo y de comunicacién con los
alumnos en torno a los problemas
verbales. Esto podria implicar que
se discutiera con los nifios de forma
explicita sobre cudl es el género de
los problemas verbales, su funcion,
sus expectativas y reglas implici-
tas, asf como la relacién que tienen
con los problemas en el mundo real
fuera de la escuela (Gerofsky, 1996;
Staub y Reusser, 1995; Verschaffel
et al., 2000). Con relacion a esto ul-
timo, pueden destacarse los estudios
realizados por Chapman (2009) y
Depaepe, De Corte y Verschaffel
(2009), en los que se aboga por un
mayor equilibrio entre un enfoque
«paradigmdtico» y un enfoque «na-
rrativo» en las discusiones sobre la
resolucion de problemas en el aula.
Reconocemos que llevar a cabo es-
tas recomendaciones para revisar
a fondo los problemas verbales y
su uso en clase de matemdticas es
un plan ambicioso. Sin embargo,
en la literatura se encuentran algu-
nos ejemplos de estudios basados
en programas de intervencién que,
deliberada y sistemdticamente, han
tenido como objeto cambiar la na-
turaleza y la ensefianza de los pro-
blemas presentados y han logrado
cambios significativamente positi-
vos en las creencias de los alumnos
sobre (cdmo abordar y resolver) los
problemas verbales (ver, p. e., Ma-
son y Scrivani, 2004; Verschaffel et
al., 1999; Verschaffel y De Corte,
1997).
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