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| ntroduccion

0.1 ¢Queeslatopologia?

... Ademas de aquella parte de la geometria gue trata sobre cantidades y que se ha estudiado
en todo tiempo con gran dedicacion, € primero que menciono la otra parte, hasta entonces
desconocida, fue G. Leibniz, € cual la llamb geometria de la posicion. Leibniz determind que
esta parte seteniaque ocupar dela sola posiciony delas propiedades provenientesdela posicion
en todo lo cual no se ha de tener en cuenta las cantidades, ni su calculo... Por €elo, cuando
recientemente se menciono cierto problema que parecia realmente pertenecer a la geometria,
pero estaba dispuesto de tal manera que ni precisaba la deter minacion de cantidades ni admitia
solucion mediante el calculo de ellas, no dudé en referirlo a la geometria de la posicion...

L. Euler.

La topologia es probablemente la mas joven de las ramas clasicas de las mateméticas. En
contraste con el algebra, la geometria y la teoria de los nimeros, cuyas genealogias datan de
tiempos antiguos, la topologia aparece en €l siglo diecisiete, con € nombre de analysis situs,
esto es, analisis de la posicion.

Demanerainformal, latopol ogia se ocupa de aquellas propi edades de | as figuras que perma-
nencen invariantes, cuando dichas figuras son plegadas, dilatadas, contraidas o deformadas, de
modo que no aparezcan nuevos puntos, o se hagan coincidir puntosdiferentes. Latransformacion
permitida presupone, en otras pal abras, que hay una correspondencia biunivocaentre los puntos
de lafigura original y los de la transformada, y que la deformacion hace corresponder puntos
proximos a puntos proximos. Esta Gltima propiedad se Ilama continuidad, y 1o que se requiere
es que latransformacion y su inversa sean ambas continuas: trabajamos con homeomor fismos.

El topblogo considera los mismos objetos que el gedbmetra, pero de modo distinto: no sefija
en las distancias o los angulos, ni siquiera de la alineacion de los puntos. Para el topblogo un
circulo es equivalente a una elipse; una bola no se distingue de un cubo: se dice que labolay
el cubo son objetos topol 6gicamente equival entes, porgue se pasa de uno al otro mediante una
transformacion continuay reversible.

1X



0.2 Un poco dehistoria

En 1679, G. Leibniz (1646-1716) publica su famoso libro Characteristica Geometrica, en €l
cual (en términos modernos) intenta estudiar méas | as propiedades topol 6gicas que | as puramente
métricas de las figuras. Insiste en que, aparte de la representacion coordenada de figuras, “se
necesita de otro analisis, puramente goemétrico o lineal, que también defina la posicion (situs),
como €l algebra define la magnitud”.

Los matematicos en € siglo XV 111 muestran poco interés en topologia, con la excepcion de
L. Euler (1707-1783) cuyo genio comprende todas las mateméticas. En 1736, Euler publicaun
articulo con la solucion al famoso Problema de los puentes de Konigsberg, titulado “ Solutio
problematis ad geometriam situs pertinentis’. El titulo ya indica que Euler es consciente de
gue esta trabajando con una clase diferente de matemética, en la que la geometria ya no es
importante.

El siguiente paso en esta liberacion de la mateméatica también se debe a Euler. En 1750
escribe una carta a C. Goldbach (1690-1764) en la que da la famosa formula de Euler para un
poliedro: v — [ + ¢ = 2, donde v es en nimero de vértices del poliedro, [ es e nimero de
ladosy ¢ €l nUmero de caras. Estaformula, de asombrosa simplicidad, parece que fue olvidada
por Arquimedes (287 AC-212 AC) y R. Descartes (1596-1650), aunque los dos escribieron
extensamente sobre poliedros. Larazon debe ser que, paratodo el mundo antes de Euler, parecia
imposible pensar en propiedades geométricas sin que la medida estuviera involucrada. Euler
publicalos detalles de estaformulaen 1752 en dos articul os, donde da una demostraci 6n basada
en la diseccion de solidos en rodajas tetraedricas. Euler pasa por ato algunos problemas en su
prueba; por jemplo, supone que los solidos son convexos.

A.J. Lhuilier (1750-1840) continta el camino iniciado por Euler con su formula poliédri-
ca. En 1813, Lhuilier publica un importante trabajo, donde indica que la formula de Euler es
falsa para sblidos con asas sobre ellos: si un sblido tiene g asas (un asa es un toro adjuntado
al espacio), Lhuilier prueba que la formula se escribev — [ + ¢ = 2 — 2¢g. Este es €l primer
resultado conocido sobre invariantes topol 6gicos.

A.F. Mobius (1790-1868) publica una descripcion de la banda que [leva su nombre en 1865.
Intenta escribir la propiedad de una Unica cara de la banda en términos de no orientabilidad.

J.B. Listing (1802-1882) es el primero en usar |a palabratopologia. Susideastopolbgicas se
deben principal mente a su maestro C.F. Gauss (1777-1855). Listing escribe un articulo en 1847
[lamado “ Vorstudien zur Topologie” y en 1861, publicaotro articulo, en el cual describelabanda
de Mobius (cuatro afos antes que Mobius) y estudia la nocién de conexion de las superficies.
Listing no es el primero en examinar las componentes conexas de |as superficies, B. Riemann
(1822-1866) estudia este concepto en 1851 y de nuevo en 1857 cuando introduce | as superficies
de Riemann.

C. Jordan (1838-1922) publica en 1882 su “ Cours d’ Analyse”, que contiene pruebas ri-



gurosas de resultados topol 6gi cos i ntuitivamente obvios sobre curvas en el plano, introduciendo
ademas otro método para estudiar la conexion de las superficies.

Listing examina la conexion en el espacio euclideo de dimension tres, pero E. Betti (1823-
1892) extiende estas ideas a dimensiones arbitarias.

L aideade conexion esdescritaconrigor por H. Poincaré (1854-1925) en unaseriedearticulos
bajo el titulo de* Analysissitus’ en 1895. Poincaréintroduce el concepto dehomologiay dauna
definicion precisa de los nimeros de Betti asociados aun espacio. E. de Jonquiéres (1820-1901)
generaliza en 1890 la férmula para poliedros convexos de Euler a poliedros no necesariamente
convexos. Asimismo, en relacion con la conexion, Poincaré introduce € concepto de grupo
fundamental de unavariedad y la nocion de homotopia.

Un segundo camino en €l cual se desarrollalatopologia es a través de la generalizacion de
ideas de convergencia. Este proceso se inicia en realidad en 1817 cuando B. Bolzano (1781-
1848) asocia la convergencia con un subconjunto acotado infinito de nimeros reales, en vez de
pensar exclusivamente en convergencia de sucesiones de nimeros.

G. Cantor (1845-1918) introduce en 1872 el concepto de conjunto derivado (o familia de
puntos limite) de un conjunto. Define los subconjuntos cerrados de larectareal como aquellos
conteniendo a su conjunto derivado e introduce la idea de conjunto abierto, un concepto clave
en latopologia de conjuntos. Y se define el concepto de entorno de un punto.

En 1906, M. Fréchet (1878-1973) llama a un espacio compacto si cada subconjunto infinito
acotado contiene un punto de acumulacion. Fréchet es capaz de extender la nocion de conver-
gencia de un espacio euclideo, definiendo los espacios métricos. Prueba gque los conceptos de
abierto y cerrado de Cantor se extienden naturalmente a espaci 0s métricos.

En & Congreso Internacional de Mateméticos de Roma de 1909, F. Riesz (1880-1956)
propone un nuevo acercamiento axiomatico alatopologia, basado en una definicion conjuntista
de puntos limite, sin un concepto de distancia subyacente. Unos cuantos afios mas tarde, en
1914, F. Hausdorff (1868-1942) define los entornos a través de cuatro axiomas, de nuevo sin
consideraciones métricas. Este trabajo de Riesz y Hausdorff realmente da lugar ala definicion
de espacio topol 6gico abstracto.

Hay unaterceraviaen laque los conceptos topol 6gicos entran en las matematicas, a saber, a
traves del analisis funcional. Esta es un area que surge de la fisica mateméticay la astronomia,
debido a que los métodos del andlisis clasico eran inadecuados a abordar algunos tipos de
problemas.

J. Hadamard (1865-1963) introduce la palabra funcional en 1903 cuando estudia los fun-

b
cionales lineales F’' de laforma F(f) = nhiﬁlo/ f(z)gn(x)dx. Fréchet continla el desarrollo
de estateoria, definiendo la derivada de un funcional en 1904.



E. Schmidt (1876-1959) examinaen 1907 |anoci on de convergenciaen espaciosdefunciones;
la distancia se define a través un producto interior. S. Banach (1892-1945) redliza un paso
posterior en la abstraccion en 1932, cuando pasa de los espacios con producto interior a los
espacios normados.

Poincaré desarrolla muchos de sus métodos topol 6gicos cuando estudia ecuaciones dife-
rencialesordinariasqueprovienen del estudio de ciertos problemasastronomicos. Estacoleccion
de métodos se transforma en una compl eta teoria topol 6gica en 1912, con los estudiosde L.E.J.
Brouwer (1881-1966).

0.3 Organizacion dela memoria

Esta memoria esta organizada en 18 capitulos, en donde se explican los conceptos mas impor-
tantes de Topologia General, excepto €l Tema XVII que trata una teoria que puede pensarse
como un primer capitulo de un curso de Topologia Algebraica.

Cadauno delostemas constade definiciones, resultados (sin prueba), y unaextensacol eccion
de gemplos. Al final de cada capitulo aparece una relacion de problemas, algunos de €ellos
elementales, otros ya més elaborados, otros son una mera excusa paraintroducir algiin gemplo
deespacioimportante,... en donde se deben aplicar |as propiedades estudiadas en laparte tedrica.

El Temal no es un capitulo de Topologia, en & aparece un breve repaso de algunas nociones
basicas a las que se hace referencia a lo largo de la memoria, y que he preferido incluir por
comodidad.

El Gltimo capitulo, e Tema XVIII, es un compendio de algunos eemplos de espacios
topol 6gicos de especial relevancia en todas | as areas de la Matematica.

Managua, Febrero 2002



Temal

Preliminares

1.1 Un poco de algebra de conjuntos

Sea X un conjunto. Si x esun elemento de X, sedenotapor z € X. Andlogamente, © ¢ X
denotala no pertenencia de z a conjunto X. El conjunto vacio () es el conjunto sin elementos.

Definicion 1.1 Dados A, B C X, sedice que A esta contenido en B, A C B, s para cada
re A,esre B.Y AesigualaB,A=B,s AC By B C A.

Definicion 1.2 Si A, B C X, sedefinen

1) lainterseccionde Ay B, por AN B = {z € X : © € Ayx € B}. Claramente,
ANB C A,B. Ay Bsedicendisuntossi AN B = 0;

2)launibnde Ay B,por AUB={r€ X :x € Abx € B}. Claramente, A, B C AU B;

3) el complementariode Aen X, por X — A= {z € X : z ¢ A}. S no hay duda de respecto
a que conjunto se esta tomando el complementario, se suele denotar por A¢;

4) ladiferenciade Ay B,por A— B=ANB‘={reX:x€ Ayzx ¢ B}.
Lema 1.3 Las propiedades fundamental es de estas operaciones son

(i) leyesidempotentes: AN A= A= AU A;

(ii) leyesasociativas: (AUB)UC =AU (BUC)Y(AnB)NC=AnNn(BNCQC);

(iii) leyes conmutativas: AUB =BUAYANB = BNA;

(iv) leyesdistributivas: AN(BUC) = (ANB)U(ANC)yAU(BNC) = (AUB)N(AUC);
(v) identidades: ANX =A=AUD, AUX =XyAN)=10;

1



2 Preliminares

(vi) propiedades del complementario: AU A= X, AN A =0, (A°)° = Ay X =(;
(vii) leyesde DeMorgan: (AU B)¢ = AN By (AN B)¢ = A°U B“.

Definicion 1.4 Se llama partes de X o conjunto potencia de X a conjunto de todos los sub-
conjuntos de X, y se denotapor P(X) 6 2. Esdecir, A C X siysolosi A € P(X).

Definicion 1.5 El producto cartesiano de A por Bes A x B = {(a,b) :a € Ayb € B}. Sus
elementos son pares ordenados. Claramente, Ax B # Bx A.Y Ax B =(),siysolos A = ()
0 B = (). Dos pares ordenados (ay,b1), (az,bs) € A x B, soniguaes (a1,b;) = (az,by) Sy
solo s a; = (lgybl = b,.

En general, dada una familiafinita de conjuntos { A4, - - -, A,,}, se define su producto carte-
sianoporHAi =A x - x A, ={(a1,-+,a,) 1 a; € Aj;i € {1,---,n}}. S A; = A para

=1
cadai € {1,---,n}, € producto cartesiano se denota por A".

Definicion 1.6 Seal # () un conjunto de indicesy unafamiliaindicada de subconjuntos de X,
{4; :i € I}. Sedefine

(1) lainterseccion generalizada: (A; = {z € X : Vi € [,z € A;},y

el

(2) launion generalizada: | JA; = {x € X : 3i € I tal quex € A;}.

iel

Si el conjuntodeindices ! esfinito, estasdefinicionescoinciden conlasyaconocidas. Secumplen
también en este caso |as propiedades distributivas, las leyes de De Morgan ([ 4;)¢ = | JASy

i€l el
(UA)" =45, etc.

el el

1.2 Funciones

Una aplicacion o funcion f: X — Y, es una correspondencia que asociaa cada xz € X, un
elemento y sdlo uno de Y, que se denota por f(zx).

Ejemplos 1.7 Algunos g emplos de funciones son
1) laaplicacion identidad: 1y: X — X, definidapor 1x(z) = x,
2) laaplicacioninclusion: s A C X, i4: A— X, definidapor is(z) = x;

3) laaplicacion constante: ¢,,: X — Y, definida por ¢, (z) = yo, donde y, es un punto fijo
deY;



4) lai-esima proyeccion coordenada: p;: HAj — A;, dadapor p;((ay,---,a,)) = a;
j=1

5) lainyeccion diagonal: d: X — X", definidapor d(z) = (x,- - -, x);

6) lafuncion caracteristica de un conjunto: st A C X, xa: X — {0, 1}, definida por

0 szdA
XA(x):{l giim

7dada f: X —Y y A C X, larestriccion de f a subconjunto A es: f|4: A— Y, definida
por fla(a) = f(a);

8)sg:A—YyAC X, entonces f: X — Y esunaextensiobndeg a X, s f|4 = ¢g. Las
extensiones no son Unicas;

9s f:A—Y yg:B—Y sondos aplicaciones, donde AU B = X y f(z) = g(z), para
cadax € AN B, sepuede definir lacombinada de f y g, como laaplicacion h: X —Y
definida por
[ flx) sxzeA
h(x>_{g(x) sxeB’

10) el producto cartesiano generalizado: dada una familia de conjuntos { X };c;, su producto
cartesiano es
HXi = {f:[—>UXi s fli) e X, Vi € [}.
il i€l
Lai-ésima proyeccion coordenada eslaaplicacion sobreyectivap;: | [ X; — X, dadapor
i€l
pi(f) = f(i). Se precisa el axioma de eleccion para probar que €l producto cartesiano
de una familia no vacia de conjuntos es no vacia. De hecho, esta afirmacion equivale al
axiomade eleccion. Si X = X; paracadai € I, HXZ- se denotapor X’ y esel conjunto
i€l
delasfuncionesde I en X.
Definicion 1.8 Dadaunaaplicacion f: X — Y, X sellamael dominiode f eY essucodominio.
El grafo de f esel conjunto G = {(z, f(x)) : € X} C X x Y, que en muchas ocasiones se
identificacon f. Dosaplicaciones f: X — Yy g: Z — W son iguales, cuando coinciden sus
dominios (X = Z), suscodominios (Y = W)y f(z) = g(z), paracadaz € X.

Definicion 1.9 Dada f: X — Y, e conjunto f(A) = {y € Y : Ja € Atad que f(a) = y} se
llamaimagen directade A. f(X) sellamarango delaaplicacion. Si B C Y, suimageninversa
esel conjunto f~}(B) = {r € X : f(z) € B}. SI A C X esdelaformaA = f~1(B), sesuele
decir que es un conjunto saturado para f.
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Lema1l.10 Dada f: X — Y, se verifica
() f(@) =0, f(X)CYys A0, entonces f(A) # 0;
(i)s Ay, Ay C X,y Ay C Ay, entonces f(A;) C f(As);
(i) s A; € X parai € I, f({JA:) = UF(A) y F(NA) € N F(A);

el el el el
(iv)s Ay, Ay C X, f(A1) = f(A2) C f(AL— Ag) yenparticular f(X) — f(Az) C f(X —A)
(entreY — f(As)y f(X — As) no hay en general ninguna relacion);

(v) f74(0) = 0, y puede existir ) # B C Y tal que f~1(B) = ;

Vi) f71(Y) = X;

(Vi) si By, B, CY 'y B C B, entonces f~1(By) C f~Y(Bs);

(viiiys B; C Y parai e [, f71((B:) = (f1(B) y fH(UB) = U (Ba);

i€l i€l i€l i€l
(iX) s By,By CY, f~1(B) — By) = f7(B1) — f~(Ba), y en particular, (Y — B,) =
X — f71(By);

XsACX,AcC fYfA);
(x)s BCY, f(f'(B)=f(X)NnBC B;
(ii)S AC XyBCY,f(ANfY(B)) = f(A) N B.

Definicion 1.11 Dadasdosfuncionesf: X — Yy g: Y — Z, sedefinelacomposiciondegy f,
porgo f: X — Z,donde(go f)(z) = g(f(x)), paracadax € X . Lacomposicion defunciones
esasociativa, foly = fylyog=g. Ademés s C C Z,es(go )~ (C) = f~'(g7'(C)).

Definicion 1.12 Sediceque f: X — Y essobreyectiva, s f(X) = Y, esdecir, paracaday € Y/,
exister € X, ta que f(x) = y. Y esinyectiva, s dados z; # xs en X, es f(z1) # f(z2) (O
equivalentemente, si f(z1) = f(z2), entonces r; = x»).

Lemall3d Sea f: X — Y. Severifica
() B= f(f~Y(B)) paracada B C Y,si ysolos f essobreyectiva;
()Y — f(A) C f(X — A) paracada A C X siysdlos f essobreyectiva;
(ili) S g, h: Y — Z y f es sobreyectiva, entoncesgo f = h o f implicaque h = g;
(ivyS ¢g:Y— Xy fog=1y,entonces f essobreyectiva;
W) A= f1(f(A) paracada A C X,d ysolos f esinyectiva;
(Vi) f((4:) = [ f(A;) para cada familia indicada de conjuntos {4; C X },c; sy solos f

icl . el
es inyectiva;



(vii) S f essobreyectiva, entoncesparacada A C X esY — f(A) = f(X — A)siysolos f
esinyectiva;

(viii) si g, h: Z— X y f esinyectiva, entonces f o g = f o himplicaqueh = g;
(iX)sg: Y — X ygo f =1y, entonces f esinyectiva.

Definicion 1.14 f: X — Y esbiyectiva s es sobreyectiva e inyectivaalavez. Enta caso, la
correspondencia definida por f~': Y — X, donde f~'(y) = z sy sdlo s f(z) = y, esuna
funcion.

Lemall5 Sea f: X — Y. Severifica
(i) s f eshiyectiva, entonces f~! también lo es;
(i) s f eshiyectiva,entonces flo f =1x, fofl=1yy(f )t =F;
(iii)S ¢: Y —Xvygof=1xYyfog=1y,entonces f eshiyectivay g = f~;
(ivVS f: X—Y yg:Y — Z sonbiyectivas, g o f tambiénloesy (go f)™' = f~log™.

1.3 Relacionesbinarias

Definicion 1.16 Unarelacion de equivalencia sobre X es una relacion binaria reflexiva, smé-
tricay transitiva. Dada R unarelacion de equivalencia sobre X, sellamaclase de x a conjunto
] = {y € X : zRy}. El conjunto cociente X/R, es el conjunto de todas las clases de
equivalencia

Lemal.17 Severifica

(i) z € [z] (z sellama representante de su clase), luego [z] # 0,
(i) zRy sy sdlosi [z] = [y],

(iii) 2] # [y] siysOlos [z] N [y] = 0.

Definicion 1.18 Unaparticionde X esunafamiliaP? = {P; : i € I} de subconjuntos no vacios
de X, talesque

(i) x =U~,
el
(i) s P, # P;, entonces P, N P; = .
Eslo mismo dar una particion de X que unarelacion de equivalencia sobre &l.
Definicion 1.19 Existe una aplicacion canbnica, p: X — X/ R, que asigna a cada elemento =

su clase de equivalencia p(z) = [z]. Sellama aplicacion cociente y es sobreyectiva. Una vez
dada la aplicacion cociente, cada clase de equivalenciaen X es precisamente p~! (p(x)).
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Definicion 1.20 Unarelacion < sobre X esun orden parcial si es unarelacion reflexiva, anti-
simétricay transitiva. Se dice también que X esta parcialmente ordenado. El orden se llama
total, si dos elementos cualesguierade X son comparables por esta relacion.

Definicion 1.21 S A C X yu € X estal quea < u paracadaa € A, se dice que u es una
cota superior de A. Lamenor de las cotas superioreses el supremode A. S A C Xyle X
estal quea > [ paracadaa € A, sedice que! esunacota inferior de A. Lamayor de las cotas
superiores es el infimo de A. Un elemento x se dice maximal, si no existey € X tal quex <y

yx #uy.

Definicion 1.22 Se dice que X es inductivo si toda cadena (es decir, toda parte totalmente
ordenada) posee una cota superior.

Lema 1.23 Los siguientes enunciados son equivalentes y se admiten como validos

(i) si {4; : I € I'}} esunafamilia de conjuntos no vacios dos a dos disjuntos, existe B C | J A;
tal que B N A, tiene exactamente un elemento para cada i € I; !
(i) s {A; : I € I} esunafamiliade conjuntosno vaciosdosa dos disjuntos, existe una funcion
f:I—|J A tal que (i) € A;, paracadai € I (f sellama funcion de eleccion);
i€l
(iii) lema de Zorn: todo conjunto ordenado inductivo posee un elemento maximal;
(iv) teorema de Zermelo: todo conjunto puede ser bien ordenado;

(v) axioma de eleccion: dados dos conjuntos X e Y y f: X — Y sobreyectiva, existe
gY—Xtalquefog=1ly.

1.4 Cardinalidad de conjuntos

Definicion 1.24 Dos conjuntos se [laman equipotentes, si existe una correspondencia biyectiva
entre ellos.

Definicion 1.25 X sedicefinito s existen € N, tal que X esequipotentea{1,---,n}. Obvia-
mente, dos conjuntos finitos son equipotentes si y solo si poseen € mismo nimero de elementos.

Un conjunto X esinfinito, si no es finito, lo cual equivale a decir que es equipotente a un
subconjunto propio de si mismo. X es numerable si es equipotente aN. X es contable si es
finito o numerable.

Larelacion de equipotenciaes unarelacion de equivalencia. A cadaclase de equipotenciase
le puede asignar un nimero cardinal: un objeto matematico w es un nimero cardinal, si existe
un conjunto X tal que Card(X) = w.



Definicion 1.26 Un conjunto A es de potencia menor o igual que B, Si existe una aplicacion
f: A— B inyectiva, con lo cud Card(A) < Card(B) (equivaentemente, si existe una apli-
cacion f: B— A sobreyectiva).

Teorema 1.27 (de Cantor-Bernstein) Sean X e Y dos conjuntos. S Card(X) < Card(Y)y
Card(Y) < Card(X), entonces Card(X) = Card(Y).

Definicion 1.28 Dadosdosnimeroscardinalesw, y wq, sedicequew; < wo, Si existen conjuntos
X eYconCard(X) =w Yy Card(Y) = ws y tales que la potencia de X es menor o igual a
lapotenciade Y. Setratade unarelacion deorden. Sl w; < ws Y wy # wo, Sedice que w, €s
estrictamente menor que ws.

Lemal.29 Severifica
(i) s X escontabley A C X, entonces A es contable;
(i) s X noescontabley X C Y, entoncesY no es contable;
(iii) S X esinfinito, existe A C X, numerabley propio;

(iv) N x N es numerable y como consecuencia, el producto cartesiano de una familia finita de
conjuntos contables, es contable;

(V) la union de una familia contable de conjuntos contables es contable;

(vi) Z y Q son contables, pero R no lo es.

El Card(() = 0, ese cardinal minimo. Sin embargo no existe un cardinal maximo, ya que
Teorema 1.30 (de Cantor) Para cada conjunto X, Card(X) < Card(P(X)).

En particular, Card(N) = X, < Card(P(N)) = 2%; estanotacion proviene de la siguiente
propiedad: s A esfinito, de cardinal n, entonces Card(P(A)) = 2". Puede probarse que
2% = Card(R) = ¢, que sellamael cardinal del continuo. De agui se concluye que X, < c.

Desde principios de siglo, se ha intentado en vano establecer si existe un niumero cardinal
N, entre Xy y ¢. Cantor hace la siguiente conjetura

Proposicion 1.31 (Hip6tesis del continuo) ¢ = N, es decir, no existe ningln conjunto A, tal
que R, < Card(A) < c.

En 1963, Cohen establece que la hipbtesis del continuo es indecidible: afiadiendo como
axiomasu veracidad o su falsedad, los fundamentos de la M atemética siguen siendo coherentes.
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1.5 Propiedadesdelosnimerosreales

Lema 1.32 (R, <) esun conjunto total mente ordenado.

Proposicion 1.33 (Axioma de la cota superior) S A C R esta acotado superiormente (es
decir, existe M € R, tal que M > a, paracadaa € A), existe el supremo de A. Y en tal caso,
s =sup(A) siysolos

(i) paracadaa € A,esa < s,y

(ii) paratodo e > 0, existea. € Atal quea, > s — .

Corolario 1.34 S A C R esta acotado inferiormente (es decir, existe m € R, tal quem < a,
paracadaa € A), existe el infimo de A. Y entonces, i = inf(A) sy solo s

(i) paracadaa € A,esa > i,y

(ii) paratodo e > 0, existea. € Atal quea. < i+ €.
Lema 1.35 R esarquimediano, es decir, el conjunto N no esta acotado superiormente.
Corolario 1.36 (Propiedad arquimediana) Paratodo x > 0, existen € N, tal que0 < % <.

Corolario 1.37 (Densidad de losracionales) Dados dos nUmerosreales x < y, existe r € Q,
tal quezr < r < y.

Corolario 1.38 (Propiedad de losintervalos de encaje) Dada una familia {[a,, b,] : n € N}
de intervalos cerrados y encajados (es decir, si n < m, €S [am, by, C [an,b,]), entonces

ﬂ (@, bn] # 0.

neN

1.6 Algunas nociones sobre grupos

1.6.1 Grupo (no abeliano) libre con dos generadores

Sea E' el conjunto de las palabras finitas (comprendida la palabra vacia) que se pueden formar
al yuxtaponer los simbolos o y b?, con p, g € Z. Dada una palabra, esta permitido efectuar las
siguientes reducciones

(i) reemplazar un grupo de dos simbolos consecutivos a?, a? por el simbolo a”*? y o mismo
con b,

(ii) suprimir a® y v°.



Unapalabra paralaquetodareduccion esimposible, esunapalabrareducida. Estaformada
por unasucesion de simbolos alternativamente de laformaa? y b2, con exponentes no nulos. Se
verifica facilmente que toda palabra admite una tnica reduccion.

Se denota por L(a, b) @ conjunto de las palabras reducidas dotado de laley de composicion
siguiente: el producto m.m’ de dos palabras, esla palabra reducida asociada a la palabra (no
necesariamente reducida) obtenida al escribir m y m/ juntas.

Para esta ley, L(a,b) es un grupo, para el que la palabra vacia es el elemento neutro y
(aPrb~9 ... a”P1b~ %) eslainversadelapaabra (b a?* ... b7 aPr).

Las aplicaciones @, b: Z— L(a, b) definidas por a(p) = (a?) y b(¢q) = (b?) son dos ho-
momorfismos inyectivos. Ademas, si G esun grupo 'y ¢, v: Z— G son dos homomorfismos,
entonces existe un tnico homomorfismo ¢: L(a,b) — G tal quefoa = py f o b=1,yse
define por 6(a”) = ¢(p) y 0(b?) = ¥(q).

1.6.2 Grupo libre sobreun conjunto

Es una generalizacion de lanocién anterior. En vez de formar palabras con laayudade letras a
y b, se utilizan todos |os elementos del conjunto .S. En particular, si S es un conjunto finito de
n elementos, se obtiene el grupo libre de n generadores, que se denota L(.S).

1.6.3 Productolibre dedos grupos

Es otrageneralizacion de laprimeranocion. Sean GG, y G, dos grupos; se considera el conjunto
de las palabras finitas constituidas por elementos de G; y elementos de GG,. Se autoriza a
reemplazar dosletras consecutivas g, y g; Si estan en el mismo grupo G, por latnicaletrag, .g;,
y lo mismo con G,. Ademas, se suprimen los elementos neutros. Como antes, una palabra
reducida es una sucesion finita de elementos provenientes alternativamente de G, y G». El
conjunto delas pal abras reducidas, dotado de laley de composicion evidente constituye €l grupo
G * G, producto libre de ambos grupos.

LasaplicaCioneS(gli Gl — Gl * GQ Yy 923 G2 — Gl * G2 dadaSpOI’ (91(91) = (92)1 son homo-
morfismos inyectivos. Ademas, si G esun grupo y u;: G; — G son homomorfismos, entonces
existe un tnico homomorfismo u: G1 * Go — G ta que i o ; = p;.

Observaciones 1.39 Parael producto libre de grupos, se verificaque

() unatal propiedad universal basta para caracterizar el producto libre G * G5, salvo isomor-
fismos;

(if) s G5 sereduce a elemento neutro, entonces ¢, es un isomorfismo.
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1.6.4 Producto amalgamado de dos grupos

Recordar que si H esun grupo, sediceque N esun subgrupo normal en H, s paracadah € H
yxz € N,esh™'zh € N. Si K esun subgrupo de H, se denotapor K alainterseccion detodos
los subgrupos normales en H que contienen a K. Este grupo esta constituido por lafamilia de
loselementos h'kh conh € Hy k € K y por todos sus productos, y es € menor subgrupo
normal gque contienea K.

Sean G, G1 Yy G gruposy p;: Go — G; homomorfismos. Sea N el menor subgrupo normal
en G; * GGy que contiene todos los elementos de laforma

{(1(9)p2(9)1), (p2(9)e1(9)™") : g € Go},

y seayu: G x Gy — G4 * Go /N lasobreyeccion canbnica. SedenotaGy « Gy /N = G xg, Ga,
y sedice que es el producto de GG, y G amalgamado por Gy.

Los homomorfismos iy = o 61y pe = 11 o 02 satisfacen larelacion i o 1 = s 0 @9, ya
quelos elementos 0 (v1(g)) Y B2(¢2(g)) difieren en un elemento que estaen e nicleo N de .

Ademéas, si H esungrupoy ¢;: G; — H Y 15: Gy — H sonhomorfismostalesque,op; =
19 © o, entonces existe un Unico homomorfismo ¢: Gy *¢, Go— H tal que ¢y = Yoy y
19 = 1) o uy. EN efecto, existe un tnico homomorfismo ¢': G * G, — H ta quey; = ¢’ 0 6,
y 1y = 9’ o O,; pero la propiedad 1), o ¢ = 15 o 5 prueba que & nlcleo de ¢’ contiene los
elementos de laforma (¢ (g)w2(9) 1) Y (¢2(9)p1(g) ') parag € Gy, y por lo tanto, contiene
a N; luego ¢’ pasaal cociente por N.

¢Como se caracterizan los elementos de N? Para que una palabra (no necesariamente
reducida) represente un elemento de G; * G, que esta en N, es necesario y suficiente que se
puedareducir al neutro (pal abravacia) por unasucesi dn de manipul acionesdelostipossiguientes

(i) reemplazar unaletra v (g) por ¢2(g), g € Go 'y reciprocamente;

(if) reemplazar dos letras consecutivas g; ¥ ¢; (donde g;,g9; € G;, ¢ = 1,2), por la letra
9! = gi.g, € G;, y reciprocamente, descomponer una letra g!’ en una sucesion g;, g;, S
g/ = g;.g. (estamanipulacion no cambiael elemento correspondientede G x G y permite
alcanzar la palabrareducida);

en efecto: todo elemento de N se escribe como un producto (a='¢:i(g)p2(g)~ta), donde
a € G1*x Gy, g € Gy (0 productos de los inversos de estos elementos). Por una manipu-
lacion de tipo (i) y una de tipo (ii), se puede reducir a (a='a), que sereduce a () en G * Go.
Inversamente, veamos que Si (my1(g)ma) € N, entonces (myp2(g)me) € N: en primer lu-
gar, (o1(g)mamy)(mit)(mip1(g)ms)(m,) estaaln en el subgrupo normal N. Multiplicando
por (p2(g)p1(g)~t) € N, se obtiene, tras una reduccion de tipo (ii) (que no cambia la palabra
reducida) (y2(g)mam ), después, de nuevo por conjugacion, se obtiene (m;y2(g)ms), que esta
por lo tantoen V.
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Observaciones 1.40 Como casos particul ares, tenemos
(i) s Go = {1}, N sereduce d neutroy la suma amalgamada esisomorfaa G, x G;

(i) s Gy = {1}, entonces NV esel subgrupo normal engendrado por el conjunto deloselementos
{1(9) : g € Go}. Ademés, G, * G5 esisomorfo a GGy (observacion 1.39, (i)). Lasuma
amalgamada es entonces €l cociente de GG; por € menor subgrupo normal ¢, (Gy), que
contiene a ¢ (Gy).

1.7 Problemas

1.- Sea R unarelacion de equivalenciasobre X' y p: X — X/ R laproyeccion canbnica. Sedice
que S C X esun conjunto R-saturado, si dado x € S, todo y € X relacionado con x pertenece
tambiéna S. Dado A C X, sellama R-saturacion de A a menor conjunto R-saturado de X
que contienea A, y se denota por Sat(A). Se pide

(i) probar que Sat(A) = p~'(p(A)) = Jp 'p(z);

€A
(i) st A C B, probar que Sat(A) C Sat(B);
(iii) probar que S es R-saturado si y solo si existe V € X/Rtal que S = p~(V);
(iv) probar que Sat(| JA;) = (JSat(A;), Sat([)A;) C (Sat(A) y X — Sat(A) C
i€l i€l el i€l
Sat(X — A);

(v) probar que la interseccion y la reunion arbitrarias de conjuntos R-saturados, asi como la
diferencia de conjuntos R-saturados es de nuevo un conjunto R-saturado;

(vi)si S es R-saturadoy AN S = (), probar que S N Sat(A) = 0;
(vii) si Sy .S; (i € I) son conjuntos R-saturados, probar que p(| JS;) = Jp(S:), p(()S:) =
i€l i€l el
p(S) ¥y p(X = 8)=X/R—p(S);
el
(viii) dados S; y S, conjuntos R-saturadosy disjuntos, probar que p(S1) N p(Ss) = 0;
(ix) sobre R, se define la siguiente relacion de equivalencia
xRy s ysolos existek € Z, tal quex = k + v.

Cacular Sat(N) y Sat({/2}).

2.- Sea f: X — Y unaaplicacion. Se pide

(i) probar que larelacion binaria xRy siy solos f(z) = f(y), es unarelacion de equiva-
lencia sobre X;
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(ii) si p esla proyeccion canonica, probar que existe una nica aplicacion f:X/R;— Y, td
gue f op = f,y que esinyectiva;

(iii) concluir que toda funcién f factorizadel modo f = ¢ o h, donde g es inyectivay h es
sobreyectiva.

3.- Sea { X }ic; unafamiliade conjuntosy paracadai € I, A; C X;. Se pide probar
(i) seaJ C I, entonces [[A; x [[X: = (Np; ' (4;), en particular, [J4; = (p; ' (A));

jeJ igJ jeJ i€l iel
(i) s A c J[ X, entonces A C [ [p:i(A);
el el

(i) pi([JA) = Avy pi ' (4) = A x [ X5

iel i



Tema ll

Espacios Topologicos

A lo largo de cas toda la Historia de las Mateméticas, han ido apareciendo sus estructuras y
especialidades obligadas por |a necesidad de resolver problemas cuantitativos. Por ello, dichas
estructuras u objetos matematicos tenian ciertarigidez, forzados por € problema de la medida
que intentaban resolver. Hasta hace unos doscientos afios, ningln matemético se interesd por
las propiedades cualitativas de los objetos a los que dedicaba su atencion. Estas propiedades
fueron apareciendo, por un lado, como simples observaciones a la existencia de cualidades
gue no dependian de las magnitudes y que permitian distinguir diversos objetos entre si. Por
otra parte, se hicieron necesarios al surgir € Calculo Infinitesimal, como técnica que obligaba a
considerar correctamentey formalizar lasnocionesvagasde proximidady continuidad. Estosdos
caminos, unas veces independientemente y otras conjuntamente, desembocaron a principios de
estesiglo enladefinicion correctade proximidad, continuidad y propiedad cualitativa, esdecir, se
encontrd un objeto matematico, un espacio topol gico, en el que |os anteriores conceptos tenian
su verdadero significado y donde todas las intuiciones de |as que se habia partido encontraban
un tratamiento riguroso.

En este curso se trata de exponer alguna de esas propiedades cudlitativas que, haciendo
abstraccion de toda mediday magnitud, son el fundamento de la Topologia.

13
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2.1 Definicion de Topologia

LaTopol ogia es unageneralizacion de algunas de | as propiedades deinterval o abierto en larecta
real, propiedades independientes de otras presentes en R como la suma, el orden o ladistancia.

Definicion 2.1 Unatopologia sobre un conjunto X, esunafamiliar C P(X), verificando
0, X er,
(i)s A,Ber,entoncesANB e T,

(iii) si {A;}ier C 7, entonces | JA; € 7.
el

Los elementos de 7 se llaman abiertosy €l par (X, 7) sellama espacio topol gico.
Ejemplos 2.2 Seintroducen algunos ejemplos fundamental es en topol ogia

1) sobre X, 7;,4 = {0, X'} eslatopologiaindiscreta;

2) sobre X, 74, = P(X) eslatopologia discreta;

3) s X esinfinito, 7.,y = {0} U{A C X : X — A esfinito} eslatopologia cofinita;

4) s X esinfinito no contable, 7., = {0} U{A C X : X — A escontable} eslatopologia
cocontable;

5 s X ={a,b}, Tsier = {0, X, {a}} eslatopologiade Serpinski;

6)s XyAcC X,7a={0}U{B cC X : AC B} eslatopologia A-inclusion (observar que
T0 = Tais Y TX = Tind);

NsXyAc X, ={X}U{Bc X:An B = 0} eslatopologia A-exclusion (observar
queTy = Tagis Y Tx = Tind);

8) ko = {0, R} U{(a, ) : a € R} eslatopologiade Kolmogorov sobreR, y € par (R, 7x4)
es larecta de Kolmogorov;,

9 Tseo ={UCR:U=AUB: A€ 1., B C I} eslatopologia*“ scattered” sobre R, y
par (R, 75.,) eslarecta” scattered” ;

10) los espacios métricos son espacios topol dgicos (ver 2.5, problema 6), por gjemplo larecta
rea (R, 7,s)-
Observar que sobre un mismo conjunto se pueden definir distintas topologias.

Definicion 2.3 Dadas 7, y 7, dos topologias sobre X, se dice que 7; es menos fina que 7, (0
que , esmasfinaquer), s C . Siu C 071 C 7, sedice que las topologias son
comparables.
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Ejemplo 2.4 Por g emplo, sobre
1) X,y paratodatopologia, €S 7i,g C T C Tais;
2) R, €57.0f C Tus Y Teof C Teoer PENO Teoe Y Tyus NO SON COMparables;

3) R! Tus < Tscar TKol T Tuss etc.

2.2 Conjuntosabiertosy cerrados

Definicion 2.5 En (X, 7), unconjunto A C X sedicecerrado, si sucomplementario X — A es
abierto. Denotamos por C alafamiliade cerradosen (X, 7).

El concepto de conjunto cerrado es asi dual delanocion de conjunto abierto, y unatopologia
puede especificarse del mismo modo a travées de la familia de sus conjuntos cerrados C, sencil-
lamente através del proceso de complementacion.

Lema2.6 En (X, ), lafamiliade cerradosC verifica
()0, X ecC,
(i)s F,G € C,entonces F UG € C,
(iii) s {F;}ier C C, entonces () F; € C.

i€l
Ejemplos 2.7 En los ejemplos anteriores, tenemos
1) en (X, Tina), €8Cina = {0, X };
2) en (X, 74is), €8 Cais = P(X);
3) s X esinfinito, C.,y = {0} U{A C X : A esfinito};
4) si X esinfinito no contable, C.,. = {0} U {A C X : A escontable};
5 s X = {a,b}, Csier = {0, X, {0} };
6)S XYACX,Cy=1%
7S XyACX,CA=ry;
8) Crot = {0, R} U {(—00,da] : a € R};
Cseo ={UCR:B=FNH:FeC, QCH}.

Observacion 2.8 La propiedad de ser abierto o cerrado es independiente launa de laotra. Un
conjunto puede ser simultaneamente abiertoy cerrado, abierto y no cerrado, cerradoy no abierto
0 ninguna de las dos propiedades.
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2.3 Basey subbase de una Topologia

Hay topologias que poseen demasiados abiertos y a veces es dificil especificarlos todos. Por
ello, seintroduce el siguiente concepto

Definicion 2.9 En (X, 7), unafamilia C 7 esunabasede 7, s paratodo U € 7y paracada
xeU,existe B € f,ta quex € B C U. Loselementos de 5 se llaman abiertos basicos.

Lema2.10 S 3 esbase de 7, todo abierto puede escribirse como union de abiertos basicos.

Teorema2.11 S § C P(X),  esbase de alguna topologia 73 sobre X, S y solo s
i) x=UB,

Beg

(ii) paracada By, B € fycadax € B; N By, existe B; € ftal quex € By C B; N Bs.
Y,ental caso, 75 = {U C X : existe {B;}ic; C 6: U = |JB;}.

i€l
Ejemplos2.12 Algunos g emplos de bases de topologia son
1) unatopologia es obviamente base de si misma;
2) sobre X, Bina = {X};

3) sobre X, Guis = {{z} : v € X}. Ademés, § = {[a,b] : a,b € R} es base de |latopologia
discreta sobre R;

s ACX,fs={AU{z}: 2 € X} esbasedery,;
5 sAcC X, ={{z}:2€ X - A} U{X} esbaseder?;
6) 51 = {(a,b) : a,b € R}y 5o = {(a,b) : a,b € Q} son bases de latopologia usua sobre R;

7) Bsor = {[a,b) : a < b,a,b € R} esbase para una topologia sobre R, |lamada topologia de
Sorgenfrey; € par (R, 75,,) Sellamarecta de Sorgenfrey.

Como se ha visto en los anteriores gemplos, una topologia puede generarse a traves de
diferentes bases. Esto sugiere la siguiente definicion

Definicion 2.13 Dos bases de topologia sobre X 3; y 3, son equivalentes, si generan lamisma
topologia.

Se pueden comparar topologias sobre X conociendo solo sus bases. Intuitivamente, cuanto
mas peguerios sean |os elementos de |a base, mayores seran las topol ogias generadas

Teorema 2.14 Sean (3, y [, bases para las topologias 7, y 7, sobre X, respectivamente. En-
tonces, » C 7 Sy sOlo s paracada B, € 5, y cada xz € B,, existe B, € [, tal que
T € By C Bs.
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Ejemplo 2.15 Aplicando este criterio, se comprueba que 7,; C Tsor € Tus-

A veces, también es Gtil disponer de la nocion de subbase

Definicion 2.16 Unafamilac C P(X) es una subbase para alguna topologia sobre X, s la
familia de las intersecciones finitas de elementos de o es una base para una topologia sobre X .

Lema2.17 Todoo C P(X)tal que | J S = X essubbase para alguna topologia sobre X .

Seo
Ejemplos 2.18 Algunos gy emplos de subbases son
1) 0 = {(—00,a), (b,o0) : a,b € R} es subbase para,; sobre R;
2) 0 = {(—00,da],[b,0) : a,b € R} essubbase para,;; sobreR;

3) toda topol ogia es subbase de si misma.

2.4 Espaciosde Fréchet y de Hausdor ff

El axioma 7T fue introducido en 1914 por Hausdorff. El axioma 7} se atribuye a Fréchet. El
proposito principal de los axiomas de separacion (como 77 y T5), esel de hacer |os puntosy los
conjuntos de un espacio topol dgicamente distinguibl es.

Definicion 2.19 Unespacio (X, 7) esdeFréchet 0 73, si paracadapar de puntosdistintosx # y,
existeU e ttalquex e Uey ¢ U.

Definicion 2.20 Un espacio (X, 7) es de Hausdorff o 75, si existen dos abiertos disuntos U y
V,talesquex € Uey € V. SesueledecirqueU y V separan z ey.

Lema22l S (X, 1) esT,, entoncesesT; .

Observacion 2.22 En lasdefiniciones anteriores, pueden reemplazarse | os abiertos por abiertos
bésicos.

Ejemplos 2.23 En los espacios introducidos anteriormente
1) Taiss Tsear Tsor Y 18S topologias metrizables (problema 6 en 2.5) son 15 (luego T1);
2) Teor Y Teoe SON T, pero no 1s;

3) Tinds Tsiers Tiol, T4 Y T4 (para A # X, () no son 7} (Iuego no son 73).

Proposicion 2.24 Cualquier topologia mas fina que una T (respectivamente, T5), es T) (res-
pectivamente, 75).
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2.5 Problemas

1.- Sea {r;};c; unafamilia de topologias sobre X. Probar

(i) |7 essubbase para unatopologia, sup(7;), lamenor topologia que es mas finaque cada 7;;
i€l

(i) ()7: esunatopologiaen X, inf(;), lamayor topologia que es menos fina que cada 7;;
i€l

(ii)s X = {a,b,ct, 7 = {0, X, {a},{a,b}} y72 = {0, X, {a}, {b, c} }, encontrar sup{ry, 7}
einf{r, m}.
2.- Unabase de cerrados F en (X, 7) esunafamiliade cerrados, tal que todo cerrado en (X, 7)
se puede escribir como lainterseccion de una subfamilia de elementos de F. Probar
(i) F esbasede cerradosen (X, 7)siysolos g ={X — C: C € F} eshaseder;
(i) F esbase de cerrados para algin espacio topologico si y solo s
(a) dados 1, Cy € F, entonces C; UC, sepuede escribir como intersecci on de elementos
de F,y
(b) (Y C=0.

ceF

3.- Sea (X, 7) un espacio topolbgico, donde X es un conjunto infinito. Paracada A C X, A
infinito se sabe que A € 7. Probar que 7 eslatopologia discreta

4.- Dar un jemplo de espacio topol 6gico no discreto, en el que coincidan lasfamilias de abiertos
y cerrados.

5.- Describir todas las posibles topologias sobre un conjunto con dos o tres puntos. Estudiar
cualesde entreelasson T, 0 7.

6.- Un espacio métrico es un par ordenado (X, d), donde X esun conjuntoy d: X x X —R
es unafuncién gque satisface las siguientes propiedades

(1) lafuncién es positiva: d(z,y) > 0, Vx,y € X,

(2) propiedad idéntica: d(x,y) =0s ysolos =z =y,

(3) propiedad simétrica: d(x,y) = d(y,x),Vx,y € X,

(4) desigualdad triangular: d(z, z) < d(z,y) + d(y, ), Vz,y, 2z € X.

Lafunciond sellamamétricasobre X . Si envez delapropiedadidéntica, severificalapropiedad
(2*) d(z,z) = 0,Vx € X, (X, d) sellamaespacio pseudométrico y d es una pseudométrica.
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Probar gque |os siguientes son espaci os métricos

n

@ (R™, d,s), donde d,s(x,y) = Z(mi — y;)?, llamada la métrica euclidea de R”, siendo
i=1
T = (x1>“'axn)ey: (ylvayn)’

(b) (Rn’ dl)’ dondedl(xu y) = Z‘xl —Yi
i=1

(C) (Rn7d2)' donded?(‘ruy) = max{\xl - y1|7 ) |‘TTL - yn|}|

(d) (X,d),donded(z,y) =18 = # yyd(z,z) = 0, llamadala métrica discreta sobre X .

Dado un espacio métrico (respectivamente, pseudométrico), € X y ¢ > 0, se define la bola
abierta de centro x y radio e por B (z,¢e) = {y € X : d(x,y) < e}. Y sediceque A C X es

abierto si paracadar € X, existee > 0 ta que B (x,¢) C A. Probar que la familia de los
conjuntos abiertos, 7, €s unatopologia sobre X, llamada topologia métrica (respectivamente,
topologia pseudométrica).

Se dice que un espacio topolbgico (X, 7) es metrizable (respectivamente, pseudometrizable), si
existe una métrica (respectivamente, una pseudomeétrica) d sobre X, tal que = ;. Se pide

(i) ¢pueden distintas métricas en X generar la misma topologia? Se dice entonces que las
mEétricas son topol dgicamente equival entes;

(ii) probar que (X, 7;,4) NO €s metrizable, pero si pseudometrizable;

(i) probar que todo espacio metrizable es T y 15 ¢es cierta esta propiedad para espacios
pseudometrizables?

(iv) si (X, ]|.|]) esun espacio vectorial normado, queda definida una métrica d), | sobre X por
da&jOSZL’, Yy < X, d”.H(ZE, y) = ||$ - yH

7.- Sea’P unaparticion de X. Probar que es base de algunatopologiar sobre X eidentificarla.

8.- Sea X un conjunto infinitoy 7., = {U € X : X — U esinfinito} U {X}. ¢ES 7, una
topologia sobre X ?
9.- Probar que en (XX, 7) son equivalentes | as siguientes condiciones

(i) (X,7) esTh,

(ii) paracadaz € X, {z} = N{C cerrado : = € C},

(iii) paracadaz € X, {«} esun conjunto cerrado,

(iv)paracada A C X, A=\Uer:ACU}.
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10.- Sea X un conjunto finito. Si (X, 7) es T}, probar que es necesariamente discreto.

11.- Sea (X, 7) un espacio topologico 1> y o unasubbasede 7. Si = # y, ¢se puede asegurar
queexisten U,V € o tlesquez e U,y e VyUnNV =(?

12.- Sea X un conjunto infinitoy {7; : i € I} lafamilia de todas las topologias 7> sobre X.
Probar que 7., = igﬂ‘-

13.- Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado. Para«, v € X, se consideran |os conjuntos
Vi={reX: o<}, Bp={reX:z>atyM,,={reX:a<z<y}=B,NV,.
Sepide

(i) probar que lafamilia g = {V,, B,, M, : a,7 € X} esuna base para una topologia 7,
en X, llamadatopologia del orden. ¢Es (X, 7oq) T1? (Y T2?

(i) probar que e conjunto {z € X : o <z < v} escerrado, paracadac,y € X;

(iii)s se toma R (respectivamente, N) con el orden usual, ¢cuél es la topologia del orden
asociada sobre R (respectivamente, N)?

(iv) en [0, 1] x [0, 1] se considera el orden lexicografico
(al,ag) < (bl,bg) S yS(’)IOSI a; < by ()(ll =b Yas < bs.

Probar que latopologiadel orden asociado no es comparable con latopologia euclideade
0, 1] x [0, 1];

(V)si X = {1,2} x N con €l orden lexicogréfico, ¢cuél eslatopologiadel orden asociada?
14.- Probar que lafamilia 8* = {(a,b) : a < b,a,b € Q}, es una base para |a topologia usual
sobre R. Sin embargo, lafamilia’ = {[a,b) : a < b,a,b € Q} genera unatopologiar’ sobre
R estrictamente mas fina que 7,,; y estrictamente menos fina que 7., .

15.- En R, se considerala coleccion 7 = {R, 0} U {(r, 00) : r € Q}. Probar

@) U (s, 00) = {(iﬂf(S), c0) s S C R estaacotado inferiormente.
seS ’ R en caso contrario '

(@ii) (r1,00) M-+ N (rp,00) = (r,00), donder = max{ry, -, r,};

(iii) concluir que T no es unatopologia sobre R.
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16.- Sea X = R U {p}, dondep ¢ R. Se consideran |as colecciones
(i) ={rust U{U C X : X — U esfinito} y
(i) 7o = {rus} U{U C X : X — U escerrado usua y acotado}.

Probar que se trata de dos topologias sobre X y compararlas.

17.- Sobre R?, se considera

(i) un conjunto U sellamaradialmente abierto, s paracadax € U, U contiene un segmento de
lineaabiertaen cadadireccion alrededor del punto. Lafamiliadelosconjuntosradialmente
abiertos, 7,..4, €S Una topologia, |lamada topologia radial. Compararla con la topologia
euclideay estudiar si es7; 0 T5;

(ii) describir la topologia cuya subbase esta formada por la familia de todas |as lineas rectas.
Lo mismo, si se considera como subbase lafamilia de las lineas rectas paralelas al ge de
abscisas;

(iii)s 7 ={0} U{Gy : k € R}, donde G, = {(z,y) : > y + k}. ¢EST unatopologia sobre
R2? ¢loessik € Z? ¢Y s k € Q?

(iv) probar que lafamilia3 = {{z} x R : x € R} es base para unatopologia sobre R?. ¢Es

18.- En R?, se define unafamilia F de subconjuntos de X', como sigue
F ={0,R*} U{F c R*: F constade un nmero finito de puntosy de rectas}.

Probar
(i) F esunafamilia de cerrados para alguna topologia 7;
(i) esta topologia esla menor en la que puntosy rectas son subconjuntos cerrados;
(iii) comparar 7+ con latopologia usua y la cofinita;
(iv) ¢existe alguna topologia sobre R? en la que las rectas sean cerradas y los puntos no?

(v) ¢existe algunatopologia sobre R? en la que los puntos sean cerradosy las rectas no?

19.- Seana,b € X = NU{0}. SedefineU(a,b) = {an +b:n € X}. Probar

(i) U(a,b) NU(c,d) # B siysdlos U(a,b) NU(e,d) = U(r,s), donde r = mem{a,c}y
s =min{U(a,b) NU(c,d)};

(i) U(a,b)NU(c,d) =0siysdlosi k = MCD{a,c} nodivideab — d;

(iii) 8 ={U(a,b) : a'y b son relativamente primos} es base para unatopologia ™ en X;
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(iv) para cada nimero primo p, & conjunto C,, = {kp : k € X'} escerradoen (X, 7);
(v) e conjunto de los nlmeros primos no contiene ningin abierto no vacio en (X, 7).

20.- Decimosque U C N es abierto s dado n € U, todo divisor de n pertenece tambiéna U.
Probar que esta relacion define una topologia r sobre N, que no esladiscreta. ¢Es (N, 7) T5?

21.- SeaN y paracadan € N consideremos € conjunto O,, = {n,n + 1,...}. Probar que
7 ={0,01,0,, ...} esunatopologia sobre N. ¢Qué abiertos contienen al 1? ¢Es (N, 7) T5?

22.-Sea X = {f:0,1]—10,1]}. SIS C [0,1],seaAs = {f € X : f(z) = 0,Vx € S}.
Probar que lafamilia § = {As : S C [0, 1]} es una base para unatopologia  sobre X. ¢Es
(X,T) TQ’)

23.- Sea X la familia de todos los polinomios de coeficientes reales y paracadan € N, sea
B, = {p € X : pesdegradon}. Probar quelafamilia = {B, }.cN €S una base para una
topologia T sobre X. ¢Es (X, 1) T5?

24.- Para cada subconjunto A C N, definimos N (n, A) = Card (AN {1,2,...,n}). Sea

, . NnU
TAPZ{UCN11¢U0 <1€Uy,}520¥:1>}~
Probar que 74, es una topologia sobre N, |a topologia de Appert, y estudiar los axiomas de
separacion.

25.- Sea P lacoleccion de los polinomios en n variablesreales. Paracada P € P, sea
Z(P)={(z1,--,x,) € R": P(xy, -+, 2,) = 0}.
Sepide

(i) probar que {Z(P) : P € P} esuna base de cerrados para una topologia sobre R", 7z,
[lamada topologia de Zariski;

(ii) probar que 7z, esde 717, pero no Ts;

(ili) sin =1, 724, = Teos. Pero, sin > 1, estas dos topol ogias son distintas.
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Entornos

L os espacios métricos y sus variantes, introducidos en 1906 por Fréchet, se basan en el concepto
dedistancia. El conceptointuitivo decercania setrasladaal concepto matematico masmanejable
de entorno.

Hausdorff en su “Grundziige der Mengenlehre’, en 1914, utilizd € concepto de entorno
(usado yapor Hilbert en 1902, en unaformulacion axiomaticaespecial dela Geometria Euclidea
Plana) y edifico unateoria definitiva de |os espacios abstractos basada en este concepto.

3.1 Entornosy sistemas de entornos

L os entornos constituyen lamaneramas natural de describir topologias. Esta herramientaindica
como funcionan las cosas cerca de cada punto, es decir, se trata de dar una descripcion local.

Definicion 3.1 Un entorno de un punto z en (X, 7), es un subconjunto N C X tal que existe
un abierto U € 7, verificando x € U C N. En esta definicion, puede cambiarse el abierto por
un abierto basico. Lafamilia\, de todos los entornos de z se [lama sistema de entornos de .

Teorema 3.2 El sistema de entornos de x en (X, 7) verifica las siguientes propiedades
(N1) paracada N € N, esz € N,
(N2) sl N, N, € N, entonces Ny N N, € N,
(N3)ss N e N,yN C M, entonces M € N,
(N4) paracada N € NV, existe M € N, tal que N € N, paracaday € M, y ademas

(N5) U € 7 siysdlosi U esentorno de cada uno de sus puntos.

23
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Y reciprocamente, si a cada = seleasigna unafamilia no vacia de subconjuntos M., verificando
(N1) a (N4), y seusa (N5) para definir el concepto de conjunto abierto, se obtiene una topologia
7 sobre X, parala que M, = N, en cada punto.

Ejemplos 3.3 Enlos g emplos ya vistos, tenemos
1) en (X, 7inq), paratodo z € X, es N4 = { X };

2) en (X, 74:), paracadar € X, esN¥ ={N C X : 2 € N};

3) en (X, 7.y), paratodoz € X, esN® ={U € 7pp : 7 € U};

4 en (X, 7)), paracadaz € X, SN = {U € 10 : x € U}

5) en (X = {a, b}, Tsier), NG = {X, {a}} y A" = {X};

6) en (X, 74), paratodoz € X,esN/4 ={N C X : {zk} UA C N};

Nen(X,74),szec AesNT = {X}ysz g AesN,={NC X :z € N};

R,

Nus szeQ

8) en ( Tsca)1eSN;ca:{{]ffcR:x€N} szel

3.2 Basesdeentornos

Es claro que no son necesarios todos | 0s superconjuntos de | os entornos de un punto paraobtener
una buena descripcion del sistema de entornos. Bastara con una familia mas pequefia

Definicion 3.4 Una base de entornos o base local de = en (X, 7) esunafamilia B, C N, ta
que, paracada N € N,, existe B € B, tal que B ¢ N. En cuanto se ha elegido una base de
entornos de un punto (hay varias formas de hacerlo), sus elementos se llaman entornos basi cos.
Lafamilia{B,}.cx sellama sistema fundamental de entornos.

Ejemplos 3.5 En los gjemplos ya estudiados, tenemos
1) en (X, 7;,q), paratodo z € X, seelige Bi"? = {X};
2) en (X, 74i5), paracadaz € X, seescoge BY* = {{x}};
3)en (X = {a, b}, Tsier), SRtOMa B = {{a}} y Bi*" = {X};
4)en (X, 7,4), paratodo x € X, seelige B4 = {{z} U A};

i oa ({X) SzeA
e (X8 = {10 g

6) en (R, 7,,), seelige B = {(x — e,z +¢) : £ > 0};

7)en (R, 75, ), SetOMa By = {[z,z +¢) : € > 0};
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8) en (R, 7x,), Secoge BE = {(x —¢,00) : & > 0};
By SzreQ,
{{z}} sSzel’

10) V. esunabaselocal en z en (X, 7).

9) en (R, Tscq),S€ tOma B = {

Teorema 3.6 Sea (X, 7)Yy {B,}.cx unsistema fundamental de entornos. Se verifica
(Bl) paracada B € B,,esz € B;
(B2) s By, By € B, existe B; € B, tal que B3 C B; N Bo;

(B3) paracada B € B,, existe B, € B,, tal que paracaday € B, existe B, € B, tal que
B, C B;yademas

(B4 U € rsiysolos paracadax € U, existe B € B,,talque B C U.

Y reciprocamente, si acada x € X seleasigna unafamilia no vacia D, de subconjuntosde X,
verificando (B1) a (B3), y se usa (B4) para definir e concepto de conjunto abierto, se obtiene
una topologia r sobre X, parala que {D, }.c x €sun sistema fundamental de entornosen .

Unaformanatural de construir bases locales es

Lema3.7 En (X, 7), B, = N, N7 esunabaselocal en z.

3.3 Topologiasy sistemas de entornos

Intuitivamente, cuanto menores son |os entornos, mayores son |as topol ogias asociadas

Teorema 3.8 (Criterio de Hausdorff) Sean 7; y 7 topologias sobre X' y {B.},cx, {B}.cx
sistemas fundamental es de entor nos asociados. Entonces, 7, C 7, Sl y solo s paracadaz € X
ycada B, € B!, existe B, € B2 tal que B, C B;.

Proposicion 3.9 Enlasmismas condiciones del teorema anterior, 7, C 7, Si y solo si para cada
re X, esN}! c N2

La Gnica diferencia entre las nociones de base local y base de topol ogia es que las bases de
entornos no constan necesariamente de conjuntos abiertos

Teorema 3.10 Sea (X, 7)y 3 C 7. Entonces,  esbasede 7 s y solo s, paracadaz € X, la
familiaB, = {B € §: x € B} esunabaselocal en z.

Observacion 3.11 Enlasdefinicionesde T’ y T», sepueden reemplazar | os abiertos por entornos
0 entornos bésicos.
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3.4 Problemas

1.-En(X,7),sediceque N C X esunentornode A C N,s existeU € r,talqueA C U C N.
Probar que N esunentornode A siy solosi paracadaz € A,esN € N,.

2.- Probar que (X, 7) esT; siy solos paracadaz € X, {z} = (| N.
NeN:

3.- Sea (X, d) un espacio métrico. Probar que B, = {JOB (z, %) : n € N} esunabase deentornos
en x paralatopologiainducida por la métrica.

4.- Sobre R, se considera
Q)sz#0,B,={(zr—e,x+¢):e>0},
(2 By ={B.,:¢>0,neN},donde B, ,, = (—00, —n) U (—¢, ) U (n, 00).

Probar que { B, } .cr €s un sistemafundamental de entornos, que define unatopologia 7. sobre
R. El par (R, 734.) Sellamarecta enlazada. Comparar 7;,. con latopologiausua deR y estudiar
los axiomas de separacion.

5.- Determinar si en (R, 7,,;) los siguientesintervalos son entornosde 0: (—1, 1], (—1,0], [0, 1)
y (0, 1]. Probar que los conjuntos Q y I no pueden ser entornos de ningn punto.

6.- Seal’ C R? & semiplano superior cerrado. Se considera

(D) By = { us ((z,y),€) - € > 0 “suficientemente pequefio” para 103% ((z,y),e) C T'},
para(z,y) € I',y # 0,
(2) Bz0) = {{(2,0)} U B : B bolaabiertatangente a eje de abscisasen (x,0)}.

Probar que {B(,.y) } 2.y)cr €S un sistema fundamental de entornos, que define una topologia 7,
sobre . El par (I, 75,) sellama plano de Moore. Comparar 7,, con latopologia euclidea sobre
' y estudiar |os axiomas de separacion.

7.- SeconsideraRI%Y = {f:[0,1] — R}, y

(i) sedefineU(f, F,6) = {g € RO - vo € F | f(z) — g(x)| < 6}, paraf € RO F [0, 1]
finitoy 6 > 0. Probar que {U(f,F,6) : F C [0,1]finito,6 > 0} forma una base
de entornos en f para una topologia, 7r,., sobre Rl que se denomina topologia de
Tychonof;

(iYpara f € ROUye > 0,seaV(f,e) = {g € ROU : vz € [0,1],|g9(z) — f(z)] < el
Verificar que {V (f,¢) : € > 0} forma una base de entornos en f para unatopologia, 7.,
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sobre R [lamada topol ogia caja;

(iii) comparar 77, Y 7., Y €studiar los axiomas de separacion para ambas topol ogias.

8-Sean L, = {(z,1) 2 €[0,1)} Sin>0,Lo={(z,0):z€ (0,1)}yX = GLn. Se

considera
(NsineNyz#0,B,1)={(z, )},
(2 By1y={U C L, :(0,+) € U, L, — U esfinito},
(3 Bieoy = {{(.0} U{(z. }) :n > 0}).
Comprobar gque se trata de un sistema fundamental de entornos sobre X y estudiar |os axiomas
de separacion.
9.- Sea([0, 1] x [0, 1], 7,-4), donde latopol ogiadel orden estageneradapor el orden lexicogréfico
sobre [0, 1] x [0, 1]. Describir los entornos de |os puntos
(i) (z,0) (con especia atencional (0,0))y (x, 1) (con especid atenciona (1,1)), s x € [0, 1],
(ii) (z,y), paraz,y € (0,1).
10.- Sea X = {a,b,c,d}, 7 = {X,0,{b},{a, b}, {b, c,d}}. Describir los sistemas de entornos

delos puntosb, cy d.

11.- Paracadaz € R?, sealafamilia
B, = {{x} U D : D esdisco centrado en z, a que le fatan un nimero finito de didmetros}.
Sepide

(i) comprobar que B, es una base de entornos en z para unatopologia, 7, en € plano. El par
(R?, 74,) sellamaplano Sotted;

(i) comparar 7, con latopologia usual;
(”I) C.ES Tslo TQ’)
(iv) ¢se puede reemplazar, en ladefinicion, finito por numerable?

12.- Sea M, (R) e conjunto de las matrices n por n de nUmeros reales. Dada una matriz
A = (aij)ij=1..n € My(R)y 7 >0, sedefine

UT<A> = {(bij)i7j:1 77777 n - |6Lij — bzg’ <, VZ,] = ]_, ... ,n}.

Probar que lafamilia B4 = {U,.(A) : » > 0} es una base de entornos en A, que genera una
topologia ™ en M,,(R). Estudiar |os axiomas de separacion.
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13.-Sea X = (R*—{(0,0)})U{0", 0"}, donde0™ y 0~ son dospuntosafiadidosaR? —{(0,0)}.
Para los puntos de R? — {(0,0)} se considera |a familia de bolas usuales y para los otros dos
puntos se consideran las familias

By = {BXfu{0"}:e> 0}, By- ={B- U{07}:e> 0},

donde BF = {(z,y) : 2> +y*> <&, y > 0}, B- = {(x,y) : 2> + y* < &, y < 0}. Demostrar
gue las familias anteriores forman bases locales, para los puntos indicados, de una topologia
sobre X.

14.- Sea X = [0, 1] U {1*}, donde 1* es un punto afadido a [0, 1], tal que = < 1* para cada
x € [0,1). Paracadax € [0, 1], los entornos béasicos son | os entornos usuales de x; 10s entornos
bésicos de 1* son los conjuntos de la forma (a, 1) U {1*}, donde a € [0,1). Demostrar que
definen unatopologia  sobre X.
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Conjuntos en espacios topol 0gicos

El operador clausura, como concepto primordial para definir estructuras espaciales (junto con
un sistema de axiomas que debe satisfacer), fue introducido por Kuratowski en su Tesis en 1920.

L osconjuntos cerrados son los elementosfijosdel operador clausura. A primeravista, parece
sorprendente que una funcion pueda determinarse Unicamente através de sus puntosfijos. Pero,
observando con un poco de calmalas propiedades, se ve que &l conjunto de |os valores tomados
por el operador clausura es exactamente el conjunto de sus puntosfijos. Ademas, laclausurade
A, A, esuno de esos conjuntos fijos que contiene a A, y méas alin, es el menor.

El concepto deinterior esel dual del concepto de clausura, através de la complementacion.

4.1 Interior deun conjunto

En(X,7),s A C X, Anotieneporque ser un conjunto abierto, pero siempre contiene conjuntos
abiertos: por lo menos el conjunto vacio (). Por ello, tiene sentido definir

Definicion 4.1 Dado (X, 7)y A C X, el interior de A esel conjunto
IZ:U{UCX:UGT)/UCA}.
Sz ejl, sedice que x esun punto interior de A.

Lema4.2 En(X,7),s AC X, esAe Tyademésjl es el mayor abierto contenido en A.

29
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Ejemplos 4.3 En los gjemplos ya estudiados, tenemos
1) en (X, Ting), paratodo A # X, es A= y)o(: X;
2) en (X, 745), paratodo A C X, &e;l: A;
3)en (X = {a,b}, 7er), {b}=0;
den(X,74), ngZTA,aB 0;

5en(X,7),s B ¢ 14, esB— B — A:

(
(
(X,

6) en (X, Teof), S A & Teop, es A= 0);
en (X, 7eoc), S A & Teoe, es A= 0;
(

8) en (R, 7x,1), S A esta acotado superiormente, es A= 0;

o us

9) en (R, 7uea), para A= (AN U (A NQ).
Lemad4.4 En(X,7),8 AC B, entonces Ac B.

Teorema 4.5 En (X, 7), se verifican las siguientes propiedades

(I11) paratodo A C X, &sjlc A,

(12) paratodo A C X, esjlzle,

o
— o

(I3) paratodo A, B C X,esAnN Bz/ol N B,
(14) X= X,y ademas

(15U € rsiysdlos U= U.

Y reciprocamente, dada una aplicacion Int: P(X)— P(X), que verifica (11) a (14), y S se
define el concepto de conjunto abierto usando (15), queda definida una topologia = sobre X,
paralacual Int esel operador interior.

Se puede caracterizar €l interior de un conjunto a través de un sistema fundamental de
entornos

Proposicion 4.6 Sea{B,}.cx unsistemafundamental deentornosen (X, 7), entoncesesx eA
siysblos existe B € 3, tal que B C A.

El interior de cualquier entorno es no vacio

Lema4.7 En(X,7), N € N, s ysdlosi Ne A,
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4.2 Clausuradeun conjunto

Un conjunto A en un espacio (X, 7) no tiene porque ser cerrado. Pero siempre existen cerrados
que lo contienen: por 1o menos, €l total X. Por estarazon tiene sentido definir

Definicion 4.8 Sea (X,7)y A C X. Laclausurade A es
A=({F CX:Fceradoy AC F}.
Si z € A, z sellama punto clausura o adherente de A.

Lema4.9 Sea (X,7)y A C X. A esun conjunto cerrado, y ademas es el menor cerrado que
contienea A.

Ejemplos 4.10 En los gjemplos ya estudiados, tenemos
1) en (X, Tinq), paratodo A # 0, es A = X;
2) en (X, 74,), paratodo A C X,es A = A4;
3 en (X = {a,b}, myier), {0} = {b} y {a} = X;
A)en(X,74),5 B¢ Cs, B = X;
5)en (X,74),s B¢ C* esB=BU A;
6) en (X, 7o), S A esinfinito, es A = X;;
7)en (X, 7..), S Anoescontable, es A = X;
8) en (R, 7x,), S A no esta acotado superiormente, es A = X;
9) en (R, 7yea), pPAAA = (A - Q) U (A" N Q).
Lema4.11 En(X,7),s A C B, entonces A C B.
Teorema 4.12 En (X, 7), se verifican las siguientes propiedades
(C1) paratodo A C X,es A C A,
(C2) paratodo A C X, es A = 4,
(C3) paratodo A, B C X,esAUB = AU DB,
(C4) ) = (), y ademéas
(C5) FeCsiysilos F = F.

Y reciprocamente, dada una aplicacion Cl: P(X) — P(X), que verifica (C1) a (C4) (es decir,
lo que habitual mente se denomina un operador clausura de Kuratowski), si se define el concepto
de conjunto cerrado usando (C5), queda definida una topologia 7 sobre X, parala cual Cl es
el operador clausura.
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Se puede caracterizar la clausura de un conjunto a través de un sistema fundamental de
entornos

Proposicion 4.13 Sea {B.}.cx un sistema fundamental de entornos en (X, 7), entonces es
rc Adysolos paracada B € B, esBN A # 0.

L osconceptosdeinterior y clausurason duales (no contrarios), como |os conceptos de abierto
y cerrado

)
o —

Proposicion 414 Sea (X, 7)y A C X, entonceses X — A= X — Ay X —A=X — A

Definicion 4.15 Un conjunto D esdensoen (X, 7),si D = X.

4.3 Puntosde acumulacion y puntos aislados

Definicion 4.16 En (X, 7), sefija un sistema fundamental de entornos {13, }.cx. Se dice que
x € X esun punto deacumulacibnde A C X, si paracadaB € B,,es(B — {z})NA # (. Al
conjunto de los puntos de acumulacion de A sele llamaconjunto derivado de A y se denota por
Al Six e A— A4, sedicequez esun punto aislado de A.

Teorema 4.17 En (X, 1), se verifican las siguientes propiedades

(i)si A C B,es A% c B

(ii) paratodo A, B C X,es(AU B)? = AU B

(i) 04 = 0;

(iv) A= AU A%

(V) FeCsysolos F'Y c F. En particular, un conjunto con derivado vacio es cerrado.
Ejemplos4.18 En los ejemplos anteriores, tenemos

1) en (X, Tinq), paratodo A # () con mas de un punto, es A4 = X yparaxr € X, es

{z} =X —{a};
2) en (X, 745), paratodo A C X, es A? = {);
3) en (X = {a, b}, Tyier), {0} = Dy {a}? = {b};

4 en(X,74),8 B¢ Cys,esB?=X —{z}cuando AN B = {z}y B® = X enotrocaso. Y
S B € C4, entonces B = ;

5)en (X,74),s Btienemasdeunpunto,es B = Aysi B = {z},es B = A — {z};
6) en (X, 7..7), S A esinfinito, A = X y si A esfinito, A% = {);



7) en (X, 7u.c), Sl A esno contable, AY = X y si A escontable, A? = 0);
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8) en (R, T...), para A C Ry con las notaciones obvias, sz € Q, esz € A? sy sdlo s

re At ysyeclesy g A

4.4 Fronteradeun conjunto

Definicion 4.19 En (X, 7), lafronterade A C X esel conjunto fr(A) = ANX —A. S

x € fr(A) sediceque z esun punto frontera de A.
Lema4.20 En (X, 7),s A C X, fr(A) esun conjunto cerrado.
Teorema4.21 En (X, 7),s A C X, severifican |las siguientes propiedades
(i) fr(A) = fr(X — A);
(i) fr(0) = fr(X) =0;
(i) A = AU fr(A) =A Ufr(A);
(V) fr(A) = A— Ay A= A — fr(A);
V) X —A Ufr(A) U (X — A) y estaunion es digunta;
(vi) A esabiertosiysolosi fr(A)N A= 0;
(vii) A escerradosi ysolo fr(A) C A.
Ejemplos 4.22 En los gjemplos conocidos, se verifica
1) en (X, Tina), paratodo A C X propio, es fr(A) = X;
2) en (X, 74s), paratodo A C X, es fr(A) = 0;

(
3) en (X = {a, b}, Tuier), fr({b}) = {b} y fr({a}) = {b};
4 en(X,74),8 B C X espropio,

B s BelCy
fT(B): X —B SiBETA ;
X €n caso contrario

5)en (X, 74),s B C X espropio, es fr(B) = 4;
6) en (X, 7.of), para X infinito,

fr(A)=4 A S A€ Ceof ;

{X —A SAe Teof
X en caso contrario
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7) en (X, Teoc), Para X no contable,

X—-A SAc€E,,
fr(A) = { A S A € Cepe ;
X €n caso contrario

o us

8) en (R, 7o), paraA C R,es fr(A) = (B NQ) — (B NQ).

45 Problemas

1.- Sea (X, 7) un espacio topologico, A, B C Xy {A; C X }ic;. Probar
(Yzec Alsystlosiz € A— {z};
(ii)ss AU B = X, entonces AU B= X:
(iii) s AN B = 0, entonces AN B= 0;
(iv) A esabiertosiy sblosi (VB C X, esANB =0siysilos AnB =0);

(v) Aesabiertosiysdlosi ANB C AN B, paracadaB C X. Y entonces, BN A = BN A4;

W)AANBCANB, AUBCAUB, (ANBYc ANBY, A-BCA-B vy

o 0 —

A — BDA - B;

o

vidU AcUdn N ASNA, UAcUdn NAS DAL UALc (UA)® y

i€l i€l i€l i€l i€l el i€l i€l i€l i€l
d d.

mAz D) (DAZ) ;

i€l i€l

(viii) ¢pueden dos conjuntos diferentes poseer e mismo conjunto derivado?

2.- Sea X un conjunto y 7, 7» dos topologias sobre X, tales que 7, C 7;. Con las notaciones
o] 2 (o]

obvias, probar que paracada A C X, setiene A CA y A c A% ¢Se pueden comparar sus
operadores derivados?

3.- Sea (X, 7) un espacio topolbgico. Probar

(YA={ze X : Aec N}

(if) st X no posee puntosaisladosy A C X esabierto, entonces A no posee puntos aislados;
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(iii) sz € A esaidado en A, entonces » esaisado en A. ¢Escierto € reciproco?

(iv)si (X,7)esTyy x € A% entonces A corta a cada entorno de = en un niimero infinito de
puntosy €l conjunto A% es cerrado;

(V) z € {y}siysolosi N, CN,. Luego, N, = N, siysdlosi {z} = {y};

(Vi) (X,7) esTy, siy solos paracadaz € X, {z} = (] N.
NeN;

4.-En (X, 7),un abierto A sellamaregular,si A =Ay uncerrado A sellamaregular s A = A
Probar

(i) s A es cerrado (respectivamente, abierto), entonces A (respectivamente, A) es un abierto
regular (respectivamente, un cerrado regular);

(ii) A esabiertoregular sy sblosi X — A escerrado regular;
(iii) st Ay B son abiertos regulares (respectivamente, cerrados regulares), es A C B s y solo
si A C B (respectivamente, AC B);

(iv) ss Ay B son abiertos regulares (respectivamente, cerrados regulares), entonces A N B
(respectivamente, AU B) esabierto regular (respectivamente, cerrado regular). En general
AU B (respectivamente, A N B) no es abierto regular (respectivamente, cerrado regular);

(v) en (R, 7,5), hay abiertos que no son regulares.

5.- Sea (X, 7) un espacio topologicoy A, B C X. Probar

(i) fr(A) =0 s ysolos Aesabiertoy cerrado alavez;

(ii) fr(A) C fr(A)y fr(A) C fr(A);
(i) s A C B, ¢es fr(A) C fr(B)?,

o
o o

(iv) s fr(A) n fr(B) = 0, severificaque AUB=A U B, ANB = ANB vy
fr(ANB) = (AN fr(B))U(fr(4) N B);

(v) engenera, fr(AU B) C fr(A)U fr(B). Si AN B = (), entonces se dalaigualdad.

6.- Construir unatabla(con seisentradas) en que serel acionen |os conceptos de conjunto abierto,
cerrado, interior, clausura, fronteray entorno.
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7.-Sea D denso en (X, 7). Probar
(s U € r,entoncesU C DNU;
(i) s £ D D, entonces E' estambién denso;
(iii) st U esdenso y abierto, entonces D N U es denso;
(iv) lainterseccion finita de abiertos densos es abierto denso;
(v) s 7' C 7, entonces D también es denso en (X, 7').

8.- SeconsiderasobreR? latopologiar = {0} U{G}, : k € R},dondeGy, = {(z,y) : z > y+k}.
Calcular € interior, el derivado y la clausura de los conjuntos {(0,0)} y {(—=x,x) : € R}.

9.- En ([0, 1] x [0, 1], 7,4 ), donde la topol ogia esta inducida por €l orden lexicogréfico, calcular
el interior, laclausuray lafronteradelos conjuntos {(%,0) : n € N}, {(1—%,3):n e N},
{(z,0):0<z <1}, {(z,3): 0<z<1} y {(3,9): 0<y<1}.

10.- Sea (N, 74,) la topologia de Appert, definida en el problema 24 de 2.5. Caracterizar sus
operadoresinterior y clausuray estudiar |os axiomas de separacion.
11.-En (X, 1), sediceque A es
(a) un F,-conjunto, si eslaunidn de unafamilia contable de conjuntos cerradosy
(b) un Gs-conjunto si es lainterseccion de una familia contable de conjuntos abiertos.
Se pide probar
(i) todo cerrado es un F,,-conjunto y todo abierto es un Gs-conjunto;
(i) en (R, 74s), [0, 1] €sun F,-conjunto y un Gs-conjunto;
(iii) en (R, 7,5), Q es un F,-conjunto, pero no es un G s-conjunto;

(iv) st A esun F,-conjunto, existe una familia contable de cerrados {F,, : n € N}, tal que

F, C F., paacadak € N,y deformaque A = U E.:
neN

(v) s A es un Gs-conjunto, existe una familia contable de abiertos {U,, : n € N}, ta que

Up D Uy paracadak € N,y deformaque A = ﬂ Un:
neN

(vi) launion contable y lainterseccion finita de F,-conjuntos, es un £,-conjunto;
(vii) launion finitay lainterseccion contable de Gs-conjuntos, es un G s-conjunto;
(viii) el complementario de un F,-conjunto es un G s-conjunto y viceversa;

(ix) ¢quiénes son los Gs-conjuntos en (R, 7.05)?,



37

(X) en (R, 7 ), todo F,-conjunto es cerrado y todo G's-conjunto es abierto;

(xi) en el espacio métrico (X, d), todo cerrado es un Gs-conjunto y todo abierto es un F,-
conjunto.

12.- Sea X un conjunto y unafunciéon ®: P(X) — P(X). Sepide

o o A s Aesinfinito

i) s X esinfinitoy ®(A) = , comprobar que se trata de un operador

0 y ®(4) . LX enotrocaso P q P
clausura de Kuratowski, y ver que topologia es la que genera;

(i) lomismosi X = Ry ®(A) = (—oo0, sup(A)];

(iii) lomismosi paraB C X, ®(A) = AU B, si A esnovacio. Describir |os casos particulares
enqueB=0y B = X;

(iv) sean @, y &, dos operadores clausura de Kuratowski sobre X y sean 7, y 7, lastopologias
generadas por ellos. Con las notaciones obvias, se supone que paracada A C X, es
Oy (P (A)) € Cy. Sepide probar
(@) &5 o P; esun operador clausura de Kuratowski;
(b) Pyo®(A)={FCX:ACF,FeC nNC};
(€) 10 Dy(A) C Py0Py(A), paracada A C X.

13.- Sea X un conjunto y unafuncion ¢: P(X) — P(X). Sepide

(i) S X esinfinitoy se define p(A) — 61 z'n)étr; fagf'”'to

un operador interior, y ver que topologia es la que genera;

, comprobar que se trata de

(i) lomismos X =Ry p(A) = (inf(A), 00);

(iii)lomismosiparaB C X, p(A) = AN(X —B),s A # X. Describir los casos particul ares
enqueB=0yB=X.

14.- Sea( X, 7) unespaciotopol 6gico. Unafamiliadeconjuntos{ 4; : i € I} sellamalocalmente
finita, s cadax € X posee un entorno que corta sdlo a una cantidad finita de los elementos de
lafamilia. Se pide probar

(i) s {A,; : i € I} eslocalmente finita, también eslocalmente finitalafamilia {A; : i € };

(ii) si {A; : i € I'} eslocalmentefinita, | JA; = | JA;;

il iel

(iii) la unién de una familia localmente finita de conjuntos cerrados, es un conjunto cerrado;
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(iv) s lafamilia de conjuntos {4; : i € I} verificaque | JA; € C, probar que entonces es

el
A = UA.

el el

15.- Sea (N, 7) €l espacio topoldgico del problema 21 en 2.5. Calcular €l interior, el derivadoy
laclausuradelosconjuntos {n,n+1,...,n+p} y {2n: n € N}. Caracterizar |osoperadores
clausuraeinterior.

16.- Sea (X, 7) €l espacio topologico del problema 22 de 2.5. Calcular €l interior, € derivado
y laclausuradelosconjuntos {f € X : f(0) =0} y {f € X : f(0) = 1}. Caracterizar e
operador clausura en este espacio.

17.- Sea (X, 7) €l espacio topologico del problema 19 de 2.5. Calcular €l interior, laclausuray
el derivado de: e conjunto delos nUmeros primos, N y €l conjunto de los nUmeros pares.

18.- Sea (X, 7) el espacio topologico del problema 8 en 3.4. Calcular €l interior, € derivado y
la clausura de los siguientes conjuntos {(3,2) : n € N}, {(z,1): 0 <z < i} U{(5,0)} ¥
{(+,%):n>1}.
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Numer abilidad

En este capitulo, se definen propiedades asociadas a espacios topol 6gicos que envuelven en
alglin sentido la contabilidad.

De los axiomas de numerabilidad aqui estudiados, € mas antiguo es el de separabilidad,
debido a Fréchet en 1906. En 1914, Hausdorff introdujo € primer y segundo axiomas de
contabilidad. De esos dos, € primero fue ya sugerido en 1906 por Riesz, como una exigencia
razonableimpuestaaespaciosgenerales. Lapropiedad deLindel6f (aunque no bajo este nombre)
se usd durante algin tiempo en estudios relacionados con la compacidad y parece que fue
introducida por Kuratowski y Sierpinski en 1921.

Una de las méas importantes consecuencias del primer axioma de numerabilidad es que, en
espaci os que satisfacen dicha propiedad, |as sucesiones son adecuadas, para utilizar lafrase de
Kelley [Ke]: esto significague en estetipo de espacios no es preciso introducir otro tipo deredes
mas general es para obtener resultados bésicos.

5.1 Egspaciosprimeroy segundo numerables

Definicion 5.1 Unespacio (X, 7) sedice primero numerable o C, si todo punto posee unabase
local contable.

Proposicion 5.2 En (X, 7) son equivalentes
(i) (X, 7) es Cy;

(i) paracada z € X, existe una base local contabley decreciente;
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(i) para cada x € X, existe una base local contable y decreciente formada por conjuntos
abiertos.

Ejemplos 5.3 En los gjemplos estudiados, tenemos
1) (X, Tina) €sCy, d eegir paratodo z € X, B, = {X};
2) (X, 745) €sCy, @ tomar paratodo z € X, B, = {{z}};
3) (R, 7eor) Y (R, Teoe) NO SON C1;
4) (X = {a,b}, 7sier) €5 Cp, @ escoger B, = {{a}}y By = {X};
5) (X, 74) esCy, d elegir paratodox € X, B, = {{z} U A};
6) (X,74) esCy, d tomar parax € A, B, = {X} y paaz §Z A B, ={{z}};
7) (R, 7.s) esCy, a escoger paracadaz € R, B, = {(z — 1,z + 1) : n € N};
8) (R, 7sr) €sCr, d elegir paracadar € R, B, = {[z,z + ) n € N};
9 (R, ko) €sC;, @ tomar paracadaz € R, B, = {(z — £,00) : n € N};
10) (R, 7scq) €S Cy, @ escoger parax € Q, B, = B yparaz € I, B, = {{z}};
11) los &epaocios métricos son siempre C;, pues para cada r € X, se elige la base loca
B, ={B (z,+) :n €N}
Este axioma esta intimamente ligado ala nocion de sucesion

Definicion 5.4 Una sucesion {z, },cn convergeax en (X, 7), y sedenota {z,} — z, S para
cadaN € NV, existeny € N, tal que paracadan > ny, esx, € N.

Teorema 5.5 En (X, ) severifica
(i) sl existe una sucesion {x, },en C A que converge a x, entonces x € A4;
(if) st A € C, entonces para cada sucesion {x,, } ,en C A que convergeaz, esx € A;

(i) s A € 7, para cada sucesion {z,, } ,cn que convergeax € A, existeng € N, tal que para
cadan > ng, esx, € A;

(iv) si (X, 1) es Ty, loslimites de sucesiones son Unicos.
Ademéassi (X, 7) es C}, todas las implicaciones anteriores son eguivalencias.

Definicion 5.6 (X, 7) es segundo numerable o C};, Si existe una base contable 5 de 7.

Proposicion 5.7 S (X, 7) esCyy, entonceses C;. Ambas nociones coinciden en el caso de que
X sea un conjunto contable.
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Ejemplos 5.8 En los gemplos estudiados, se cumple
1) (X, Tina) €sCyy, d eegir g = {X};
X, Ta4is) €sCpy Sy sOlosi X escontable;
R, 7eof) Y (R, Teoe) NO sON C, luego tampoco Cyy;
X ={a, b}, Tsier) €8 Ciyp;

,Ta) €SCrr Sy solos X — A escontable

2) (

3) (

4) (

5) (X

6) (X,74) esCy; sy solos X — A escontable;

7) (R, 7s) esCyy, d elegir 8,5 = {(a,b) : a,b € Q};
8) (R, 75o) NO S Cy;

9) (R, 7x0) €8 Cyy, @ tomar Sy = {(a,0) : a € Q};

10) (R, 7scq) NO €S CYy.

5.2 Espaciosde Lindelof

Definicion 5.9 Un cubrimiento de un conjunto X esunafamiliade conjuntost/ = {U, : i € I},
talesque X C | JU;. Un subrecubrimiento de/ es una subfamila)’ C U que sigue cubriendo

icl
X.
Definicion 5.10 Un espacio (X, 7) esde Lindel of, si todo cubrimiento por abiertos de X posee

un subrecubrimiento contable (la definicion sigue siendo valida si se reemplazan los abiertos
por abiertos basicos).

Proposicion 5.11 S (X, 7) es C};, entonces es de Lindel of.

Ejemplos5.12 En los espacios topol bgicos conocidos, tenemos
1) (X, Tina) €sde Lindelof;

2) (X, 745) esdeLindelof sy sblo s X escontable;

3) (R, 7eor) Y (R, 7o) SON de Lindel of;

4) (X = {a, b}, Tsier) €s C1, luego de Lindel of;

5) (X, 74) esdeLindelof sy sblosi X — A escontable;

6) (X, %) esde Lindelof;

7) (R,

Tus) €S Cyr, luego de Lindel of;
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8) (R, 7sor-) €sde Lindel of;
9) (R, 7x01) €s Crr, luego de Lindel of;
10) (R, 7. ) €sde Lindel of.

5.3 Conjuntosdensosy espacios separ ables

Lema5.13 En (X, 7) son equivalentes
(i) D esdenso, esdecir, D = X,
(i) paracada U € 7 no vacio,esU N D # (),
(i) paracada F € Ctalque D C F,esF = X,
(iv)paracadar € X yN € N,,esN N D # (.

Esta definicion generaliza la situacion de Q en larectareal, que es un conjunto pequefio en
cardinal, pero topol 6gicamente grande, al ser denso

Definicion 5.14 Un espacio (X, 7) esseparable s existe D C X, denso y contable.
Proposicion 5.15 Un espacio (X, 7) C; es separable.
Ejemplos5.16 En los jemplos conocidos
1) (X, 7ina) €S separable, pues todo conjunto no vacio es denso;
2) (X, 745) esseparablesi y solo s X es contable;
3) (R, T.os) esseparable, puesN = R;
4) (R, 7.,.) NO es separable, pues los conjuntos contables son cerrados;
5) (X = {a, b}, Tsier) €8 Cy1, lUEgO Separable;
.T4) esseparable, puessi a € A, es {a} = X;

)
,74) esseparablesi y sblosi X — A es contable;
)

, Tsor) €S SEParable, puesQ = R;
10
11)

6) (
7) (
8) (R, 7,s) es Cyy, luego separable;
9 (R
)

(R, Tror) €S Cpr, luego separable;
(R, Tseq) NO €S Separable.

Proposicion 5.17 S (X, 7») esseparabley 7, C 7, entonces (X, 1) es separable.



43

No existen relaciones entre |os axiomas de separacion, aparte de las que ya se han sefialado.
Pero, el siguiente resultado permite averiguar cuando algunos espacios no son metrizables

Proposicion 5.18 En un espacio metrizable (X, 7), son equivalentes
(i) (X, 7) esde Lindeldf,
(ii) (X, 7) esseparable,
(iii) (X, 7) esCyy.

Ejemplos5.19 Asi, concluimos las propiedades siguientes
1) (R, 74is): Cr, no Cyy, no Lindelof, no separable, metrizable.
2) (R, 7ynq): Cy, Cr1, LindelOf, separable, no metrizable (pues no es 75).
3) (R, 7wf): N0 Cr, no Cpy, Lindelof, separable, no metrizable (pues no es C;).
4) (R, Teoe): N0 Cr, no Cyy, Lindel6f, no separable, no metrizable (pues no es C).
5 (X, 7sier): Cr, Crr, Lindelof, separable, no metrizable (pues no es 75).

6) (X,74) (A propio): C;, C;y siy sblos X — A contable, Lindelof sy sdlos X — A
contable, separable, no metrizable.

7) (X, 74) (A propio): C;, C;r sy sblos X — A contable, Lindelof, separable si y sblo si
X — A contable, no metrizable.

8) (R, 7k ): Cr, Cpy, Lindel6f, separable, no metrizable (pues no es Ty).
9) (R, 7scar): Cr, N0 Cry, Lindel©f, no separable, no metrizable.
10) (R, 75or): C1, N0 Cyy, Lindelof, separable, no metrizable.

5.4 Problemas

1.- Sea (X, 7) un espacio topol 6gico, tal que existe unafamiliano contable de conjuntos abiertos
diguntos dos ados. Probar que (X, 7) es no separable.

2.- Sea (X, 7) un espacio separabley T5,. Probar
(i) s (X, 1) esCy, entonces Card(X) < ¢;

(i) s (X, 1) esCyy, entonces Card(T) < c.
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3.- Dadaunasucesion {z, } ,cn sobre (X, 7), sedice quetiene ax como punto de aglomeracion,
{x,} > z,s paracadaN € N, yn € N, existeny > n, tal quex,,, € N. Si llamamos

lim({z,})={r e X :{z,} =2} y adh({z,})={re X :{z,} >z},
se piden probar |as siguientes propiedades
() lim({z,}) y adh({z,}) son conjuntos cerrados y lim({x,}) C adh({z,});
(i) adh({z,}) = ﬂ {z, :n>m};

meN

(iii) s = € lim({x,}), entonces {z} C lim({z,});

(iv) sy C 7, entonceslim,, ({z,}) C lim,, ({z,}) y adh,,({z,}) C adh,, ({z,});

(V) si {z,(m)} €s una subsucesion de {z,}, se verifica que lim({z,}) C lIm({z,m)}) ¥y

adn({2,}) > adh({z,0 }).

4.- Sean (X, 1)y (X, 7o) espacios topologicos C';. Son equivalentes

(i) 1 =72,

(i) toda sucesion convergeen (X, 71 ) Sl y sblo si convergeen (X, 7») y lo hace a mismo punto.
Esto no es cierto si las topologias no son C';. Por €llo, las sucesiones no son adecuadas en
espacios topol bgicos (ver [Ke]).

5.- Sea {z,, }ren lasucesion dada por x,, = 2n — 1 en €l espacio topologico (N, 7.,¢). Probar
quelim({z,}) = adh({z,}) = N.

6.- Sea (R, 7.,.). Probar que 3 € [0, 1]. ¢Existe algunasucesion en [0, 1] que converjaa3?

7- En (X, 7), sediceque x € X esun punto de condensacion o w-punto limitede A C X,
s paracada N € N,, N N A es no contable. Se denota por A la familia de los puntos de
condensacion de A. Probar

(i)s A C B, entonces A C B. Ademas A ¢ A%

(i) A esun conjunto cerrado;

(i) AUB=AUBYAC A;

(iv) st A noescontabley (X, 7) esLindel6f, entonces A esno vacio;

(vV)si (X,7)esC y A C X, entonces A — A escontable. Deducir qued—A—0yA=A
Concluir el teorema de Cantor-Bendixon: un espacio C';; puede descomponerse como

unién de dos conjuntos digjuntos, uno de ellos perfecto (A es perfecto, cuando es cerrado
y A C A%y € otro contable.
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8.- Sea X un conjunto no contable y 7 unatopologia sobre X, tal que 7.,y C 7. Probar

(i) si 3 esbaseder, entonces X = | J (X — B);
Bep

(i) s X esno contabley 7 es 7., O 7.0, €NtONCES 7 NO pUede tener una base contable.

9.- Probar que en un espacio topol 6gico la combinacion de dos cualesquiera de las dos propie-
dades siguientes no implicalatercera: C;, separabley Lindelof.
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Tema VI

Continuidad

La continuidad, en sus concepciones mas primitivas, se aplica independientemente a dos situa-
ciones. lacontinuidad en lamateria de un objeto y la continuidad del tiempo. Posteriormentey
en un estado mas avanzado de abstracci on, estas dos nociones se fusionan en lade la continuidad
del movimiento de una particula a lo largo de una trayectoria. Es decir, en un instante ¢, se le
asigna un lugar f(t¢) del recorrido dado. La continuidad del movimiento se traduce entonces
en que, a variar ¢ en un intervalo de tiempo, los valores f(¢) recorren un camino continuo.
Estas observaciones fisicas, dan unaidea bastante natural de cuando unafuncion f: R — R no
es continua: s para algln instante de su dominio se produce una rotura en su recorrido. El
concepto de continuidad debe descansar en € de proximidad.

6.1 Aplicaciones continuas

Definicion 6.1 Dadaunafuncion entre dos espacios topologicos f: (X, 7x) — (Y, v ), sedice
que f es continua en a, si paratodo entorno M € N7 ), existe N € N;*, tal que f(N) C M.
Esta definicion sigue siendo valida si se reemplazan los entornos por entornos basicos. Una
funcién es continua en A si 1o es en cada punto de A.

Proposicion 6.2 Sea f: (X, 7x) — (Y, 7y) unafuncion. Son equivalentes
(i) f escontinuaen X
(i) paracada » € X y cadaentorno M € N}, es f~H(M) € NJY;
(iii) paracadax € X ycada M € B}, (una vez elegida una baselocal), es f~' (M) € N;*;

(iv)paracadaU € 1y, es f~1(U) € 7x;
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(v) paracada U € By (unavez elegida una base), es f~(U) € 7x;
(vi) paracada F' € Cy, es f~'(F) € Cx;
(vii) paracada A C X, es f(A) C f(A);

(viii) paracada B C Y,es f~}(B) D f~1(B);

(o}
o —

(iX) paracada B C Y,es f~1(B) cf~Y(B).

Ejemplos 6.3 Algunos g emplos de funciones continuas son
1) paracadaespacio (Y, v ) y todafuncion f, f: (X, 74:) — (Y, 7v) €scontinug;
2) paracadaespacio (X, 7x) y todafuncion f, f: (X, 7x) — (Y, Tina) €S cCONtinug;
3) toda aplicacion constante f: (X, 7x) — (Y, 7v) €s continug;

4) s f: (X, 7x) — (Y, 7v) esunafuncion continuay se consideran las topologias 7x C 7% Y
Ty C Ty, también es continualaaplicacion f: (X, 7% ) — (Y, 7).

Proposicion 6.4 Sean f: (X, 7x) — (Y, v) Y ¢: (Y, 7v) — (Z, 77). Severifica
(i) s fescontinuaena € X ygescontinuaen f(a), entonces g o f escontinua en a;

(ii) s f escontinuaen X y g escontinua en Y, entonces g o f escontinua en X .

6.2 Algunas propiedadesde funciones continuas

6.2.1 Continuidad y espacios Hausdor ff

Lema65 S f,¢: (X, 7x)— (Y, 7y) son aplicaciones continuas e (Y, 7y) es Ty, entonces
A={zeX: f(z)=yg(x)} € Cx.

Contragemplo 6.6 El anterior resultado no es cieto engeneral: s f = Iy g = —1p,
f,9: (R, Ting) — (R, Ting), ambas son continuasy A = {0} & Cipna-

Corolario 6.7 (Principio de prolongacion de las identidades) Sean f, g: (X, 7x) — (Y, 7v)
aplicaciones continuase (Y, 7y) T,. S D esdensoen X y f|p = g|p, entonces f = g.

Contragjemplo 6.8 El anterior principio no escierto engeneral: si f = 1ry g(z) = zxo(x),
f,9: (R, 7y5) — (R, 73,4), ambas son continuas, f|g = g|q, pero no son aplicaciones iguales.

Contragemplo 6.9 LosaxiomasT; y T, ho se conservan por aplicaciones continuas: la apli-
cacion continua 1g: (R, 745) — (R, Tiq) llevaun espacio 77 y T; en otro que no lo es.
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6.2.2 Continuidad secuencial

Definicion 6.10 Unafuncion f: (X, 7x) — (Y, 7yv) €s secuencialmente continua, si dada una
sucesion {x, },en en X que converge a un punto a € X, entonces {f(z,)}.en CONverge a
fla) €Y.

Proposicion 6.11 Una funcién continua es secuencialmente continua. S (X, 7y ) esC), ambos
conceptos de continuidad son equival entes.

Contraejemplo 6.12 Estonoesciertoengenerd: 1gr: (R, 7.,,) — (R, 74:5) €SSecuencialmente
continua, pero no es continua.

6.2.3 Continuidad y numerabilidad

Proposicion 6.13 La imagen continua de un espacio separable (respectivamente, de Lindel of)
es separabl e (respectivamente, de Lindel of).

Contragjemplo 6.14 Esto no sucede con los axiomas C; y Cr: 1r: (R, 75) — (R, 7eof) €5
continuay llevaun espacio C; y C;; en otro que no verifica ninguno de estos dos axiomas.

6.2.4 CriteriodeHausdor ff

Proposicion 6.15 (Criterio de Hausdorff de comparacion de topologias) Dos topologias
sobre X verifican , C 7 Sy sblo si lafuncion identidad, 1x: (X, ) — (X, 72) es continua.

6.3 Topologiasinducidas

6.3.1 Topologiasiniciales

Sea (Y, 7v) un espacio topoldgico y X un conjunto. Sea f: X — Y unafuncion. Setratade
encontrar una topologia 7, sobre X, tal que f: (X, 7y) — (Y, 1) sea continua. Por gemplo,
(X, 1ais) — (Y, 7v) esunadeellas. Asi, se buscalamenos finaentre las que o verifican

Definicion 6.16 La menor topologia 7, sobre X que hace f: (X, 1) — (Y, 1) continua es
7 ={f"YU): U € 1v},y sellanatopologiainicial para f.

Se puede generalizar esta situacion: sea X un conjunto, {(Y;,7;) : i € I} una familia
de espacios topologicos y para cadai € I, una aplicacion f;: X —Y;. Buscamos la menor
topologia sobre X que haga continuas atodas las funciones f; alavez
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Lema6.17 Lafamiliac = {f;""(U;) : U; € i, € I'} esuna subbase de una topologia 7;,,( 1.
sobre X, la topologiainicia sobre X parala familia {f;};c;, y que es la menos fina sobre X
gue hace continuas todas las aplicaciones f;.

Proposicion 6.18 Sea {(Y;, ;) : ¢ € I} unafamilia de espaciostopologicosy paracadai € I,
fit (X, 7x) — (Y;, 7;) una familia de aplicaciones. Entonces, 7x = Tz} Sy SOl0 S (para
cada espacio topologico (7, ;) y aplicacion g: (Z,77) — (X, 7x), g €s continua s y s0lo si
paracadai € I, f; o g escontinua).

Ejemplo 6.19 S setomaY; = X paracadai € I, y consideramos la familia de aplicaciones

continuas 1%: X — (X, 7;), eNtONCES 7;,,1i } = SUPT;.
el

6.3.2 Topologiasfinales

Se plantea ahora el problema reciproco: sea (X, 7x) un espacio topolégico e Y un con-
junto. Sea f: X —Y unafuncion. Se trata de encontrar una topologia 7, sobre Y, tal que
(X, 7x) — (Y, 77) seacontinua. Por eiemplo, f: (X, 7x)— (Y, Tinq) €Sunade ellas. Asi,
se buscalamas fina entre las que |o verifican

Definicion 6.20 Lamayor topologiasobre Y que hacelaaplicacion f: (X, 7x) — (Y, 1) con-
tinuaest; = {V CY: f~}V) € 7x}, y sellamatopologia final para f.

Se puede generalizar esta situacion: sea Y un conjunto, {(X;, ;) : ¢« € I} una familia
de espacios topologicos y paracada: € I, una aplicacion f;: X; — Y. Buscamos la mayor
topologia sobre Y que haga continuas atodas las funciones f; alavez

Lema6.21 Lafamilia 7,y = {V C Y : f; (V) € 73,Vi € I} esuna topologia sobre Y,
[lamada topologiafinal paralafamilia { f;}.c;, y que esla masfina sobre Y que hace continuas
todas las aplicaciones f;.

Proposicion 6.22 Sea {(X;,7;) : i € I} unafamilia de espaciostopologicosy paracadai € I,
fit (X5, 1) — (Y, 7v) una familia de aplicaciones. Entonces, 7y = Tings,) Sy SOlO S (para
cada espacio topologico (Z,7,) y aplicacion g: (Y, 7v) — (Z,7z), g €scontinua s y solo si
paracadai € I, g o f; escontinua).

Ejemplo 6.23 Si setoma X; = X paracada: € I, y consideramos la familia de aplicaciones

continuas 1y : (X, 7;) — X, eNtONCes 7y, (11 y = 12?”-
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6.4 Problemas

1.- Dado un espacio topologico (X, 7), se introducen |os conjuntos
C(X)={f(X,7)— (R, 7us), f continua} y C*(X) = {f € C(X) : f esacotada}.

Se definen las funciones con dominio X y codominioR, paraz € Xy f,g: X —R

(@ lasuma: (f + g)(z) = f(x) + g(x),

(b) & producto: (f.g)(x) = f(x).g(x),

(c) e producto por un escalar a € R: (a.f)(z) = a.f(x),

(d) el cociente: si f(z) # 0 paracadaz € X, %(m) = %

(e) e valor absoluto: |f|(z) = |f(z)],y

(f) las funciones méaximo y minimo: m(z) = min{ f(z), g(x)} y M(x) = max{f(x), g(z)}.
Se pide probar |as siguientes propiedades

(i) las anteriores operaciones son internasen C(X) y C*(X);

(i) C(X) y C*(X) son @gebras sobre R;

(iii) C*(X) es un espacio vectorial normado, con |as operaciones sumay producto escalar y la
norma || f|| = sup{|f(z)| : = € X};

(iv) C(X)y C*(X) son reticulos con €l orden parcid: f < gsysdlos f(x) < g(z), para
cadax € X;

(v) dadoslosespacios (X, 7x) e(Y, 7y ), todaaplicacion continua f: (X, 7x) — (Y, v ) induce
un homomorfismo entre las algebras asociadas Fy: C(Y) — C(X) (respectivamente,
Fi:C*(Y) — C*(X)).

2.- En un espacio topologico (X, 7), probar
(i) 7 = T4is Sy SOlO S paratodo (Y, 7v) y todaaplicacion f: (X, 7) — (Y, 7y), f escontinug;
(i) 7 = Tinq Sy SOlO S paratodo (Y, 7v) y todaaplicacion f: (Y, ) — (X, 1), f escontinua.
3.-Sea f: (X, 7x) — (Y, 7y) unaaplicacion continuay sobreyectiva. Probar que todo abierto
de (Y, 7y) eslaimagen por f de un abierto saturado de (X, 7). Probar la propiedad anédloga
para cerrados.
4.- Si x4 eslafuncion caracteristicade A, probar

(i) xa: (X, 7)— (R, 7,5) escontinuaen z siy solos x ¢ fr(A);
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(i) xa: (X,7) — (R, 7,,) escontinuaen X si y sblosi A esabiertoy cerrado.
5.- Caracterizar las funciones continuas f: (R, ) — (R, Teoe).
6.- Dados los conjuntos finitos X = {1,2,3,4,5} eY = {a,b} y las topologias sobre ellos
mx =40, X,{1},{3,4},{1,3,4}} y v = {0,Y, {a}}, sepide:

(i) encontrar todas las funciones continuas f: (X, 7x) — (Y, 7v);

(i) ¢cuantas funciones hay f: X — Y'? ¢cuantas son inyectivas? ¢Y sobreyectivas?
7.- Dado = € R, sellama parte entera de z, [x], al mayor entero que es menor o igual que z.
Estudiar la continuidad de lafuncion f: (R, 75,.) — (R, 7us), S f(z) = [z].
8.- Sean 1, y 7, dos topologias sobre X y (Y, 7v) un espacio topologico. Probar

(i) s 7 = inf{m, ™}, entonces la aplicacion f:(X,7)— (Y, 7y) es continua s y solo s
f:(X,m)— (Y, 7y) escontinua, parai = 1, 2;

(i) s 7 = sup{m, 2}, entonces la aplicacion f: (Y, 7y) — (X, 7) es continuas y solo s
f: (Y, 7v)— (X, 7;) escontinua, parai = 1, 2.

9.-Sea f: (R, 7,s) — R, dadapor f(x) = |x|. Describir 7, .

10.- Sea f: R— (R, 7,5), dadapor f(z) = 2® y sear = 7,,(s;. Sepide
(i) en (R, 1), calcular €l interior y laclausurade [—1, 4];

(i) ¢cudles de las siguientes aplicaciones son continuas?

1 Ssz>0

-1 sxz<0’
—1—2% d2<0
1+22 Saz>0
r+1 Sxz>0
r—1 sz<0

@ ¢: (R, 7s) — (R, 7), dedapor g(z) = {
(b) h: (R, 7,s) — (R, 7), dadapor h(z) = {

(©) k: (R, 7us) — (R, 7), dada por k(z) = {

11.- Sea f: (X, 7x) — (Y, 7y) continua. Probar que para cada F,-conjunto (respectivamente,
Gs-conjunto) B C Y, €l conjunto f~!(B) esun F,-conjunto (respectivamente, Gs-conjunto).

12.- Sea X un conjunto y f: X — (Y, d), donde d es una pseudométrica Probar que la
funcion p: X x X — R definidapor p(x,y) = d(f(x), f(y)) s una pseudométrica sobre X y
latopologia generada por p eslatopologiainicia para f.
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13.- Sea {(X,,, d,,) }nen Una familia de espacios pseudométricos, X un conjunto y para cada
n €N, f,: X — X, unafuncion. Probar que 7;,,(,..crvy estagenerada por una pseudométrica,
siguiendo los siguientes pasos

(i) paracadan € Ny paracadaz,, y, € X, lafuncion p,(z,,y,) = min{d,(z,,y,), 1} €S
una pseudomeétrica sobre X, ;

(i) d,, y p, son topolbgicamente equivalentes, es decir, generan las mismas topologias;

(iii) s paracada z,y € X, sedefine d(z,y) = Y_pu(fu(x), fu(y)).27", entonces d es una
n=1
pseudométrica sobre X;
(iv) s 7, eslatopologia generada por d, se pide probar
(@) Tings,meny C T4, demostrando que f: (X, 74) — (X, 7,) €s continua, para cada
n €N,

(0) 74 C Tings.:neny, Probando que las bolas abiertas en (X, d) pertenecen a7, (s, .neny -

14.- Una coleccion { f;: (X, 7x) — (X;, 7;) }ser de funciones sobre un espacio separa puntos

de cerrados, s paracada B € Cx,y cadaz ¢ B, existe: € [, tal que f;(z) ¢ f:(B). Se pide
probar

(i) unafamilia de funciones continuas { f;: (X, 7x) — (X, 7) }ier Separa puntos de cerrados,
sy solos, lafamilia{f; '(Vi):i € Iy V; € 7;} esunabasede 7x;

(ii) s unafamilia de funciones continuas { f;: (X, 7x) — (X, 7;) } Separa puntos de cerrados
en X, entonces 7y eslatopologiainicia inducida por lasfunciones {f; : i € I}.

15.- Sea X un conjuntoy F = {f;: X — (Y}, 7;) }ses Unafamilia de funciones. SeaG C F.
¢ES Tin(g) C Tin(F)? ¢ES Tin(F) C Tin(g)?

16.- Encontrar una sucesion de funciones continuas { f,.: (R, 7,s) — ([0, 1], Tus) }nen, CUYO
supremo no sea una funcién continua.

17.- Consideremos las funciones f1, f2, f3: R— (R™, 7,,,), dadas por

fl(‘r) = 1’2, f2(x) = TX(0,00) y fg(l') = —TX(~00,0)-
Describir lastopologiasinicial €S 7, 1,), Tin(fs)r Tin(fs)r Tin({f1,f21) Y Tin({f1,f2.02}) Y cCOMpararlas
con latopologia usual.

18.- Sea (N, 7) €l espacio topol6gico del problema 20 en 2.5. Probar que f: (N, 7) — (N, 7) es
continuasi sblo s (s m divide an, entonces f(m) dividea f(n)).
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19.- Consideremos €l espacio (R", 7,,-) definido en el problema25 de 2.5. Si P eslacoleccion
de los polinomios en n variables reales, se pide

(i) para pi,...,p, € P, laaplicacion P: (R”, 75,,) — (R", 72,,), definida por P(z) =
(p1(x), ..., pa(x)), €scontinua.

(ii) s consideramos cada polinomio p € P, como unafuncion p: R™ — (IR, 7., f), demostrar
qQUE Tzar = Tin{P}-

20.- Sea (X, ) un espacio topologico. Se dice que una aplicacion f: (X, 7) — (R, 7,s) €S
semicontinua inferiormente (respectivamente, semicontinua superiormente), si paracadaz € X
ye >0, xisteV € N, td queparacaday € V es f(y) > f(x) — e (respectivamente,
f(y) < f(z) + €). Probar

(i) toda aplicacion continua f: (X, 7) — (R, 7,s) €S semicontinua inferior y superiormente.
Reciprocamente, toda aplicacion semicontinuainferior y superiormente es continua;

(i) sean las topologias sobre R, Txo Y Tses = {0, R} U {(—00,a) : a € R}. Entonces,
f:(X,7)— (R, 7s) €S semicontinua inferiormente (respectivamente, semicontinua su-
periormente) siy solosi f: (X, 7) — (R, 7x,) (respectivamente, f: (X, 7) — (R, Tees))
es continug;

(iii) sea { fi: (X, 7) — (R, 7us) }ier una familia de aplicaciones semicontinuas inferiormente
(respectivamente, semicontinuas superiormente). Se supone que I # () y que para cada
x € X e conjunto {f;(x) : i € I} estd acotado superiormente (respectivamente, aco-
tado inferiormente) en R. Entonces, la aplicacion f: (X, 7) — (R, 7,s) definida por
flx) = 5161? fi(z) (respectivamente, f(x) = 12; fi(z)) es semicontinuainferiormente (res-

pectivamente, semicontinua superiormente);

(iv) s A C X, xa es semicontinua inferiormente (respectivamente, semicontinua superior-
mente) sl y solo s A € 7 (respectivamente, A € C).
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Homeomor fismos

Seintroduceaqui €l concepto deigual dadtopoldgica: cuando sedefine unaestructuramatemética
sobre ciertos conjuntos, laigualdad de esta estructura debe obligar a que los conjuntos subya-
centes sean equivalentes, por consiguiente, por |o menos, laigualdad entre |as estructuras dadas
debe ser realizadaatravés de unafuncion biyectiva. Ademéas de esta condicion, se debeimponer
gueestafunciony suinversaconservenlaestructura. Asi, laigualdad topol 6gicavendradadapor
lo que se llamara un homeomorfismo. En algunas estructuras mateméaticas (como |os espacios
vectoriales), si unafuncion biyectiva f conserva la estructura, automaticamente se deduce que
suinversa f~! también lo hace. Sin embargo, esto no ocurre con los espacios topol 6gicos.

7.1 Aplicacionesabiertasy cerradas

Definicion 7.1 Una funcion f: (X, 7x) — (Y, 7v) se dice abierta s paracada U € 7x, €s
f(U) € 1v. Y sedicecerrada, si paracada F' € Cx, es f(F) € Cy.

Ejemplos 7.2 No hay ningunarelacion entre las nociones de funcidn continua, abiertay cerrada

1) lafuncion idénticamente nula f: (R, 7,,) — (R, 7,,s) €S continua, no abiertay cerrada;

sin(x) sSz<0

2) lafuncion f: (R, 7,,) — (R, 7,s) dadapor f(z) = {arctan(w) S50

abiertay no cerrada;

es continua, no

3) la primera proyeccion coordenada f: (R?, 7,,) — (R, 7,s) dada por f(zy,z2) = x; €S
continua, abiertay no cerrada;
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-1 sz<0
4) lafuncion f: (R, 7;,4) — (R, 74;5) dadapor f(z) = { 0 sz = 0esnocontinua, abierta
1 Sx>0
y cerrada;
5) lafuncion 1gr: (R, 74:5) — (R, 74:5) €s continua, abiertay cerrada;
0 sz<0
6) lafuncion f: (R, 7,,) — ([0, 1], 7,s) dada por f(z) = {x s 0 <z <1 escontinua, No
1 sz>1

abiertay cerrada;

7) la primera proyeccion coordenada f: (X, 7ps) — ([0, 1], 7.s) €S continua, abiertay no cer-
rada.

A pesar de esto, las aplicaciones cerradas estan muy proximas alas aplicaciones abiertas, ya
gue poseen la siguiente propiedad respecto a los abiertos saturados

Lema7.3 S f: (X, 7x) — (Y, 7y) esunaaplicacion cerrada, dado B C Y y U € 7x tal que
[YB)cU,eisteV ey, talqueBCVyf1(V)cU.

Y anaogamente

Lema7.4 S f: (X, 7x) — (Y, 7v) esuna aplicacion abierta, dado B C Yy F' € Cx tal que
JYB)C F,existeG € Cy,talqueBC Gy fY(G) C F.

7.2 Homeomorfismos

Definicion 7.5 Unaaplicacion f: (X, 7x) — (Y, 7v) esun homeomorfismo, si f biyectiva, con-
tinuay deinversa f~! continua. Se dice también que (X, 7) es homeomorfo a (Y, 7y).

Lema7.6 S f: (X, 7x) — (Y, 7v) yg: (Y, 7v) — (Z, 72) son homeomorfismos, entonces
(i) /71 (Y, 7v) — (X, 7x) €s un homeomorfismo;
(i) go f:(X,7x) — (Z, 77) €sun homeomorfismo.

Corolario 7.7 Larelacion“ ser homeomorfos’ esuna relacion de equivalencia sobrelafamilia
de los espacios topol bgicos.

Proposicion 7.8 S f: (X, 7x) — (Y, 7v) esuna funcion biyectiva, son equival entes
(1) f esun homemorfismo;
(if) f escontinuay abierta;

(iii) f escontinuay cerrada;
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(iU e rx siysdlos f(U) € 1y;
(V) FeCxsysilos f(F) € Cy;
(vi) paracada A C X, es f(A) = f(A);

]o

(vii) paracada A C X, es f(A) =f(A);
(viii) V e 7y siysolos f71(V) € 7x;

(iX) G eCysysolos f71(G) € Cy;

(X) paracada B C Y, es f~(B) = f~1(B);

o

(xi) paracada B C Y, esf—l(lO?) =f1(B).

7.3 Propiedadestopologicas

Definicion 7.9 Unapropiedad rel ativaaespaciostopol dgicos sellamatopol bgica, si seconserva
bajo homeomorfismos.

Proposicion 7.10 SontopologicaslaspropiedadesT;, Tz, Cr, Cr1, laseparabilidad, lapropiedad
de Lindelof y la metrizabilidad.

Contragjemplo 7.11 Por g emplo, la acotacion (cuando tenga sentido hablar de este concepto)
es un gjemplo de propiedad no topol dgica.

Observacion 7.12 Desde el punto de vista de latopologia, dos espacios homeomorfos son in-
distinguibles. Laimportanciade estapropiedad radicaen que, cuando setrabaje con propiedades
topolbgicas, es posible reemplazar espacios complicados por otros homeomorfos a ellos, pero
maés sencillos de mangjar.

7.4 Problemas

1.- Paralos espaciosy las aplicaciones f: (X, 7x) — (Y, 7v) Y g: (Y, 7v) — (Z, 72), probar

(i) s f'y g son abiertas (respectivamente, cerradas), entonces g o f es abierta (respectivamente,
cerrada);

(if) sl g o f esabierta (respectivamente, cerrada) y f es continuay sobreyectiva, entonces g es
abierta (respectivamente, cerrada);
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(iii) Si g o f es abierta (respectivamente, cerrada) y ¢ es continua e inyectiva, entonces f es
abierta (respectivamente, cerrada).
2.-Sea f: (X, 7x) — (Y, 7y) continuay abierta. Probar
(i) s B, unabaselocal en el punto z, f(B,) esbaselocal en f(z);

(i) s ademés f es sobreyectivay [ es base de 7x, entonces f(3) esbase de 7y .

3.- Probar que f: (X, 7x) — (Y, 7v) esabierta (respectivamente, cerrada), s y solo si paracada

AcCX, %f(jl) cm (respectivamente, f(A) D f(A)).

4.- Sea f: (X, 7x)— (Y, 7y) una aplicacion sobreyectiva 'y cerrada. Probar que para cada
U € 7x, seveificaque fr(f(U)) c f(U)N f(X —U).
5.-Sea f: (X, 7x) — (Y, 7v) unaaplicacion. Probar que son equivalentes
(i) f escerrada;
(ii)s U € 7x,entonces {y € Y : f1(y) C U} € 1y;
(iii)ysi F € Cx,entonces{y € Y : [~ (y) N F # 0} € Cy.
6.- Dado un espacio topologico (X, 7), se consideran las dlgebras C'(X) y C*(X) introducidas

enel problemalde6.4. S (X, 7x) e (Y, 7v) sonhomeomorfos, ;quérelacion existeentre C'(X)
yC(Y)? ¢Y entreC*(X) y C*(Y)?

7.- Probar que dos espacios discretos son homeomorfos si y solo si poseen €l mismo cardinal.

8.- Dar un gjemplo de dos espacios topologicos (X, 7x) e (Y, 7v) no homeomorfos, pero tales
que exista una aplicacion entre ellos, continuay biyectiva.

9.- Sin € Z, se define sobre R latopologia 7,,, dada por labase 5, = 3, U {n}. Probar que r;
y 72 son topologias diferentes, pero que (R, 1) y (R, 72) son espacios homeomorfos.
10.- Probar los siguientes enunciados

(i) todaaplicacion f: (R, 7..r) — (R, 7,5) €s cerrada;

(i) (R, 7us) Y (R, 7o) NO SON homeomorfos;

(iii) todaaplicacion f: (R, 7,s) — (R, 7,5) biyectivay continua, es abierta;

(iv) toda aplicacion sobreyectiva f: (X, 7.,¢) — (Y, 7o) €S abiertay cerrada
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11.- Sea g 1: ([0, 1], 7us) — ({0, 1}, 74i5). Probar que es sobreyectiva, abiertay cerrada, pero
no continua.

12-SeaX #0yp,q € X. SeaA = {p}y " latopologia A-exclusion. Estudiar lacontinuidad
delafuncion f: ([0, 1], m,) — (X, 74) dadapor f(x) = {p Sz=0,

13.- Probar que son homeomorfos la bola cerrada ({(z,y) € R? : 2? + y* < 1},7.) Y €
cuadrado ({(z,y) € R?: |z]| < 1,]y| < 1}, Tus)-

14.- Probar que (S™ — {p}, 7.s) €s homeomorfo a (R", 7., ), donde S C R"*! esla esferade
dimension n y p €sun punto cualquiera sobre ella.

15.- Probar que el espacio euclideo (R", 7,,5) es homeomorfo al subespacio (E", 7,,5), donde
E" = {(21, -, 2,) ER":2f + - + 22 < 1}.

16.- Probar que & n-simplice unidad (A™, 7,.5), donde
A" = {(21, Tpy1) ER"™ iy >0, Vi€ {1, n+ 1}, oy + - F 2 = 1},

es homeomorfo al cubo n-dimensional ([0, 1], 7).

17.- Probar los siguientes enunciados
(i) en (R, 7,5), Son homeomorfos todos |os interval os abiertos;
(ii) no son homeomorfos ((0, 1), 7us) Y ([0, 1], Tus);
(i) ((0,1), 7ais) Y ([0, 1], 74:5) SON homeomorfos;
(iv) (N, 745) Y (Q, T.s) N0 son homeomorfos,

(v) (S', 7.s) no eshomeomorfaa ((0,1), 7,s).

18.- Probar que las siguientes aplicaciones entre espacios euclideos son homeomorfismos
(i) h: R— (0, 00), definida por h(z) = exp(z) (suinversaesh!(z) = In(z));
(ii) h: (5F, ) — R, definidapor h(x) = tan(z) (suinversaesh™!(z) = arctan(z));

(iii) A: (0, 00) — (—00, 0) (respectivamente, h: [0, 00) — (—o0, 0]), definidapor h(z) = —z
(suinversaesh!(z) = —x);

(iv) h: [0, 00) — [a, 00) (respectivamente, h: (0, co) — (a, 00)), definidapor h(x) = = + a
(suinversaesh~!(z) = x — a);
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(V) h: X — Y, definida por h(z) = % donde (X = [a,b) eY = [0,1)), 6 (X = (a,b)
eY =(0,1) 6(X =la,beY =1[0,1]) 6 (X = (a,b] eY = (0,1]) (su inversa es
ht(z) =a+ (b—a)x);

r—1

(vi) h:]0,1) —[1, 00), definida por h(x) = i (suinversaesh!(z) = " )-

19.- Probar que los espacios euclideos siguientes son dos a dos homeomorfos
(i) e cilindro vertical X = {(z,y,2) € R3: 2% + 3> =1},
(ii) € plano privado del origen Z = R? — {(0,0)},
(iii) lacoronacircular W = {(z,y) € R? : 1 < 22 + ¢* < 4},

(iv) la esfera privada de los polos norte y sur, U = S? — {N, S}, donde N = (0,0,1) y
S =(0,0,—-1),

(v) e cono privado de suvértice V = {(z,y,2) € R3 : 2% + y? = 2%,z > 0}.
20.- Probar que el primer cuadrantedel plano ({(z,y) € R? : x > 0,y > 0}, 7,s) Y € semiplano
({(z,y) € R* : y > 0}, 7,5) SOn homeomorfos.

21.- Probar que |as siguientes son propiedades topol 6gicas

(i) X esequipotente aN;

(i) latopologia sobre X tiene el cardina de N;

(iii) existe A C X, equipotente aN y denso;

(iv) X esmetrizable;
pero, no son propiedades topol 6gicas

(i) latopologia sobre X esta generada por lamétrica d;

(if) X esun subconjunto de R.

22.- Sean dos aplicaciones f: (X, 7x) — (Y, 7v) Yy g: (Y, 7v) — (X, 7x) continuas, tales que
fog=1yygo f=1x.Probar que fy g son homeomorfismos.

23.- Sean f: (X, 7x) — (Y, 7v) un homeomorfismoy ¢: (Y, 7v) — (Z, 72). Probar que g es
continuasi y sblosi go f loes.

24.-Sea f: (X, 7x) — (Y, 7v) unaaplicacion abiertay cerrada. Seay: (X, 7x) — ([0, 1], 7us)
continuay paracaday € Y, sea¢(y) = sup{p(z) : f(x) = y}. Probar que ¢ es continua.
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25.- Sea (X, 7) un espacio topologicoy H(X) = {h: (X,7)— (X, 7) : h homeomorfismo}.
Probar

(i) con la composicion de funciones como operacion, H(X') esun grupo;

(i)s X =[0,1]lyA=(0,1) C X,seap: H(X)— H(Y)definidapor o(h) = h|4. Entonces,
© es un isomorfismo de grupos, aunque |os espacios involucrados no son homeomorfos.
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En general, dada una estructura topol6gica sobre un conjunto X, todo subconjunto A puede
heredarla, por restriccion a A de las nociones topol 6gicas (continuidad, convergencia, ...) en
X. Posteriormente, se plantea el problema reciproco, que consiste en determinar si un espacio
X estopolbgicamente equival ente a una parte de otro espacio Y'.

El artificio de embeber un espacio en otro mayor esta estrechamente relacionado con la
definicion de subespacio. Ya muy temprano, se utilizb en ejemplos especiales, como el de la
construccion de los nUmeros reales a partir de los racionales por Cantor y Dedekind.

8.1 Subespacios

Definicion 8.1 Dado un espacio topologico (X, 7), s A C X, se define unatopologia sobre A
asociadaar, por 74 = {UN A : U € 7}, que sellamatopologia relativa. Se dice también que
(A, 74) €sun subespacio de (X, 7).

Proposicion 8.2 Sea (X, 7) un espacio topolégicoy A C X. Entonces
VsV CcAeVerysysolos existeU € rtalqueV = U N A;
(iDs FCAesFelCysysilosexisteG eCtalque F =GnA;
(iii) s B esbasede 7, entonces 4 = {BN A : B € 3} eshasede 74;
(iv) S o essubbase de 7, entonceso 4, = {SN A : S € 0} essubbasede 74;
Vsac ANA={MNA:MeN,}eslafamiliadeentornosdea en (A, 74);
(vi)sia € AyB, esunabaselocal dea en (X, 7), entonceslafamiliaB4 = {BNA: B € B,}
esunabaselocal dea en (A, 74);

63
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(Vi) s B C A, con las notaciones obviases B = BN Ay Bl = Bin A;

oA
(viii) st B C A, con las notaciones obvias es fr4(B) C fr(B)N A yB NA CB ,ysedan
lasigualdades cuando A € 7.

Proposicion 8.3 Sean (X, 7) un espacio topologicoy B € A C X. Se puede pensar en B
como un subespacio de (X, 7), obteniendo la topologia relativa 75 sobre B, 0 como subespacio
de (A, 74), obteniendo la topologia relativa (74) g sobre B. Entonces, 75 = (74) 5.

Ejemplos 8.4 En los espacios topol ogicos estudiados, tenemos
1) en (X, 7,q), paratodo A C X, 74 = Tina;
2) en (X, 74), paratodo A C X, 74 = Tuis;

4) en

(

en(X,74), S BNA#D,es73 =TarngyYS BNA=0,es7p = Tys;
(X, ), s BNA#0,estp =7"8ys BNA=0,es7p = T4s;
(

5 en (X, 7.f), S Aesinfinito, es74 = 7.5 Yy S A esfinito, es74 = 74s;
6) en (X, 7eoc), S A €S0 contable, es74 = 7., Y S A escontable, es T4 = 7y;s.
Lema8.5 iy: (A,74) — (X, 7x) escontinua, y de hecho, 74 = 7,3 -
La continuidad no depende del rango de lafuncion

Corolario86 f:(Y,7yv)— (A, 74) escontinuasi ysolosiiso f: (Y, 7v)— (X, 7x) lo€s.

8.2 Propiedades hereditarias

Definicion 8.7 Una propiedad P se dice hereditaria, si cuando (X, ) verifica P, la cumple
cualquier subconjunto de X. P sellama débilmente hereditaria si laheredan sblolos A € C,y
sellamacasi hereditaria si pasa Unicamentealos A € 7.

Proposicion 8.8 Son hereditarias|a propiedades T, T, losaxiomas C; y Crr y la metrizabili-
dad.

Proposicion 8.9 La separabilidad es casi hereditariay la propiedad de Lindel 6f es débilmente
hereditaria.

Proposicion 8.10 En (X, 7),si A C X, entonces
(YAersysolosiis: (A 74)— (X, 7) esabierta;

(iAeCsiysolos iy: (A, 74)— (X, T) escerrada;
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(iliycada B € T4 estalque B € 7x siysolos A € T;

(ivycadaB e Cypestalque B e Csiysolos A e C.

8.3 Restriccion y extension de aplicaciones continuas

Definicion 8.11 Larestricciondeunaaplicacion f: (X, 7x) — (Y, 7v) aA C X, eslafuncion
foia= fla:(A,7a) — (Y, 7v).

Proposicion 8.12 S f: (X, 7x)— (Y, 7y) €s continua, para cada A C X la restriccion
foia= fla:(A,74)— (Y, 7y) €scontinua.

Proposicion 8.13 Sea f: (X, 7x) — (Y, 7y) continuay A C X, B C Y talesque f(A) C B.
Entonces la aplicacion inducida por f|4, g: (4, 74) — (B, 75) €S continua.

Un problema importante en topologia es el de extension de aplicaciones continuas dadas
sobre subespacios.

Definicion 8.14 Unaextension deunaaplicacion continua f: (A, 74) — (Y, 7v) de un subespa-
cio A C X al espacio total, es una aplicacion continua g: (X, 7x) — (Y, 7y), cuyarestriccion
aAesf.

Un caso particular importante de extension es el siguiente

Definicion 8.15 En (X, 1), A C X esunretracto de X, si existe una aplicacion continua, una
retraccion, r: (X, 7) — (A, 74) que extiende a la identidad de A, 14: (A, 74) — (A, T4), €S
decir, paracadaa € A, esr(a) = a.

Ejemplo 8.16 [0, 1] esunretracto de (R, 7,;), puesunaretraccion esr: (R, 7,.s) — ([0, 1], Tus),
0 st<O0

dada por r(t) = {t site|0,1].
1 gt>1

Observacion 8.17 Los retractos tienen propiedades similares (desde €l punto de vista ho-
motbpico, como se veraen € Gltimo capitulo) alas de los espacios originales.

8.4 Aplicaciones combinadas

Definicion 8.18 Dado un conjunto X, si {A;};c; esuncubrimientode X y {fi: A;— Y }icr €5
una familia de funciones tales que fi|4,na;, = fj|la,na,, Paracadai, j € I, se define lafuncion
combinada de las anteriores, como lafuncion f: X — Y definidapor f(x) = f;(x),s x € A;.
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Proposicion 8.19 Sean (X, 7x) e (Y, 7v) espacios topologicos. Con las notaciones de la ante-
rior definicion
(i) siparacadai € I,es A; € Tx ylafuncion f;: (A;, 74,) — (Y, 7v) €s continua, entonces
la combinada f: (X, 7x) — (Y, 7y) también lo es;

(ii) si I esun conjunto finito, paracadai € I es A; € Cx ylafuncion f;: (A;, 74,) — (Y, 7yv)
es continua, entonces la combinada también lo es.

Contragemplo 8.20 En el apartado (ii), / debe ser necesariamentefinito. En efecto, si I = R,
Ir: (R, 74s) — (R, 74:5) NO€SCONtinUay sinembargo 1g| (»3: ({2}, 7us) — (R, 7455) €SCONtINUA,
paracadaz € R.

8.5 Embebimientos

Definicion 8.21 Un embebimiento es una aplicacion continua f: (X, 7x) — (Y, 7v), tal que
sobre suimagen g: (X, 7x) — (f(X), 7¢(x)) €S un homeomorfismo.

Observacion 8.22 Medianteun embebimiento, el espacio (X, 7x ) sepiensacomo un subespacio
de (Y, Ty).

8.6 Problemas

1.- Sea f: (X, 7x) — (Y, 7v) unaaplicacion continua, donde (X, 7x) esT> y C;. Sea D un
conjunto denso en X tal que f|p: (D, 7p) — (f(D), 7¢(p)) € un homeomorfismo. Probar que
f(D)N f(X — D) =0.

2.- Sea (X, ) un espacio topologico, A densoen Xy D C A, tal que D" = A. Calcular D.
3.- Sea A un conjunto cerrado en (X, 7)Yy f: (A, 74) — (R, 7,s) una aplicacion continua, tal

que f(fr(A)) = {0}. Probar quelaaplicacion g: (X, 7) — (R, ), definida por

[ flx) sxzeA i ,
g(x) = {0 Sz A , ESunaextension continuade f.

4.- Probar los siguientes enunciados
(en(X,7),sz € X, Xy {z} sonretractos de X;
(i) [0, 00) esun retracto de larectareal;

(iii) en (X, 7)., todo abierto es un retracto de X;
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(iv) lacomposicion de retracciones es unaretraccion (un retracto de un retracto es un retracto);

(v) Aesunretractode X sy sblosi paratodaaplicacion f: (A, 74) — (Y, 7y) continua, existe
una extension continua F: (X, 7) — (Y, 1y );

(vi) lan-esferaunidad (S, 7.,s) esun retracto de (R™ ™! — {0}, 7.5);
(vii) en (R?, 7,,,), un subconjunto formado por dos puntos no puede ser un retracto de R?;
(viii) labola cerrada unidad es un retracto de (R™, 7,,);

(ix) una aplicacion f: (X, 7) — (X, 7) se dice idempotente, s f o f = f. Probar que toda
retraccion es unaaplicacion idempotente. Dada f: (X, 7) — (X, 7) idempotente, probar
queescontinuasi y slos f: (X, 7)— (f(X), 7)) €S unaretraccion;

(X) (Y, 7y) es homeomorfo a un retracto de (X, 7) S y solo si existen funciones continuas
f: (X7 T) —><Y7TY) Yyg: (Y7 TY)H(Xa T)! talesqueg © f = ]-X-

5-En(X,7x),sean A, B C X, tdlesque X = AUB. Seany, € Yy f,9: (X, 7x) — (Y, 7v)
dos funciones continuas, verificando laidentidad f(B) = {yo} = g(A). Probar que lafuncion

hi (X, 7x) — (Y, 7yv), h(z) = {f(:c) SzeA

o(x) sSzeB esta bien definiday es continua.

6.- Sea (X, 7)y A C X. Probar
(i) Card(ta) < Card(r);
(i) s (X, 1) esTy y separabley el subespacio A esdenso y contable, entonces se verifica que
Card(C(X)) < Card(C(A)) < Card(R).

7.- Demostrar que laaplicacion j: (R, 7,.) — (R?, 7,.,), dada por

(3:=1) st<-1
(-1,-1—2t) s—-1<t<—3

j(t) =4 (2t,0) s-1<t<y
(1,-1+2t) s3<t<1
(3:7) sit>1

es un embebimiento.

8.- Probar quelaaplicacion f: ([0, 27), 7.s) — (R?, 7,5 ), dadapor h(z) = exp(iz), esinyectiva
y continua, pero no es un embebimiento.
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9.- Sea (R?, 1), donde 7 es la topologia generada por la familia 3 de las rectas paralelas al gje
de abscisas. Sepide

(iYss A={(z,y) e R? .y =2*}yB = {(z,y) € R* : z = y?}, cacular las topologias
inducidas;

(iYs M ={(z,y) eR?:y=2%y<3,z< O},calcularWyHA;

(o] OB
(iii)s N ={(z,y) eR?:z=9y* 2 <3,y >0}, cAculaa Ny N ;

(iv) hacer 1o mismo que en los apartados (i), (ii) y (iii), para (R?, 7'), donde 7’ esta generada
por lasubbase o = U {(z,y) € R? : z = 2}.

10.- Sea E el gedeabscisasen el plano de Moore (I, 7). Describir latopologiarelativaen £
y deducir que la separabilidad no es hereditaria.

11.- Sea X un conjunto totalmente ordenado y (X, 7,,.4). Sobre A C X se pueden definir dos
topologias: latopologiarelativay latopologiadel orden inducido en A por € ordende X. ¢Hay
alguna relacion entre estas topol ogias?

12.- Una aplicacion f: (X, 7x) — (Y, 7v), €s un homeomorfismo local, si paracadaz € X,
exisenU € 7x YV € 7y, tdesquex € U, f(z) € V ylarestriccion f|y: (U, ) — (V, 1v)
es un homeomorfismo. Probar

(i) todo homeomorfismo local es una aplicacion continuay abierta;
(i) todo homeomorfismo es un homeomorfismo local;

(i) (R, 7ys) Y (S', 7s) son locamente homeomorfos, pero no homeomorfos.

13.- Consideremoslatopologiade Zariski (R", 7,,-) definidaen el problema25 de 2.5. Sepide:

() S ki, kicn kivr, . kn € RY §: (R, 7e0p) — (R, 724-) €S la aplicacion dada por
Jj(@) = (k1,..., ki1, 2, ki1, ..., k), entonces j es un embebimiento;

(ii) demostrar quelainyecciondiagond d: (R, 7.,¢) — (R", 72,4, ), dadapor d(z) = (z, ..., ),
es un embebimiento.
14.- Sea (X, 7) un espacio topolégico. Se pide

(i) si {A; : i € 1} esunrecubrimiento cerrado y localmente finito (ver problema 14, en 4.5) de
X, entonces B € T (respectivamente, B € C) siy solosi BN A; € 74, (respectivamente
BNA; €Cy,), paracadai € I;
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(i)si{A; : i € I} esunrecubrimientocerradoy locamentefinitode X'y f;: (A;, 74,) — (Y, 7v)
escontinug, tal que f;|a,na;, = fjla,na,, Paracadasi, j € I, entonceslaaplicacion combi-
nadadelas{f; : i € I} escontinua;

(i) sea {A,, : n € NU {0}} € recubrimiento cerrado d