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Introduccién

El entendimiento de la fisica del micromundo resulta imposible sin el
conocimiento de las representaciones cuanticas. El objetivo fundamental de
este curso es introducir los conceptos y principios fundamentales de la fisica
cuantica.

El contenido se desarrolla a partir de los hechos experimentales que obli-
garon la introduccién de estos nuevos conceptos, siguiendo hasta cierto punto
el desarrollo historico. No constituye por lo tanto una exposicién tedrica que
parte de los postulados desde el inicio.

El libro consta de 6 capitulos. Los primeros 3 temas estan dedicados al
estudio de los hechos que motivaron la introducciéon de los cuantos de luz y
de energia, hasta llegar a la vieja teoria cuantica. El capitulo 4 expone los
conceptos basicos de la mecénica ondulatoria, y los capitulos 5 y 6 estan de-
dicados a las aplicaciones fundamentales de la teoria cuantica en los sistemas
atomicos.

En general, el curso esta concebido para ser impartido en 32 horas de
clases tedricas, y para su elaboracion el autor se baso en sus anos de experien-
cia en la imparticion de esta asignatura en el Instituto Superior de Ciencias
y Tecnologia Nucleares.
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Capitulo 1

Cuantos de luz.

Desde que Newton formulé sus leyes de la mecanica hasta los finales del
siglo XIX, la fisica se desarroll6 de manera exitosa. La aparicion de nuevos
hechos experimentales se lograba explicar ya sea por la introducciéon de nue-
vas variables dindamicas o bien de nuevas ecuaciones. En este periodo, ningiin
hecho experimental puso en duda la doctrina clasica y la descripcién de un
sistema se realizaba con la ayuda de determinadas variables dinamicas, las
cuales en cada momento de tiempo tenian bien determinados sus valores que
definfan al sistema. La evolucion de un sistema estaba totalmente dada si era
conocido el estado del sistema en un momento inicial.

Por otra parte, se habia establecido que en el mundo existian dos for-
mas de existencia de la materia: la sustancia y la radiaciéon. La sustancia
se consideraba compuesta de corpisculos localizados que se subordinaban a
las leyes de Newton, y cuyos estados se determinaban en cada momento por
su posicién y velocidad. La radiaciéon por su parte consitia de ondas elec-
tromagnéticas subordinadas a la teoria de Maxwell, con infinitas variables
dindmicas que conforman en cada punto del espacio a los campos £y H. A
diferencia de la sustancia, las ondas electromagnéticas no se podian dividir en
corpusculos localizados en el espacio, ellas constituian procesos ondulatorios
con fenémenos bien conocidos como la difraccion y la interferencia. En un
inicio, la teoria corpuscular se aplicé a los cuerpos macroscopicos, y cuando
se propuso la hipdtesis atomica de la estructura de la sustancia se extendio
al micromundo, dando origen a la mecdnica estadistica. Segin la mecanica
estadistica, las magnitudes macroscopicas constituyen los valores medios de
las variables dinamicas del sistema que posee un nimero muy elevado de
grados de libertad. La investigacién de los gases (teoria cinética de los gases)
y la termodindmica permitieron corroborar cualitativamente las principales
posiciones de la teoria corpuscular de la sustancia.

Sin embargo, surgieron nuevos fenémenos que no encontraban explicacion

11



12 CAPITULO 1. CUANTOS DE LUZ.

en la teoria clasica y que no se podian justificar con dificultades matematicas.
Uno de ellos resulto ser el problema de la radiacion del cuerpo negro.

1.1. Cuerpo Negro. Hipétesis de Plank.
= Radiacion térmica en equilibrio.
= Absorbancia y emisividad. Ley de Kirchoff.

» Cuerpo Negro. Leyes fenomenoldgicas: ley de Stefan-Boltzmann, ley de
desplazamiento de Wien, ley de Wien para la densidad espectral de
energia.

» Formula de Rayleigh-Jeans.

» Hipoétesis de Plank. Formula de Plank. Anélisis de los casos extremos.

1.1.1. Radiacion térmica en equilibrio.

La radiacién de la luz ocurre como resultado de las transformaciones de
los &tomos, moléculas y otros sistemas atéomicos, al pasar de estados de mayor
energia a los de menor energia. En el caso de la radiacién térmica, la energia
que se transforma es la energia cinética de las particulas, es decir, la energia
térmica asociada a los atomos y moléculas. Una caracteristica importante
de la radiacién térmica es su espectro de emision, el cual contiene todas las
longitudes de onda a diferencia de otros tipos de radiaciones. No vamos a
estudiar todos los tipos de radiaciones térmicas, sélo uno en particular: la
radiacion térmica en equilibrio.

Supongamos se tiene una cavidad inmdévil y no transparente con tempe-
ratura constante en sus paredes. Producto de sus excitaciones térmicas, los
atomos y moléculas van a emitir sus radiaciones al interior de la cavidad.
Parte de la energia de estas radiaciones es absorbida y la otra se refleja.
Durante este proceso cambian la direccion, la composicion espectral, la polari-
zacion y la intensidad de las radiaciones. Al pasar un tiempo suficientemente
grande, se establece un estado macroscépico (nos estamos refiriendo a toda
la cavidad), en el cual, por cada intervalo de tiempo, la cantidad promedio de
energia irradiada de determinado color, direccién y polarizacion, se iguala a
la cantidad de energia absorbida con iguales caracteristicas. Se establece un
equilibrio que explica correctamente la mecanica estadistica. Al alcanzarse el
equilibrio, la radiacién presenta las siguientes caracteristicas:
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1. La densidad de energia, la distribucion espectral y otras magnitudes
que la caracterizan, no dependen de la forma ni del material de las
paredes de la cavidad.

2. Es homogénea, su densidad no depende del punto dentro de la cavidad.

3. Es isotropica y no polarizada.

Analicemos a continuacién las magnitudes que caracterizan a la radiacion
en el espacio.

Densidad de energia de la radiacion (p): Cantidad de energia de la radia-
cién por unidad de volumen en el espacio. En términos diferenciales:

dE
S 1.1
P v (1.1)

Se acostumbra a utilizar su desarrollo espectral:
p= [ e (1.2)
0

En el equilibrio, p (A) sélo depende de A y T, ya que no hay dependencia
ni del material ni de la forma de la cavidad. Ademas, consideraremos en lo
adelante que en la cavidad existe vacio, en caso contrario, si existe depen-
dencia del medio contenido en la cavidad. La tarea principal en la teoria de
la radiacién térmica consiste en encontrar la funcién universal pr (\) .

Intensidad de la radiacion (I): Cantidad de energia que atraviesa en la
unidad de tiempo el area unitaria perpendicular a la direcciéon de propaga-
cién. En términos diferenciales:

_d*E
~dtdS

(1.3)

Desarrollo espectral:
]:/ I(X\)dA (1.4)
0

Relacion entre la densidad y la intensidad de la radiacion.
Denotemos por ¢ a la velocidad de propagacion de la luz en el vacio,
entonces:

dE
dl=cdt — dV =cdtdS — IZCW — I=pc (1.5)
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1.1.2. Absorbancia y emisividad. Ley de Kirchoff.

En el experimento se observa que tanto la energia que absorbe como la
que emite un cuerpo son directamente proporcionales a la intensidad de la
radiacién que incide y que se emite respectivamente, siendo la proporcion
dependiente del material que compone al cuerpo y del estado en que este se
encuentra. Subsisten las siguientes relaciones:

E, =al; , E,=el, (1.6)

donde F, representa a la energia absorbida por unidad de area y de tiempo,
I; es la intensidad de la radiaciéon que incide sobre el cuerpo y a es el co-
eficiente adimensional denominado absorbancia. Este ultimo depende de la
naturaleza de la superficie absorbente y toma valores en el intervalo0 < a <1

De forma similar, E, representa a la energia que pierde el cuerpo por
unidad de drea y de tiempo, I, es la intensidad de la radiaciéon que irradia el
cuerpo y e es otro coeficiente adimensional que recibe el nombre de emisivi-
dad. Este también depende de la naturaleza de la superficie emisora y toma
valores entre 0 y 1.

Ley de Kirchoff: Si un cuerpo se encuentra en equilibrio térmico su ab-
sorbancia es igual a su emisividad (a = e).

Esta ley puede ser demostrada utilizando razonamientos puramente ter-
modinamicos, su validez ha sido verificada en el experimento.

1.1.3. Cuerpo Negro

Se denomina cuerpo negro al cuerpo para el cual a = e = 1 en equilibrio
térmico.

Evidentemente, de todos los cuerpos, para una temperatura dada, el cuer-
po negro es el de mayor capacidad de absorcién y de emision.

El cuerpo negro es una idealizacion. Su mejor aproximacion es una cavi-
dad cerrada en cuyas paredes se tiene un orificio muy pequeno. En efecto, si
un rayo luz entra a tal cavidad, sufrird continuas reflexiones en las paredes de
la cavidad. En cada reflexién parte de la energia es absorbida por las paredes
y la otra es reflejada. Después de muchas reflexiones una insignificante parte
logra salir por el orificio, siendo practicamente toda la energia absorbida. Se
establece un estado que poco se diferencia del equilibrio en la cavidad y el
orificio se comporta irradiando como un cuerpo negro de sus dimensiones y
forma.
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Leyes fenomenolégicas de la radiacion del cuerpo negro
1. Ley de Stefan-Boltzmann.

En 1879, Stefan encontré de forma empirica que la intensidad integral por
todo el espectro de la radiacién emitida por un cuerpo negro es proporcional
a la cuarta potencia de su temperatura absoluta:

I=o0T! (1.7)

Cinco anos mas tarde, Boltzmann demostrd este resultado tedricamente
utilizando el método de los ciclos termodinamicos. La constante o se denomi-
na constante de Stefan-Boltzmann y su valor es 5,669 - 1078 W/m?2K*.

2. Ley de desplazamiento de Wien.

Entre la temperatura absoluta 7'y la longitud de onda \,,, para la cual se
alcanza el méximo en la densidad espectral de energia I7()\), de la radiacién
emitida por el cuerpo negro, existe la relacion:

TA, =0 (1.8)
donde b = 2,898 - 10°vm K recibe el nombre de constante de Wien.
3. Ley de Wien para la densidad espectral de energia del cuerpo negro.

La densidad espectral de energia del cuerpo negro pr(\) posee la depen-
dencia funcional: ST
pr(y) = 12 (1.9)
donde f(AT) es una funcion universal. Esta ecuacién fue obtenida por
Wien a partir de principios muy generales de la termodinamica. En el marco
de una teoria tan fenomenoldgica como la termodinamica no fue posible en-
contrar a la funcién universal f(AT'). Fue necesario considerar los métodos de
la mecénica estadistica y la introduccion de los nuevos conceptos cuanticos
de la sustancia y la radiacion para hallar a esta funcién.

1.1.4. Foérmula de Rayleigh-Jeans.

Rayleigh y Jeans fueron los primeros en tratar de resolver la tarea prin-
cipal en la teoria de la radiacion térmica, es decir, en tratar de encontrar la
funcién pr(X).
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Estos cientificos tomaron en cuenta el teorema estadistico sobre la distri-
bucién uniforme de la energia cinética por los grados de libertad. Segin este
teorema, en el estado de equilibrio, a cada grado de libertad corresponde en
promedio una energfa cinética igual a 1/2kT, donde k = 1,38 - 1073 J/K y
se denomina constante de Boltzmann.

Si las particulas en cuestién se encuentran ligadas y realizando oscilacio-
nes (como vamos a considerar) hay que tener en cuenta ademéds a la energia
potencial asociada a sus interacciones. En el caso de oscilaciones armonicas,
el valor medio de la energia potencial también resulta igual a 1/2kT. Toman-
do esto en cuenta, a cada oscilador armonico se le asocia un valor medio de
energia igual a kT

Un andlisis similar se realiza para las ondas electromagnéticas que se
establecen en el interior de la cavidad. En el interior de la cavidad se van
a establecer ondas estacionarias y al grado de libertad asociado con la onda
eléctrica se le asigna una energfa promedio igual a 1/2kT. De forma analoga
a la componente magnética corresponderd otro 1/2kT, y de esta forma, a
cada onda estacionaria correspondera en promedio una energia € = k7.

Si se determina el niimero de ondas estacionarias que se establecen en una
cavidad para cada frecuencia o longitud de onda a una temperatura dada,
podemos obtener la funcién pr(A) o pr(v). Se puede demostrar que el nimero
de frecuencias permitido en el intervalo (v, v + dv) es:

B &tV

3

N(v)dv V2 dy (1.10)

donde V es el volumen de la cavidad. De esta ecuacién obtenemos que:

St 8m? 8tk
pr(v) = 5= 5 kT:c—Sl/T (1.11)

En términos de la longitud de onda tendremos:

8tV

donde se tuvo en cuenta que:
c=X v = O=d\-v+A-dv — duz%d)\ (1.13)
Notemos que la tltima relacion es modular por tratarse de diferenciales.

La férmula de Rayleigh-Jeans es por tanto:

B kT

pT()\) 2\

(1.14)
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Comparando este resultado con la ley de Wien para la densidad espectral
de energia, se obtiene que la funcién universal

FAT) = 87k(\T) (1.15)

Experimentalmente se comprueba que la formula de Rayleigh-Jeans es
sélo valida para longitudes de onda altas (frecuencias bajas). Ademds, la
radiacién tiene infinitos grados de libertad, mientras que la sustancia en la
cavidad tiene un nimero finito de estos. Si se supone que la férmula trabaja en
las frecuencias altas, y se integra en todo el rango de frecuencias obtenemos:

o0 T oo
pr = / pr (v)dv = Sk / Vdv = oo (1.16)
0 0

3

No seria posible el equilibrio térmico entre la sustancia y la radiacion.
Este resultado se conoce como catastrofe ultravioleta, y fue deducido por
Erenfest.

Se podria pensar en rechazar el teorema de la distribucién uniforme por
grados de libertad en el caso de que estos sean infinitos, pero no estaria
justificado.

1.1.5. Foérmula de Plank.

La féormula que satisface los resultados experimentales en todo el espectro
fue encontrada por Plank primero de forma empirica, y mas tarde la demostro
tedricamente.

Expuso su teoria el 14 de diciembre de 1900, en la reunion de final de ano
de la Sociedad Alemana de Fisica, dia que se considera como el del nacimiento
de la Fisica Cuantica.

Para arribar a sus resultados Plank lanzé la siguiente hipotesis, que no
tiene sentido alguno en los marcos de la fisica clasica:

La emision y absorcion de la luz por la sustancias no ocurre de forma con-
tinua, sino por porciones finitas denominadas cuantos de energia o cuantos
de luz.

Concretamente, supongamos se tiene un oscilador arménico unidimen-
sional. Tomando en consideracién la hipdtesis de Plank este oscilador sélo
puede tomar valores seleccionados de energias que forman la serie discreta:
0, €9, 2¢9, 3¢g, ..., donde £y determina la porciéon mas pequena de energia que
puede adquirir el oscilador, y dependera solamente de las caracteristicas de
éste, es decir, de la frecuencia propia del oscilador.

A partir de que la radiacién en equilibrio no depende de la sustancia que
conforma la pared de la cavidad, Plank considerd toda la cavidad como un
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conjunto de osciladores. Posteriormente, supuso que no soélo la cavidad, sino
también las ondas estacionarias que en ella se establecen con determinada
frecuencia, se comportan como los osciladores armaonicos.

En la cavidad se establece el equilibrio, y son excitados todos los estados
con diferentes probabilidades. La distribucion de probabilidades que Plank
considerd obedecia a la ley de Boltzmann. Esto implica que el nimero de
osciladores con energia E a la temperatura dada 7" en la cavidad, va a ser
proporcional a e~#7. Con estas consideraciones podemos determinar a pr (V).

Calculemos primeramente el valor medio de la energia €:

[e.o] [e.@]
_ng% —nz
E nege” kT E ne
— n=1 n=1
E=—% =0 (1.17)
nEO —nx
e kT E €

donde z = ;—% Efectuando la suma

> 1
T — 1.18

y derivando esta igualdad se tiene que

—x

= —nx €
n=1

Sustituyendo los dos tltimos resultados en la ecuacién 1.17 se obtiene:

e 0 (1.20)

IS5
ext — 1

Finalmente, sustituyendo € en la ecuacién 1.11, utilizada anteriormente
para obtener la férmula de Rayleigh-Jeans, obtenemos la féormula de Plank:

2
8y €0

= — 1.21
prlv) = (121)

En el limite cuando ¢y — 0 debemos obtener la férmula clésica de Rayleigh-
Jeans, que supone la variacién de energia en forma continua. En efecto,

et ~ 1+ %, ¥ de la ecuacion 1.21 se obtiene

82
pr(v) = = kT (1.22)
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Procediendo de forma similar a como se hizo anteriormente (ver 1.13),
podemos obtener la formula de Plank en términos de la longitud de onda:

8 o
o) = ST (123
Esto nos conduce a que la funcién f(AT') de la ley de Wien es igual a:
A
JOT) = ST (1.24)
exr — 1

€p es una caracteristica de los osciladores, por lo tanto no depende de la
temperatura (caracteristica macroscépica) y depende solamente de las fre-
cuencias propias de estos eg = hv = hc/A.

h =6,625-10734J - s recibe la denominacién de constante de Plank.

Sustituyendo el valor de €y en la ecuacién 1.24, la funcién f(AT') se trans-
forma en:

FOT) = oThe (1.25)

ermT — 1
Analicemos ahora los casos extremos para la densidad espectral de energia
del cuerpo negro .
El limite para A pequenas (frecuencias altas) es:

8rh v? 8Th 5 m

pr(v) = E R - g ve T (1.26)
8 h o

pr(N) z € 8mheaTPe T (1.27)

N et — 1

Esta férmula fue propuesta por Wien en 1896 y fue obtenida de forma
empirica. La misma describe sélo los valores experimentales para frecuencias
altas y trabaja mal en la regién infrarroja donde trabaja bien la de Rayleigh-
Jeans que se obtiene en el limite cuando ¢y — 0, es decir, para frecuencias
bajas.

En un grafico (z,y), tomando

hv x3
= = 1.28
de forma tal que
(2) = 2% (kT)? Y _ Constant (1.29)
) = —— = Constante - .
Pr h2e3 o _ Yy

se obtiene la Figura 1.1. Utilizando la féormula de Plank 1.21 se pueden ob-
tener facilmente las leyes fenomenoldgicas de Stefan-Boltzmann y la ley de
Wien para el desplazamiento.
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Figura 1.1: Densidad espectral de energia. x = hv/kT, y = C - pr(x)

Resumen

La radiacion térmica en equilibrio no depende de la forma ni del mate-
rial de las paredes de la cavidad. Es una radiacion homogénea, isotrépi-
ca y no polarizada.

Las energias que absorbe o emite un cuerpo son directamente propor-
cionales a las intensidades de la radiacion que incide o emite respecti-
vamente: F, = al;, B, = el,.

Se denomina cuerpo negro al cuerpo para el cual a = e = 1 en el
equilibrio térmico.

Leyes fenomenoldgicas de la radiacién del cuerpo negro:

f(AT)

[=oT" ;o TAp=0b PT()‘) = A5

Hipotesis de Plank: La emisién y absorcion de la luz por la sustancia
no ocurre de forma continua, sino por porciones finitas denominadas
cuantos de energia o cuantos de luz.
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s Férmula de Plank:

8th 3 &t hc
= y )\ = P —
pT(”) 3 6% 1 pT( ) \5 Ekf;\% 1

1.2. Efecto Fotoeléctrico.

Experimentos de Hertz y Thomson.

Explicacion clasica del fotoefecto. Deficiencias.

Explicacion cuantica del fotoefecto. Hipdtesis de Einstein. Trabajo de
extraccion. Férmula de Einstein. Frecuencia de corte.

Propiedades ondulatorias en el fotoefecto. Caracter dual de la luz.

Como analizamos en el epigrafe anterior, la teoria ondulatoria de la luz no
es capaz de explicar el comportamiento de la radiacion térmica en equilibrio
de un cuerpo negro.

Fue Max Plank, quien introduciendo una nueva hipdtesis acerca de la
emisién y absorcion de la luz por la sustancia no de forma continua, sino en
porciones o cuantos (g9 = hv), logré dar una explicacién adecuada a este
fenémeno.

Sin embargo, el propio Plank solo consideraba las propiedades cuanticas
de la luz en los actos de emision y absorcion, es decir, en la interacciéon de la
luz con la sustancia. La propagacion en el espacio la seguia considerando en
su forma continua, descrita por las ecuaciones de Maxwell.

En 1905, Einstein de una forma radical proporcioné una teoria cuantica
més acabada de la luz. El, a partir de los resultados experimentales y de
representaciones teédricas, llegd a la conclusion de que también en su pro-
pagacién la luz se comporta como un conjunto de determinadas particulas,
cuyas energias se determinan segin las energias de los cuantos de Plank. Mas
tarde, estas particulas recibieron el nombre de fotones.

1.2.1. Experimentos de Hertz y Thomson.

Uno de los fenémenos importantes que condujo a la hipétesis de los fotones
fue el efecto fotoeléctrico, también conocido como fotoefecto.

En 1887, Henry Hertz descubrié que iluminando con luz ultravioleta un
electrodo negativo sometido a una tension, se produce un arco eléctrico entre
los electrodos. Hertz no le dié importancia al fenémeno debido a lo ocupado
que estaba en la investigacién de las ondas electromagnéticas.
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La esencia del fenémeno consiste en que al iluminar con luz ultravioleta
un cuerpo metdlico cargado negativamente este pierde parte de su carga. Si
se ilumina un cuerpo cargado de forma positiva no se observa esta pérdida de
carga y mas aun, si se ilumina un cuerpo neutro, éste se carga positivamente.

Las propiedades fotoeléctricas aparecen no sélo en los metales, estas estan
presentes también en los dieléctricos y semiconductores. La tnica condicion
necesaria, aunque no suficiente, es que exista suficiente absorcién de luz. Por
otro lado, no sélo ocurre bajo luz ultravioleta, en metales alcalinos (sodio,
litio, etc) aparece en luz visible. En superficies muy trabajadas se puede
obtener fotoefecto hasta con rayos infrarrojos.

En 1897, Thomson descubre el electrén en el estudio de los rayos catdédi-
cos, y conjuntamente con Lenard mide la relacién carga-masa (e/m) de las
particulas que se emiten en el fotoefecto, quedando demostrado que estas son
electrones.

Debemos diferenciar el fotoefecto externo del interno. En el externo, los
electrones son liberados por la luz de la capa superficial de la sustancia,
pasando al vacio o a otro medio. En el interno, los electrones se quedan
dentro del cuerpo, a pesar de ser excitados. Analicemos con mas detalles el
primero por ahora.

La figura 1.2 muestra un esquema de una instalacién donde se obtiene
el efecto fotoeléctrico. Los electrones que se desprenden del catodo, se ven
sometidos al potencial del anodo, cerrando el circuito. Por medio de la velo-
cidad con que se carga el electrometro se puede determinar la corriente del
circuito y la cantidad de fotoelectrones que alcanzan el dnodo en la unidad
de tiempo.

Electrometra

Figura 1.2: Esquema de una instalaciéon donde se obtiene el efecto fotoeléctri-
co.

El fotoefecto depende del estado de la superficie del catodo y del gas,
si existe este en el espacio comprendido entre el anodo y el catodo, pues
complica el fenémeno debido a las ionizaciones que pudieran aparecer. Se
trata de llevar a cabo el experimento en un buen vacio y en superficies muy
limpias.
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Se estudia el fotoefecto para una intensidad y frecuencia de la luz de
incidencia, variando la tensién V' entre el cdtodo y el dnodo. Se construye
la dependencia de la corriente I en funciéon de V', que recibe el nombre de
caracteristica del fotoelemento.

e

Vi 0 v, VvV

Figura 1.3: Caracteristica del fotoelemento.

En el experimento se observa que al aumentar V' se llega a una corriente
maxima que recibe el nombre de corriente de saturacién. Esta corriente se
alcanza cuando todos los electrones liberados del catodo por la luz alcanzan
el anodo. Un aumento posterior de V no aumenta la corriente I, ya que
la cantidad de electrones arrancados en la unidad de tiempo no varia. La
corriente de saturacién depende proporcionalmente de la intensidad de la luz
incidente para una frecuencia dada.

1.2.2. Explicaciéon clasica del fotoefecto. Deficiencias.

Se podria intentar dar una explicacion clasica del fenémeno desde el punto
de vista ondulatorio. Consideremos primero a los electrones libres, es decir, a
aquellos electrones que estan en el metal sometidos a la acciéon de un campo
que los retiene, existente en la frontera del metal.

Para extraer uno de estos electrones es necesario realizar un trabajo de
unos pocos electrén-voltios. Bajo el efecto del campo eléctrico de la onda
electromagnética de la luz incidente, estos electrones comienzan a oscilar,
y cuando la energia es suficientemente grande el electron puede vencer el
campo que lo retiene y salir del metal.

Para los electrones enlazados la explicacion es similar, sélo que la de-
pendencia de las oscilaciones tendrd un caracter mas complejo debido a la
resonancia.

Segun esta explicacion la energia del electréon que sale debera ser mayor si
la intensidad de la luz aumenta. En efecto, la intensidad luminica es propor-
cional a la amplitud de las oscilaciones electromagnéticas, y esto aumentaria
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el campo eléctrico que actua sobre el electréon por parte de la onda. Sin em-
bargo, en el experimento queda demostrado que la maxima velocidad, y por
ende la energia cinética maxima, que poseen los electrones no depende de la
intensidad de la luz, sino de su frecuencia.

Otro punto importante donde falla esta explicacién concierne al tiempo
necesario de aparicién del fotoefecto.

Supongamos se tiene una fuente de luz puntual, isotrépica y continua de
potencia P = 100W, que ilumina un catodo plano perpendicular de zinc, a
una distancia r = 1m. La energia luminosa que se trasmite al fotocatodo en
la unidad de tiempo y de superficie sera:

P

42

(1.30)

Conociendo el trabajo A de extraccién (=~ 3,74 eV para el zinc), y consi-
derando que la energia maxima que alcanzan los electrones en las oscilaciones
debe ser

P
By = ——ot 1.31
47?7’20 (1.31)

donde o representa la seccién eficaz para un atomo y t al tiempo de expo-
sicién, podemos obtener una valoraciéon del tiempo que requiere la aparicion
del fotoefecto:

P Arr? A
Epor=——=0t>A = > il

~ 1,25 1.32

De acuerdo con la fisica clasica, el fotoefecto siempre debe ocurrir con
retraso. El experimento muestra que el fotoefecto ocurre instantdneamente
con la iluminacién.

1.2.3. Explicaciéon cuantica del fotoefecto. Formula de
Einstein.

Veamos al fotoefecto desde el punto de vista corpuscular.

Supongamos la luz esta compuesta por particulas denominadas fotones,
que poseen determinada energia e impulso y que viajan a la velocidad c.
Segun la hipétesis de Einstein la energia de los fotones viene dada por la
férmula de Plank:

E=hv (1.33)

., Cual sera la cantidad de movimiento lineal de estas particulas?.
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De la teoria relativista sabemos que se cumple la siguiente relaciéon entre
la energia E y la cantidad de movimiento lineal p:

(E)z _ 5 = (mp - 0)? (1.34)

Estamos considerando que durante el movimiento el estado interno de la
particula, y por tanto su masa mg, no varia.
Por otro lado, la energia de una particula satisface la ecuacion relativista:

mo - c2

-2

De acuerdo con la ecuacién anterior, si el fotéon posee masa mgy # 0, su
energia se torna infinita al viajar este con la velocidad de la luz c. La masa del
fotéon debe ser por lo tanto nula. De la ecuacion 1.34 obtenemos la siguiente
relacion modular entre p y E:

E = (1.35)

E = pc (1.36)

Debemos observar que el signo negativo de la raiz desaparece si se con-
sidera que el vector p esta dirigido en la direccién de propagacién de la luz,
tomada como positiva.

Introduzcamos el vector de ondas k, dirigido en la direccién de propaga-

cién y de magnitud:
— 27
kl = == 1.37
A== (137)

Se cumple entonces

hv =pc = pz% , p=hk (1.38)

Retornemos al fotoefecto. El proceso de interaccion de la luz con el catodo
se puede considerar ahora como choques entre particulas, es decir, el fotoefec-
to surge en los choques ineldsticos de los fotones con los electrones. En estos
choques, el fotén es absorbido y su energia se trasmite a los electrones. De
esta forma, los electrones adquirien la energia cinética de forma instantdnea,
y esta depende de la frecuencia de radiacién incidente.

La energia del fotén incidente puede consumirse al liberar un electrén
enlazado a un atomo. Ademas, un electréon liberado puede interactuar con
los atomos dentro del metal, cediendo energia en forma de calor. La maxi-
ma energia de los fotoelectrones se obtiene cuando el electrén es libre (no
enlazado a un dtomo en especifico), y cuando no cede energia en forma de
calor al salir del metal. En tal caso, se produce sélo perdida de energia al
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vencer las fuerzas que lo mantienen en el metal y que actian en la superficie,
energia conocida como trabajo de extraccién (A).

Supongamos se ha producido el choque del electron con un solo fotdn,
entonces la energia cinética maxima se determina por la férmula de Eins-
tein:

1
Tae = =MV =hy — A (1.39)

2 €Ymax

El término de electrén “libre” en el metal no es del todo correcto, pues
el electréon se encuentra como en una caja dentro de la cual existe un campo
que lo retiene. El fotéon interactua con el electron y con el metal como un
todo. Por supuesto, como el catodo tiene una masa que podemos considerar
infinita, la energia del foton es practicamente absorbida por el electrén.

Para un electron realmente libre sélo puede ocurrir la dispersiéon, y éste
no puede absorber o emitir un fotén. En efecto, tomemos un sistema de
referencia donde el electrén se encuentra inicialmente en reposo. Supongamos
que el electron emite un fotén con las magnitudes p; y Ey, y sus energia y
cantidad de movimiento después de la emision son E, y D, respectivamente.
De las leyes de conservacion tenemos:

Pe+DP;=0 E.+E;f=m,-c (1.40)

donde m, representa a la masa del electrén en reposo.Tomando en cuenta
la relacion 1.36 entre la energia y la cantidad de movimiento del foton, la
ecuacion 1.34 para estas magnitudes en el caso del electrén, y combinando
las ecuaciones anteriores es facil obtener la siguente relacion

Ef'me-CQZO

que posee como Unica soluciéon E; = 0, indicando la imposibilidad de la
emisién de un fotén para un electron totalmente libre. De forma similar se
demuestra la imposibilidad de la absorcién.

De la férmula de Einstein 1.39 se desprenden 2 conclusiones importantes:

1. La energia cinética maxima depende linealmente de la frecuencia y
no depende de la intensidad de la luz. La intensidad sélo influye en la
cantidad de electrones que se producen en el fotoefecto. Notemos que la
tangente del angulo del gréafico: energia cinética vs frecuencia, coincide
con la constante de Plank h, y constituye su construccién un método
para determinar a h.

2. Existe una frontera en las frecuencias bajas 1, denominada frecuencia
de corte, por debajo de la cual no se observa el fotoefecto. Si tomamos
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el trabajo de extraccién A = hiy, la férmula de Einstein 1.39 adopta
la forma:

Tonaz = h(v — 1p) (1.41)

Sélo ocurre el fotoefecto para v > vy, de lo contrario el miembro derecho
de la ecuacion 1.41 se torna negativo, lo cual es imposible para la energia
cinética. La existencia de esta frontera es incomprensible desde el punto de
vista ondulatorio.

Para comprobar experimentalmente la validez de la férmula de Einstein,
es necesario determinar la energia cinética maxima de los electrones. Retor-
nemos al grafico 1.3, que nos da la caracteristica del fotoelemento. Como se
puede apreciar, el estudio se realiza para tensiones negativas entre el catodo y
el anodo, potencial retardador, y para tensiones positivas, potencial acelera-
dor. El hecho de que el campo eléctrico acelera los electrones en el sentido
del aumento de la tensién V', conduce al aumento de la corriente I. Para un
potencial negativo V;, denominado potencial de interrupcién, la corriente
desaparece. Cuando el voltimetro muestra tensiones ligeramente superiorers a
V;, los electrones comienzan a llegar al &nodo, fenémeno que sélo pueden rea-
lizar aquellos electrones que poseen la velocidad maxima. Por consiguiente,
podemos escribir:

Thaw = —€V; (1.42)

donde e denota al valor modular de la carga del electrén.

Las comprobaciones experimentales exactas del fotoefecto fueron efectua-
das por primera vez por Richard y Compton en 1912, aun més exactas fueron
las de Milliken en 1916.

La posicion de V; varia segin el valor de la frecuencia v de la luz incidente,
ya que T),q, depende de esta.

La posicion de Vi no depende de v. Para esta tension incluso los electrones
con velocidad cero llegan al anodo, es decir, V, depende sélo de la estacion
experimental.

1.2.4. Propiedades ondulatorias en el fotoefecto

Hasta ahora habiamos acentuado las propiedades corpusculares de la luz
en el fotoefecto, sin embargo, las propiedades ondulatorias también se ma-
nifiestan en este fendmeno. Estas ultimas propiedades se manifiestan en el
llamado fotoefecto selectivo.

Representemos con ¢s a la corriente de saturaciéon que se alcanza por
intervalo de longitud de onda A. Si el vector del campo eléctrico E de la
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onda incidente no es perpendicular al plano de incidencia, en los metales,
fundamentalmente en los alcalinos, se observa un maximo alrededor de los
400 nm.

400 700 i
Figura 1.4: Fotoefecto selectivo.

Este fenémeno se puede explicar si consideramos que los electrones poseen
frecuencias propias de oscilacién, en la vecindad de las cuales se produce una
especie de resonancia.

Otra particularidad de este fenomeno radica en que la intensidad de la
corriente depende de la polarizacién y del angulo de incidencia. La selectivi-
dad del fotoefecto ocurre en mayor grado cuando la luz cae tangencialmente
a la superficie y estd polarizada, encontrandose E en el plano de incidencia.

Todo indica que la introduccion de las propiedades corpusculares no es
tan simple como regresar a la mecanica Newtoniana. No se puede ver a los
fotones como simples particulas que se mueven por determinadas trayectorias
en el espacio, como predice la fisica clasica. A los fotones le son inherentes
propiedades ondulatorias como son la difracciéon, la interferencia, la polari-
zacion, etc.

La manifestacion de propiedades corpusculares y de onda por los fotones
es conocida en la fisica como dualidad particula-onda. No tiene sentido
tratar de interpretar esta dualidad desde las representaciones de la fisica
clasica. El pensamiento humano no es capaz de crear un ente material que
tenga a la vez propiedades de corpisculo y de onda, pero la naturaleza es mas
rica que nuestro pensamiento o imaginacion, como demuestra la practica.

Resumen
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1.3.

El efecto fotoeléctrico consiste en la emisién de electrones por una sus-
tancia al encontrarse expuesta a la luz. Ocurre normalmente bajo luz
ultravioleta y en superficies muy trabajadas se puede obtener fotoefecto
hasta con rayos infrarrojos.

La energia cinética méxima que poseen los fotoelectrones no depende
de la intensidad de la luz incidente, sino de su frecuencia. El fotoefecto
ocurre instantaneamente con la iluminacion.

La hipétesis de Einstein consistié en considerar a la luz compuesta por
corpusculos de masa nula denominados fotones. La energia y cantidad
de movimiento de estas particulas viene dada por la férmulas: £ = hv
y p = hk.

El fotoefecto puede ser interpretado como el resultado de choques ine-
lasticos entre los fotones y los electrones. La energia cinética maxima

de los electrones que se liberan se determina por la férmula de Einstein
Traw = hv — A.

La frontera 1y por debajo de la cual no se observa el fotoefecto se
denomina frecuencia de corte.

Existe un potencial negativo V; de interrupcién para el cual la corriente
desaparece en el efecto fotoeléctrico. Este depende de la energia cinética
maxima de los electrones: T,,,.,. = —€eVi.

La selectividad por determinada longitud de onda, polarizacién y angu-
lo de incidencia en el fotoefecto reflejan las caracteristicas ondulatorias
de la luz.

La luz presenta propiedades corpusculares y ondulatorias que se ma-

nifiestan en diferentes observaciones, incluso de un mismo fenémeno.
Esta propiedad se conoce como dualidad particula-onda.

Efecto Compton.
Corrimiento de Compton.

Explicacion de Compton y Debay.

Cuantos de luz y el fenémeno de la interferencia.
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En 1922, Arthur Compton descubri6 otro fenémeno que también habla a
favor de la hipétesis de los fotones. Este cientifico se encontraba estudiando
la radiacion Roentgen en cuerpos compuestos por atomos ligeros: grafito,
parafina, etc. Un esquema de su instalaciéon aparece en la figura 1.5, donde
C es el cuerpo que dispersa el haz de luz incidente, K es un espectrégrafo, y
P constituye una fotocelda o camara de ionizacion.

Jll'L 3
1l

k
o

Figura 1.5: Esquema de una instalaciéon donde se observa el efecto Compton.
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En el experimento, él observé que en la luz dispersada, ademas de encon-
trarse la longitud de onda original, aparecia un corrimiento en una longitud
de onda A" > \. Este fenémeno se denomino efecto Compton y a la diferen-
cia AX = X — X corrimiento de Compton.

En la figura 1.6 aparecen representados los resultados de un experimento
en el grafito utilizando la linea K del Moligdeno (A = 0,07 nm), para dis-
tintos angulos de dispersion 0. Aqui podemos apreciar la linea original de la
radiacién, es decir, la distribucién angular de la intensidad de la linea. Mas
abajo, se observa que la linea original inica se divide en dos lineas como re-
sultado de la dispersion. El ensanchamiento de ambas componentes se debe
a los movimientos de los electrones y los atomos, en los cuales se produce la
dispersion como se vera mas adelante.

El experimento demuestra que el corrimiento A\ no depende de la com-
posicién del cuerpo que dispersa la luz, ni de la longitud de onda A incidente.
Este depende en forma proporcional del sen?6/2.

El corrimiento descubierto por Compton resulta imposible de explicar
desde posiciones clasicas, si suponemos que el cambio en la longitud de on-
da es el resultado de la interaccion de una onda electromagnética con un
electron. En los atomos ligeros, la energia de enlace del electrén con el atomo
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Figura 1.6: Efecto Compton

se puede considerar pequena respecto a la energia de interaccion con la on-
da. Podemos entonces tomar a los electrones como libres. De acuerdo con la
teoria clasica, si un electrén esta libre, este no posee ninguna frecuencia pro-
pia de oscilacién, y por lo tanto se pondria a oscilar con la misma frecuencia
de la onda electromagnética incidente. En consecuencia, la onda dispersada
tendria la misma frecuencia que la onda incidente y no se observaria ningin
corrimiento.

1.3.1. Teoria de Compton y Debay.

El comportamiento experimental fue entendido sélo después de la teoria
cuantica propuesta independientemente por Compton y Debay.

En la nueva teoria la dispersién del cuanto de rayos X, con el correspon-
diente cambio en la longitud de onda, es resultado del choque tinico de un
fotéon con un electron.

La energia de enlace del electron con el atomo se puede considerar pe-
quena nuevamente respecto a la energia que le cede el cuanto en el choque,
siendo esta energia mayor cuando mayor es el angulo de dispersién. Podemos
considerar a los electrones como libres, lo cual explica también porque AN\ es
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el mismo para las sustancias con que se experimentaba. Para los electrones
internos de atomos pesados esta consideracion ya no es vélida, y si aparece
dependencia del material como lo demuestra el experimento.

Consideremos ahora el choque de un fotén con un electrén libre. Pueden
surgir altas velocidades, por lo tanto debemos considerar las ecuaciones rela-
tivistas.

Tomemos un sistema de referencia donde el electréon se encuentra inicial-
mente en reposo.

Introduzcamos las siguientes notaciones,

ps, Ey: Momentum y energia del fotéon antes de la dispersion

P, By Momentum y energia del fotén después de la dispersiéon
0, E, = m.c*: Momentum y energia del electrén antes de la dispersién
D, El: Momentum y energia del electron después de la dispersion

De acuerdo con las leyes de conservacion de la energia y la cantidad de
movimiento tenemos:

E.+E;=E +E;, |, D;=p;+7. (1.43)

Despejando de las ecuaciones anteriores las energia y momentum finales
del electrén, elevando al cuadrado, dividiendo la primera de las ecuaciones
obtenidas por ¢?, y restando ambas expresiones, se llega a la siguiente ecua-

cion: , )
£’ E.+E;—F
(2 e BB e

Tomemos en cuenta ahora las relaciones relativistas 1.34 y 1.36 entre £
y P para el electrén y el foton, entonces:

E; o p (M) Ee ?
c Pe = 2 \ec

E 2 E 2
(7’0) = (f) = (1.45)

Desarrollando los paréntesis de la ecuacion 1.44, sustituyendo los resul-
tados de 1.45, y después de algunas operaciones algebraicas sencillas es facil
llegar al siguiente resultado:

h (1 —cos 0) = 2h

MeC MeC

AN=XN - )= sen’0 (1.46)

donde se tuvo en cuenta la ecuaciéon 1.38 y la definicién del producto
escalar de los vectores p; y 1‘9} :

Py Py =py-p}-cos b (1.47)
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La magnitud % = A\¢ = 2,4263096 - 10~ 1%m recibe el nombre de lon-
gitud de Compton para el electrén.

Como se observa de la férmula 1.46, el corrimiento AX no depende de
la longitud de onda A de incidencia. Esta ecuacién demuestra que la disper-
sion de los fotones en los electrones libres inmoviles siempre trae consigo un
aumento de la longitud de onda.

,,Cudl es la causa del surgimiento de la linea sin corrimiento?.

La linea sin corrimiento aparece debido a los choques con los electrones
enlazados, es decir, la dispersién ocurre realmente con los &tomos. La masa de
estos tltimos se puede considerar infinitamente grande en comparacion con
la del fotén, por ende su longitud de Compton A\¢ v~ 1/m es muy pequena,
y también entonces el corrimiento que estos choques producen. El atomo
adquiere momentum, pero su energia se puede despreciar.

Con el aumento del nimero atémico, aumentan también el nimero de
electrones enlazados, ocurre asi un aumento de la intensidad de la linea no
desplazada con relacién a la que si tiene corrimiento.

Un dato interesante lo constituye que la dispersion en los electrones libres
es no coherente. Los electrones libres efectiian sus movimientos independien-
tes y por tanto seran independientes las dispersiones en los mismos. En el
caso de los electrones enlazados la dispersion si resulta coherente. Las osci-
laciones que efectiian los electrones enlazados producto de la onda que cae
estan en concordancia con esta. Por tal razon las ondas dispersadas en los
electrones enlazados pueden tener interferencia con las ondas que llegan. Esta
interferencia fue observada por Laue y Bulf-Breg al lanzar rayos X a cristales.
Notemos que estas son caracteristicas ondulatorias del fenémeno.

En nuestra deduccién se tomo al electron inicialmente en reposo. Si el
electron se muewve, este puede en el choque ceder su energia cinética al foton
y después detenerse. Este proceso se denomina efecto Compton inverso y
trae consigo una disminucién de la longitud de onda del fotén dispersado.

El efecto Compton puede ser observado en otras particulas como neutro-
nes, protones, etc. La formula 1.46 continua siendo vélida con la sustitucion
de m, por las masas respectivas de estas particulas.

Es importante senalar ademas, que para considerar al electréon libre es
necesario experimentar con rayos X de altas energias. De hecho, en la region
visible del espectro luminoso, la energia de enlace de los electrones es mayor
que la del cuanto, y el efecto Compton no se observa.

Para energias muy altas, mayores que 2m.c?, el efecto también deja de
aparecer. En tales circunstancias predomina la formacion de pares de elec-
trones y positrones.

El angulo de salida ¢ del electrén después del choque viene dado por la
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ecuacion

sen 0

tan ¢ = 5 (1.48)

5 —cos 0

Esta relacion proponemos la obtenga el lector a partir del paralelogramo
que forman los vectores 7., y ﬁ}, cuya diagonal es el vector p;. Este paralelo-
gramo puede ser observado en una camara de Wilson. Por supuesto, se ve la
traza del electron por ser una particula cargada, mientras que la traza del
foton dispersado se conoce cuando este se dispersa nuevamente en un nuevo

electrom.

1.3.2. Cuantos de luz y el fenémeno de la interferencia

Como se ha visto hasta aqui, los fendmenos de absorcién (fotoefecto) y
de dispersion de la luz (efecto Compton) a nivel microscépico sélo pueden
ser explicados en la teoria corpuscular. No obstante, incluso en estos mis-
mos fendmenos, aparecen manifestaciones macroscopicas, como por ejemplo
la interferencia, que solo pueden ser explicadas desde un punto de vista on-
dulatorio.

JExistira alguna forma de explicar la existencia de los fotones en los
fenémenos ondulatorios de interferencia y difraccion de la luz?

Lo primero que debemos destacar es que los fotones se mueven en el
espacio independientes uno del otro y sus interacciones se pueden despreciar.
Esto permite explicar que un cuadro de interferencia obtenido con luz de
determinada intensidad, puede ser obtenido al disminuir la intensidad del
haz pero irradiando durante un tiempo mayor, de forma tal que sea igual el
niumero de fotones.

Sin embargo, es bien conocido que el poder de una red de difraccién depen-
de del niimero de lineas de la misma. Si se elimina la mitad de la red, el cuadro
de la difraccién cambia radicalmente. En este punto, la teoria corpuscular se
encuentra en contradiccién con el experimento, ya que independientemente
de la ecuacién que describe la interaccién entre un foton y las particulas que
componen la red, la distribucion de las trayectorias de los fotones que se dis-
persan en la mitad izquierda no puede depender de la existencia de la otra
mitad de la red, a no ser que se le atribuyan al fotén dimensiones del orden
de la red. De esta forma, nos vemos obligados a admitir que en la difraccion
de la luz toma parte toda la red como un todo.

Asi tenemos que con ayuda de un detector siempre se puede conocer de
forma efectiva la aparicién de un fotén tras otro, pero nunca se puede, sin
entrar en contradicciones, explicar los fendmenos de interferencia o difraccion
de la luz asociando a cada foton determinada trayectoria. De esta forma,
la clasica doctrina de que cada corptsculo se mueve en el espacio con el
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transcurso del tiempo en forma continua es insostenible. Hacia el instrumento
detector siempre se propaga una onda, el aspecto corpuscular del fotén solo
aparece en el momento de la deteccion.

Resumen

s El efecto Compton consiste en la observacion de luz dispersada con
longitud de onda A mayor que la longitud de onda incidente A. La
diferencia AX = ) — X se denomina corrimiento de Compton.

= La teoria de Compton y Debay explica el cambio en la longitud de onda
como resultado del choque tnico de un fotén con un electron libre. Las
leyes de conservacién relativistas de la energia y el momentum conducen
a que la magnitud del corrimiento es A\ = mLec (1 —cos 0).

= Los efectos fotoeléctrico y Compton constituyen dos fenomenos que sélo
pueden ser explicados desde un punto de vista cuantico. Los mismos
corroboran la teoria corpuscular de la luz no sélo en la emisién y la
absorcién, sino también en su propagacion.

= la nueva teoria no constituye un simple regreso a la mecanica Newto-
niana, sino que refleja el caracter dual de la luz. Propiedad que com-
probaremos mas adelante es inherente a toda la materia, no solo a los
fotones, sino también a electrones, protones, neutrones, etc.
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Capitulo 2

La estructura del atomo

2.1. Modelo nuclear del atomo

= Modelo atémico de Thomson.
» Experimentos de Geiger y Marsden.
= Modelo planetario de Rutherford.

» Férmula de la dispersién de Rutherford (relacién entre el pardmetro de
impacto y el angulo de dispersién).

= Férmula de Rutherford para la seccion eficaz diferencial de dispersién.
= Comprobaciéon experimental de la férmula de Rutherford.

» Dificultades del modelo planetario.

En el primer capitulo, se evidencio la necesidad de cuantizar los procesos
de emision y absorcion de la luz en el estudio de la radiacion térmica del
cuerpo negro. Los efectos fotoeléctrico y de Compton apuntaron hacia la
existencia de los cuantos de luz o fotones en la propagacion de la luz.

El estudio de la estructura atémica también confirma la imposibilidad
de describir el micromundo en los marcos de la fisica clasica (mecénica y
electrodindmica clasicas). Solamente desde postulados mecanico-cuédnticos es
posible una correcta descripcion del mismo.

2.1.1. Modelo atémico de Thomson

En 1897 Sir J. J. Thomson descubri6 el electrén, particula subatéomica que
posee carga negativa —e. Es bien conocido que las sustancias son neutras y

37
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por tanto sus constituyentes, los atomos, también lo son. A partir de este
hecho, en 1898 el propio Thomson lanzé el primer modelo sobre el atomo,
conocido como el “pudin de pasas”. Su modelo suponia:

1. Los constituyentes positivos del atomo son los portadores de casi toda
la masa del mismo (Thomson tenia un estimado aceptable de la masa
del electrén).

2. La carga positiva se distribuye uniformemente en el espacio en forma
de una esfera, cuyo radio es del orden del radio atémico (10~8cm).

3. Los electrones se insertan dentro de la distribucién espacial de carga
positiva (como las pasas en un pudin) en la cantidad necesaria para
garantizar la neutralidad eléctrica del atomo.

2.1.2. Experimento de Geiger y Marsden

Siguiendo las sugerencias de Rutherford, en 1911, Geiger y Marsden in-
vestigaron la dispersion de las particulas alfa emitidas por sustancias radio-
activas.

En sus experimentos, un haz de particulas alfa se lanzaba contra una fina
ldmina de oro que dispersaba el haz. Se utilizaba después un método visual,
con la ayuda de un microscopio o lupa, para registrar las particulas en una
pantalla fluorescente de ZnS en la oscuridad . Los experimentadores conta-
ban los destellos de las particulas en la pantalla. La instalacion se situaba al
vacio, ya que las particulas alfa penetran en el aire, a presion normal, sélo
unos 2 centimetros.

Ru

Figura 2.1: Esquema de la instalacion en el experimento de Geiger y Marsden.

Resulté que la mayoria de las particulas se dispersaban para dngulos muy
pequenos entre 1 y 3 grados, siendo estas bien descritas por una distribucion
gaussiana. Sin embargo, se vieron casos de particulas alfa que se desviaban
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en grandes angulos de hasta 150°. El numero de estas ultimas era muy bajo,

de 8000 particulas como promedio s6lo una se desviaba un dngulo mayor de
90°.

2.1.3. Modelo planetario de Rutherford

La particula alfa puede ser obtenida como resultado de una doble io-
nizacién del atomo de helio, como ya habia sido establecido por el propio
Rutherford utilizando la camara de Wilson y otros medios. Esto y los resul-
tados de los experimentos lo llevé a la siguiente conclusion: cada dispersion
de grandes angulos ocurre como resultado de una unica interaccion con un
centro de fuerzas cercano a la particula alfa que se dispersa. Este centro de
fuerzas constituye el nicleo del dtomo cargado.

La particula alfa en si misma es también un ntcleo, el del a&tomo de helio.
Una carga distribuida uniformemente es incapaz de suministrar la energia
potencial electrostatica para desviar e incluso detener a las particulas alfa,
lo cual contradice al modelo de Thomson. Ademas, el modelo del “pudin
de pasas” es incapaz de describir los espectros atémicos, que veremos mas
adelante.

Rutherford propuso entonces una teoria cuantitativa para la dispersion de
las particulas alfa. Analicemos primeramente la velocidad de las particulas
alfa, y demostremos que es posible una descripcion cldsica no relativista. En
efecto, los nicleos radiactivos naturales (Z > 84) emiten particulas alfa con
energias entre 6 y 9 MeV.

leV =1,6-10"*C-1V =1,6-10""J — OMeV =1,44-10712J

Tomando en cuenta que la masa de la particula alpha es m, = 6,63932 -
10~%"kg, v suponiendo que esta posee la energia cinética méaxima posible
obtenemos:

—1 — UT:2,07898-107% (2.1)

Por otra parte, la velocidad clasica no relativista es:

2Tmaz
Ma

Ve = —2,08274 - 1072 (2.2)
’ s

La velocidad relativista se diferencia (*-*100%) tan sélo un 0,18 % de
la velocidad clasica .
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Se puede usar una descripcion no relativista del fenémeno.

La carga positiva del atomo, como su masa, deben estar bien concentradas
en una pequena region del espacio para poder explicar que una particula con
una velocidad de «~ 10"m /s pueda ser desviada incluso en direccién contraria.

Rutherford tomé como interaccién entre la particula alfa y el nicleo a la
repulsion coulombiana. Esto por supuesto constituyé una hipdtesis, pues las
particulas pueden acercarse al niicleo a una distancia de 10~'m, distancia a
la cual la ley de Coulomb no estaba comprobada.

Supongamos que la particula a es dispersada 180°, es decir, regresa en
sentido contrario al de su aproximacion. En su punto mas cercano al ntcleo,
esta es totalmente frenada y su energia cinética T' se transforma completa-
mente en energia potencial coulombiana:

1, 2Ze 27¢*

T:— @ = et =
2m v 0 o T

(2.3)

Para los valores de energia cinética media «~ 7,5 MeV, en el caso del oro
(Z =19), el valor de 1y = 3,03 - 107'*m. Este valor constituye ademds un
estimado del radio del ntcleo, el mismo resulta 4 6érdenes menor que el radio
del 4tomo («~ 1071%n).

Rutherford supuso que la masa del niicleo era muy grande respecto a la
de la particula alfa, por lo cual el primero puede considerarse inmoaouvil.

Las ldminas de metal utilizadas eran de un grosor del orden «~ 10~7 —
107%m. En tal caso, las dispersiones en grandes dngulos pueden considerarse
como actos unicos, y no de varias dispersiones.

La probabilidad de dispersiéon de la particula alfa por los electrones es
también muy baja para grandes angulos, debido a su poca masa. La disper-
sién en los electrones es importante para pequenos angulos, al igual que las
dispersiones multiples en los nicleos. La teoria de Rutherford es sélo valida
para grandes desviaciones, donde se toma en cuenta el campo eléctrico de un
solo nicleo.

Rutherford considero a las particulas cargadas como puntuales. El teore-
ma de Irnchou (consecuencia del teorema de Gauss) plantea que un sistema
en equilibrio electrostatico formado por cargas puntuales, es siempre inesta-
ble. De aqui se deduce que las particulas deben necesariamente encontrarse
en movimiento.

2.1.4. Foérmula de la dispersiéon de Rutherford

El problema a resolver es similar al problema de Kepler sobre el movi-
miento de los planetas. Ambas fuerzas de interaccion son inversamente pro-
porcional al cuadrado de la distancia y son fuerzas centrales. La diferencia
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principal radica en que para los planetas, las fuerzas son de atracciéon y por
tanto las trayectorias pueden ser elipticas o hiperbdlicas. En nuestro caso, las
fuerzas son repulsivas y sélo son posibles trayectorias hipérbolicas.

£F uF
e B vy

Figura 2.2: Trayectoria de la particula «.

En la figura 2.2, b representa al parametro de impacto, que se define
como la distancia minima a la se aproximaria la particula « sino existiera el
campo de fuerzas del nicleo.

0 corresponde al angulo de dispersion, es decir, el angulo entre las direc-
ciones asintéticas de la particula antes y después de la dispersion.

De la mecanica clasica conocemos que la variaciéon de la cantidad de
movimiento de la particula a debe ser igual al impulso de la fuerza:

AD =p; — D, :/ Fdt (2.4)
0

donde
P;: Momentum inicial de la particula o
Py: Momentum final de la particula «

No vamos a considerar pérdidas en la excitacion de los atomos y menos
atin de los nicleos. La dispersién es por tanto eldstica, es decir, la particula
alfa no cambia su energia cinética. Tenemos:

2
7710‘1;1.2 mavf

2 2

= Vv =Vp =0 — pi=pr=p (2.5)

Esta condicion implica que se forme un triangulo isésceles entre los vec-

tores Py, p; y Ap, con dngulos en la base iguales a L(m — 0). Se cumplen

2
entonces las siguientes igualdades:

A 0
P b - — Ap:2-mv-sen§ (2.6)

sen 6 sen 2(m—0)  cos g
Si proyectamos a F en cada instante de tiempo sobre la direccién de Ap,

y tomamos en cuenta que sélo esta componente determina la variacion de
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|
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Figura 2.3: Tridngulo isdsceles entre los vectores py, p; y Ap. F en los instantes
inicial y final de la trayectoria.

AP, ya que la componente perpendicular (F' - sen ¢) se compensa al sumar
por toda la trayectoria, obtenemos:

Ap = /000 F(t)-cos ¢(t)-dt (2.7)

donde ¢ (t) corresponde al angulo entre los vectores F y Ap.
Pasemos de la variable temporal a la variable angular ¢:

t=0 = (,0:—%(7'(—9) , t=00 = 90:—|—%(7T—9)
dip
dt
donde w representa a la velocidad angular de la particula alpha respecto
al nicleo atomico.
La fuerza de Coulomb constituye una fuerza central, por ende la cantidad
de movimiento angular se conserva:

dp = —dt =w-dt (2.8)

L =[px7| =mr? -w= constante (2.9)

Para t = 0 conocemos el valor de esta constante,

vb

b
L=mvb=nmwr’® = w= 3 dy = %dt (2.10)

Sustituyendo el resultado 2.10 en la ecuacién 2.7 y recordando que la

2 .
fuerza de Coulomb es F' = 2f§ , se obtiene:

Ap

27¢2 [2(m0) 47¢* 0
= ~dp = - 2.11
" /_ o cos ¢ - dyp 5605 5 (2.11)

1
2
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Igualando las relaciones 2.6 y 2.11 obtenemos finalmente:

0  muv*b 2T
7 _ L 2.12
YT oz T U (2.12)

2 2z2
dondeT:%yU: be

De la figura 2.4 podemos apreciar que para angulos 6 pequenos, la cot(g)
crece hacia el oo, mientras que se torna cero en w. Por consiguiente, de
acuerdo con la ecuacién 2.12, aumentos del parametro de impacto b implican
disminuciones del angulo de dispersién 6, y sélo para parametros de impacto
muy pequenos se logran valores de 6 apreciables (dispersiones hacia atras).

10 -

Cot(nsz)

Figura 2.4: cot(%) vs 0

Si en lugar de una particula alpha, se utiliza otro nicleo de carga 7, la
formula 2.12 adopta la forma:

t9—2T Z,Ze?
“ryTTUo b

(2.13)

2.1.5. Foérmula de Rutherford para la seccién diferen-
cial eficaz

El area efectiva de interaccion o, asociada a un nucleo en el fenémeno
de la dispersién, es evidentemente wb%, que vamos a definir como la seccién
eficaz de dispersién. Toda particula con pardmetro de choque entre 0 y b
sera dispersada con un angulo igual o mayor que 6.

Despejando el parametro de impacto b de la ecuacion 2.12 se tiene:

o(0) = 7b? = 47 - (3)2 - (f)4 coth (2.14)

Ma v
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o en el caso general de una particula con carga Z,:

ZnZe2\” ,0
= - cot®= 2.1
o(0) ( T ) - cot 5 (2.15)

Vamos a interesarnos ahora no por la seccion eficaz sino por la seccion
elemental, es decir, por el diferencial de la seccion eficaz. Diferenciando 2.15
tenemos:

2\ 2 tQ 2\ 2
o — (ZnZe ) - cot (3 >d9: (ZnZe ) sen 0 " (2.16)

™
2T 2T 2sen* (%)

Notemos que en la relacion anterior es sélo importante su valor modular.

A través de cada seccion diferencial do se dispersan las particulas por el
diferencial de dngulo df, con el cual esta asociado el diferencial de dngulo
solido df2, como muestra la figura 2.5:

(i [¥]
ol

haz

A

Figura 2.5: Diferencial de angulo sélido.

o )
g 35 _2mersenO-rdd o e d (2.17)

r2 r2

Sustituyendo 2.17 en la ecuacién 2.16 podemos obtener la relacion entre
la seccién diferencial eficaz do y el diferencial de angulo sélido d€Q:

Z,Ze2\?  dQ
do = 2.18
o= (%) 219
En el caso de las particulas alpha:
Ze*\*? dQ
do=— | —= 2.1
7 (2T ) sen4g (2.19)

La ecuacién 2.19 es la conocida féormula de Rutheford para la seccién
diferencial eficaz de dispersion.
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2.1.6. Comprobaciéon experimental de la féormula de
Rutherford

La comprobacion experimental de las ecuaciones 2.12 0 2.19 en los fenéme-
nos atomicos resulta imposible directamente, sélo se pueden comprobar con-
secuencias estadisticas de las mismas.

Supongamos que el haz de particulas se lanza sobre una lamina de espesor
[ y area A, que contiene n atomos por unidad de volumen. El niimero total
de dtomos que existe en la lamina serd N = nlA. La probabilidad de que una
particula sea dispersada con un angulo mayor que # viene dada por:

area efectiva N - o(6)

f= drea total A =nl-o(0) (2.20)

Evidentemente, la probabilidad de dispersion f debe ser también igual
a la relacién entre el nimero N (6) de particulas dispersadas con angulo mayor
que 6 y el nimero total de particulas incidentes Ny:

N(O)

f= No

N@®) = f- No=nl-0o(6) Ny (2.21)

El diferencial de particulas dispersadas en un angulo sélido df) es entonces:

(2.22)

7.7e2\?% dQ
dN:nl-No-da:nl-N0-< e)

4T sen4g

La ecuacién 2.22 fue comprobada ezperimentalmente. Se observé que para
una seccion elemental dS2, la magnitud dN - sen4g se mantenia constante, sin
aparecer dependencia del angulo de dispersién 6.

La demostracién experimental de la ecuacién 2.22 constituye una demos-
tracion indirecta de la validez de la ley de Coulomb a cortas distancias. Ex-
perimentos de dispersion elastica, con ntcleos ligeros acelerados, demuestran
que existen variaciones de la ley de Coulomb para distancias menores que
10~"m. A estas distancias deben ser consideradas las interacciones fuertes
entre los nucleones.

2.1.7. Dificultades del modelo planetario

Las férmulas obtenidas han sido el resultado de la aplicacion de la mecani-
ca newtoniana y la repulsiéon de Coulomb, pilares de la fisica clasica.

Sin embargo, de acuerdo con la electrodindmica clasica, toda carga en
movimiento no uniforme genera un campo electromagnético variable, el cual a
su vez comienza a emitir ondas electromagnéticas descritas por las ecuaciones
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de Maxwell. Nos referimos por supuesto a un movimiento acelerado, como
es el caso de un electrén que gira alrededor del nicleo. Por ende, el electron
en el modelo planetario debe emitir continuamente ondas electromagnéticas
hasta perder toda su energia y caer inevitablemente en el ntcleo. Es decir,
el modelo planetario resulta inestable.

Como sabemos en la naturaleza existen los dtomos de forma estable y por
tanto algo falla en el modelo de Rutherford.

Podria suponerse que la ley de Coulomb y otras leyes que definen al campo
electromagnético no se cumplen para las particulas elementales a pequenas
distancias, es decir, en el micromundo. Podemos incluso considerar a las fuer-
zas nucleares y comenzar a introducir otras fuerzas hipotéticas. Sin embargo,
cualesquiera que sean las fuerzas, de acuerdo a los principios generales de la
mecénica clasica, el espectro de emision del atomo debe estar formado por de-
terminadas frecuencias fundamentales y sus correspondientes armoénicos. El
experimento demuestra que nada de esto sucede, por el contrario, aparecen
nuevas reglas expresadas en el principio combinatorio de Ritz.

De esto se deduce que la mecanica y la electrodinamica clasicas no pueden
explicar la existencia de los atomos como sistemas estables de ntcleos y
electrones, ni tampoco sus espectros de emision. Esto sélo puede ser resuelto
en los marcos de una nueva mecanica cuantica.

Resumen

= La dispersion de las particulas alfa en grandes angulos ocurre como
resultado de una dnica interaccién con un centro de fuerzas: el ntcleo
atémico.

» La teoria de Rutheford verifica la validez de la interaccion Coulombiana
hasta distancias de «~» 10~**m, valor estimado del radio nuclear.

= El modelo propuesto por Rutherford es completamente analogo al que
describe las érbitas de los planetas alrededor del Sol, de ahi que reciba
el nombre de modelo planetario. Las trayectorias de las particulas alpha
son siempre hiperbdlicas.

= Los grandes angulos de dispersion satisfacen la relacion cot g = 72”2“25,

conocida como la férmula de la dispersiéon de Rutherford (relacién entre

el pardmetro de impacto y el dngulo de dispersion).

= Relacién entre la seccion diferencial eficaz y el diferencial de angulo
2
solido: do = (47) 49,

2T sen4g
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= En el experimento se comprueba que para una secciéon elemental diferen-
cial df) la magnitud dN - sen4g se mantiene constante.

= De acuerdo con la mecénica clasica el modelo planetario es inestable. El
electrén en su movimiento acelerado debe emitir ondas electromagnéti-
cas que lo harfan caer inevitablemente en el nicleo. La mecanica y la
electrodinamica clasicas no pueden explicar la existencia de los ato-
mos como sistemas estables de ntcleos y electrones, ni tampoco sus
espectros de emision.

2.2. Teoria de Bohr

= Espectro del atomo de Hidrégeno. Principio de combinacién de Ritz.
Término espectral. Serie espectral. Reglas de seleccion. Series espectra-
les del atomo de Hidrogeno.

s Postulados de Bohr.

= Teoria de Bohr para el atomo de un electrén. Principio de correspon-
dencia. Radio de Bohr.

= Experimento de Franck y Hertz.
= Condiciones de cuantizacién de Wilson y Sommerfeld.

» Deficiencias de la Teoria de Bohr.

El estudio de la estructura de los &tomos condujo a Rutherford a proponer
su modelo planetario e introducir el concepto del nicleo atémico. Rutherford
desarroll6 una teoria cuantitativa que lograba explicar la dispersion de las
particulas alfa, encontrando la relacion entre el dngulo de dispersién y el
parametro de impacto; asi como la férmula que relaciona la seccion eficaz
diferencial do con el angulo de dispersion, relaciones que fueron comprobadas
indirectamente en la practica.

Sin embargo, el modelo planetario entra en contradiccion con la electrodi-
namica clasica que predice una caida inevitable del electrén en el ntcleo,
producto de la emisién de ondas electromagnéticas.

En los marcos de la fisica clasica tampoco se logra la descripcion de los
espectros atémicos. Analicemos a continuacién las lineas espectrales emitidas
por los atomos, centrando nuestra atencién en el caso del atomo de hidrégeno.
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2.2.1. Espectros atémicos

Cuando se calienta un sélido, este comienza a emitir en un espectro con-
tinuo. Sin embargo, en el caso de los gases, ademdas de aparecer un espectro
continuo, se observan espectros formados por lineas y bandas.

Los espectros de lineas se encuentran formados por lineas més o menos
finas, que siempre se distribuyen siguiendo alguna ley. En el caso de las
bandas, cuando se utilizan instrumentos de alta precisién, se descubre que
estan formados por lineas muy cercanas unas de otras.

A principios del siglo XX, se determiné que los espectros formados por
lineas son emitidos por los atomos o iones que conforman un gas, de ahi que
reciban el nombre de espectros atémicos. En el caso de las bandas, estas son
emitidas por moléculas y por esto se denominan espectros moleculares.

El hidrégeno por constituir el sistema atémico més simple ha sido el
mas estudiado desde los inicios. Su espectro se puede observar al pasar una
descarga eléctrica en un tubo al vacio, en el cual las moléculas de hidrégeno
(H2) estén disociadas en sus atomos.

6533 4861 4340 3647 nm

Figura 2.6: Serie de Balmer en el espectro visible del hidrégeno.

La posicién de las lineas espectrales se caracteriza por la longitud de onda
A o por su frecuencia v = ¢/\. La frecuencia v es lo mds conveniente para
expresar las leyes espectrales, pero para esto es necesario conocer con gran
exactitud la velocidad de la luz c. A inicios de siglo, ¢ no se conocia con gran
exactitud, y no es hasta 1983 que se determina la velocidad ¢, incluso con
mas exactitud que la propia v, gracias al desarrollo de la éptica no lineal . Por
esta razén, los espectroscopistas (Rydberg 1890) introdujeron el concepto de
numero de ondas ¥ = 1/X . En espectroscopia incluso se denota al nimero
de ondas con la misma letra griega v.

La principal ley de la espectroscopia fue establecida de forma empirica
en 1908 por Ritz y se denomina principio de combinacion de Ritz. Este
principio establece que el conjunto de lineas espectrales de un atomo, puede
ser obtenido por medio de combinaciones de un niimero menor de magnitudes,
denominadas términos espectrales. Se cumple:

=", — T, (2.23)
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Los términos son magnitudes positivas y se numeran de forma tal que,
con el aumento de n la magnitud 7;, disminuye. Si se fija el valor de nq, los
valores de no, comienzan a partir de n; + 1. Se obtiene asi, un conjunto de
lineas denominado serie espectral. El conjunto de todas las series conforma
el espectro de un atomo.

Supongamos se tienen dos numeros de onda 19 y V13 (V12 > 113) perte-
necientes a una misma serie espectral:

va12 = Tm - Tng 3 513 = Tm - Tng (224)

De acuerdo con el principio de combinacién de Ritz, si combinamos las dos
ecuaciones anteriores podemos obtener el nimero de onda 3y = Vjg — Vi3 =
T,., — T, perteneciente a otra serie espectral del mismo atomo.

Sin embargo, la nueva linea correspondiente a 3 puede no aparecer en el
espectro. Existen por lo tanto determinadas limitaciones en la combinacion de
los términos espectrales que constituyen las llamadas reglas de seleccién.

Uno de los principales objetivos de la espectroscopia es establecer las
expresiones analiticas para los términos espectrales. Para la mayoria de los
elementos estas son desconocidas. No obstante, para el hidrégeno y los meta-
les alcalinos estas férmulas fueron bien establecidas.

En 1885, Balmer formulé la siguiente expresion analitica para los términos

del hidrégeno:

R
T.=— , n=123.. (2.25)

n2
donde R = 109 677,576 ecm~! es la constante de Rydberg. La expresién
2.25 es vélida para todos los is6topos del hidrogeno y para todos los iones
monoelectronicos, por supuesto, con otro valor de la constante R.
Utilizando el principio combinatorio 2.23 se obtienen las siguientes series
que llevan el nombre de los cientificos que las descubrieron:

Serie Numero de onda Espectro ano
Lyman | v=R (1 — #) n=2,.. ultravioleta 1916
visible
Balmer =R (2% B ”_12) n=3 ultravioleta gercano 1885
Paschen | v =R (3% — n%) n=4,.. infrarrojo 1908
’ Brackett ‘ v=~R (4% — n—12) n=>,.. ‘ infrarrojo ‘ 1922 ‘
‘ Pfund ‘ v=~R (5% — #) n=~0,.. ‘ infrarrojo ‘ 1924 ‘

Es interesante senalar que la serie de Paschen fue predicha por Ritz unos
meses antes de ser descubierta en el mismo 1908. Las ultimas series se pueden
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obtener combinando las primeras, por ejemplo, la serie de Bracketl se puede
obtener combinando los niimeros de onda de la serie de Paschen.

La longitud de onda maxima de la serie de Lyman corresponde a n = 2,
y es igual a A = %Rfl = 121, 56845 nm. Se denomina linea de resonancia
del hidrégeno.

Las fronteras de cada serie se obtienen para n = oco. El niimero de onda
limite para la serie de Balmer es por ejemplo 7 = R/4 = 27 419,394 em™!. A
este le corresponde la longitud de onda A\, = 364, 70536 nm. En este limite
las lineas se pegan, y la separacion como la intensidad tienden a cero.

2.2.2. Postulados de Bohr

Las leyes de la mecénica clasica en general describen los procesos conti-
nuos. Como acabamos de observar, a los espectros atémicos les es propia la
discontinuidad, que debe estar reflejada por las leyes fisicas que los descri-
ban.

La discontinuidad de los espectros atomicos fue esclarecida por Niels Bohr
en 1913, quien introdujo la discretizacién en el &tomo, similar a como Planck
y Einstein la propusieron en los fenémenos luminosos.

El formulé los dos postulados siguientes:

I) El 4tomo, u otro sistema atémico, puede encontrarse no en todos los es-
tados que admite la mecéanica clédsica, sino solamente en aquellos carac-
terizados por determinados valores de energia ¢y, €5, €3, .... En estos
estados cudnticos o discretos, a pesar de la electrodinamica clasica, el
atomo no irradia energia, es decir, constituyen estados estacionarios.

Este postulado se conoce como el postulado de los estados estacio-
narios con valores discretos de energia.

Bohr asumi6 el modelo planetario propuesto por Rutherford a partir de
la mecanica clasica, pero restringié los valores posibles de energia. El no
niega la existencia de niveles de energia continuos, sélo que en tal caso, los
electrones y el nicleo no forman un estado enlazado; y los electrones pueden
tener movimientos infinitos. En el caso de atomos o moléculas, que tienen
sus particulas enlazadas y por tanto con movimiento finito, el postulado 1
exige la discretizacién o cuantizaciéon de la energia.

Bohr consideraba el movimiento de los electrones con las mismas carac-
teristicas de la mecanica clasica: trayectorias con determinadas coordenadas
y cantidades de movimiento para cada instante ¢, cuestiéon que él mismo
negara después en la mecanica cudntica.
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IT) En el trénsito de un estado estacionario de mayor energia €, a uno de
menor energia &,,, la energia del 4tomo varia en la magnitud €, —&,,.
Si este cambio corresponde a la emision de un fotén su energia viene
dada por la expresiéon hv = ¢,, — ,,. Esta dltima relaciéon se conoce
como regla de frecuencias de Bohr.

Esta relacion es también valida para la absorcion, por supuesto el atomo
pasaria del estado con menor energia €,, a otro de mayor energia ¢,,.

De acuerdo con el segundo postulado, el sistema atémico pasa de un
estado estacionario a otro por medio de saltos o cuantos. ;Qué ocurre en
el tiempo del salto? A esta pregunta la teoria de Bohr no responde, lo que
habla de sus insuficiencias, de ser una teoria incompleta.

Pueden ocurrir procesos sin la emisién de cuantos de luz, es decir, el
sistema puede pasar de un estado a otro producto, por ejemplo, del choque
con otra particula. En este caso la energia se gana o se pierde en forma de
calor.

El postulado II explica el principio de combinacion de Ritz. En efecto,

- £
h=c¢,,—¢€, = V=—=-—2-"T0 = T, =-—

AN ch ch ¢ch (2.26)

Los términos espectrales se determinan por los niveles energéticos del atomo.

El postulado II explica también porque se observan en la emisién todas
las series espectrales antes vistas, y sin embargo, en la absorcién sélo se puede
ver la serie de Lyman.

Al excitarse un atomo, este alcanza uno de los niveles superiores. Mas
tarde, el &tomo emite energia pasando a los niveles inferiores, hasta llegar al
de minima energia. Légicamente, un atomo no emite energia si se encuentra
en su estado fundamental, es decir, el de menor energia. Por lo tanto, en
la absorcion la serie de Lyman se ve claramente, y las otras series corres-
pondientes a niveles superiores de partida se ven mezcladas con las series
espectrales de emision.

2.2.3. Teoria de Bohr para el atomo de un electrén

La discretizacién de los valores de energia en un atomo €1, €9, €3, .... se
acostumbra a llamar cuantizacion de la energia. Bohr propuso la regla
para cuantizar al &tomo de hidrégeno o a un atomo del tipo hidrogenoideo,
es decir, con un solo electron.

El considero el modelo planetario de Rutherford y supuso que el electron
se movia por érbitas circulares.
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Teniendo en cuenta la forma propuesta por Balmer para los términos
espectrales 2.25, y la relacién de estos con las energias estacionarias 2.26, se
tiene:

En = —— (2.27)

El niimero entero n se denomina niimero cuantico principal.

Con el aumento de n, como se dijo anteriormente, la distancia entre las
lineas y por tanto entre los niveles de energia desaparece, cumpliéndose que
tiende a cero cuando n — oo. El espectro se torna por ende continuo. Se
espera entonces que en el limite, el sistema cuantico se comporte como el
sistema clasico. Esta posicion fue enunciada por Bohr y se conoce como
principio de correspondencia:

Las predicciones de la teoria cudntica sobre el comportamiento de un sis-
tema fisico corresponden a las predicciones de la teoria cldsica en el limite,
en el cual, los numeros cuanticos toman valores muy grandes.

El principio de correspondencia es facil de verificar en la teoria de Plank
sobre la emisién del cuerpo negro. Segiin obtuvo Plank, la energia media de
los osciladores viene dada por la ecuacion:

h
e 0 W (2.28)

€0

err — 1 err — 1

Para una temperatura dada 7T, si pasamos al limite cuando v — 0, el
valor del exponente en el denominador de la expresiéon anterior puede ser
sustituido por 1+ Z—;, y el valor medio de la energia se transforma en € = kT,
resultado clasico que se obtiene del teorema estadistico sobre la distribucion
uniforme de la energia cinética por los grados de libertad en el oscilador.
Por otro lado, la frecuencia tiende a cero cuando el valor medio del niimero

cuantico del oscilador tiende a infinito:
egn=n-hv = E=n-hvr = v—0 si n—

Verificandose asi el principio de correspondencia en el limite de las fre-
cuencias bajas.

Retornemos al problema de la cuantizacién de la energia en el &tomo mo-
noelectrénico, y apliquemos el principio de correspondencia a las frecuencias
que emite este sistema.

De acuerdo con la electrodindmica cléasica, la luz que irradia el atomo
tiene una frecuencia igual a la frecuencia de rotacién del electrén en su 6rbi-
ta circular. Este resultado se comprueba en el experimento para frecuencias
bajas también, correspondientes a las ondas radiales. Por lo tanto, los re-
sultados de la teoria cuantica y clasica deben coincidir segiin el principio de
correspondencia cuando v — 0.
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Consideremos inicialmente que el ntcleo es infinitamente pesado en com-
paracion con la masa de los electrones. Tomemos un sistema de referencia,
en el cual, el nicleo permanecerd inmdovil en su centro.

Cuando el electron rota con una frecuencia angular w en un radio r, se
cumple que la fuerza coulombiana constituye la fuerza centripeta, entonces:

,  Zé? Ze? Ze?

MW T r2 w mewr? - r Lr ( )

donde L es el momentum angular orbital del electrén .
La energia total del sistema, en este caso del electrén, es la suma de su
energia cinética mas su energia potencial:
1 o o Z€*  Ze*  Ze? Ze?

€= gmerw’ — —— = — = (2.30)

Notemos que el valor de referencia, U = 0, en la energia potencial se
ha tomado en r = oo. Solo son posibles los valores negativos de la energia
potencial.

Combinando las ecuaciones 2.29 y 2.30 se obtiene de la teoria cldasica que:

2e

- (2.31)

w =
Por otro lado, los niveles de energia del &tomo deben satisfacer la ecuacién
cuantica 2.27, que conlleva a la expresion:

&, - n? = constante (2.32)

Para grandes valores de n, las variaciones An son pequenas, y se cumple
la relacion:

A, -n*+2n-An-g,=0 (2.33)

De acuerdo con el segundo postulado de Bohr, la variaciéon de energia

Ag,, en el proceso de emisién es igual a hw,. De 2.33 obtenemos:
2e,

w, = ———An 2.34

" nh ( )

La electrodinamica clasica establece que la frecuencia mas pequena w,, =

—2¢, /nh que se emite corresponde a An = 1, denominada frecuencia princi-

pal. Los valores An = 2,3, .. corresponden a los llamados armdnicos, que son

siempre multiplos de la frecuencia principal. Por tal razén nos limitaremos

en lo adelante a An = 1.
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Tomando en cuenta que en esta zona el espectro se torna continuo (w, =
w, &, =€), y de acuerdo con el principio de correspondencia, debemos hacer
coincidir las ecuaciones 2.31 y 2.34, de donde se obtiene la conocida regla
de cuantizacién de Bohr:

L, =nh (2.35)

La teoria de Bohr conduce a que el momentum angular orbital del electréon
esta cuantizado, al menos para valores grandes de n.
Tomando en consideracion la ecuacion 2.29 se tiene:
L2
meZe?

L? = (mew'r’2)2 =m.Ze*r = r= (2.36)

lo cual implica la cuantizacion también de los radios de las orbitas, de
acuerdo con 2.35: 272
n
= ——— 2.37
" meZe? ( )
El radio del electron en la érbita correspondiente al estado fundamental
del 4tomo de hidrégeno (n = 1, Z = 1) se denomina radio de Bohr, y su

valor correspondiente es

2

h
rg=—75 =0,52917-107"" m (2.38)
mee

En el orden de magnitud rp coincide con las dimensiones del atomo,
obtenidas en la teoria cinética.

Utilizando ahora la ecuaciéon 2.30 y sustituyendo a r, se obtiene la regla
para la cuantizacion de la energia:

M (Ze?)?

T (2.39)

En =

A partir de 2.39 se puede hacer una valoracion de la constante de Rydberg
R. De la ecuacion 2.27, tomando Z = 1, se obtiene:

£,n? 2m2m, et
o = ——— = =1 -1 2.4
R 7 e 09 737,309 cm ( 0)

El subindice oo se ha agregado a la constante de Rydberg para destacar
que es el resultado tedrico obtenido con un nicleo de masa infinita.

El valor experimental es R = 109 677,576 ¢m ™! en el hidrégeno. Desde
el punto de vista espectroscopico la diferencia es grande. Para mejorar este
resultado es necesario considerar la masa del nicleo M. En tal caso, situando
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el sistema de coordenadas en el centro de masa del atomo tenemos para el
momentum angular del sistema nicleo-electron:

meM

L= uriw=—%"_
ur-w me—I—Mrw

(2.41)
i se denomina masa reducida del sistema.
Tomando en cuenta la regla de cuantizacién de Bohr 2.35, y realizando
un desarrollo analogo al efectuado para valorar la constante de Rydberg en
el caso anterior del nicleo inmévil con masa infinita, obtenemos:

Ry _Roo,u_27r264
_1—1—%_ me  ch3

R p=109 677,6 cm™* (2.42)

en correspondencia con el valor experimental.

El resultado 2.39 fue obtenido para n grandes, sin embargo, este debe ser
valido para cualquier valor de n. En su deduccion fue utilizada la férmula
de Balmer 2.25 para los términos espectrales del atomo de hidrégeno, donde
no existe condicién alguna para el valor del nimero cudntico principal. El
principio de correspondencia fue solamente utilizado para calcular el valor de
la constante de Rydberg, la cual légicamente no depende de n.

En la espectroscopia se acostumbra a representar a los niveles de energia
con lineas, y las transiciones por flechas: 7= absorcién, |= emisién. En la
figura 2.7 aparecen las transiciones correspondientes a las series espectrales
principales del dtomo de hidrogeno.

El cero de energia se encuentra en n = oo y se muestra con una linea de
puntos. Todos los niveles energéticos por debajo de este son discretos, y le
corresponden energias totales negativas del atomo. Por encima de n = oo,
la energia no esta cuantizada y el espectro correspondiente es continuo.

Es bien conocido de la mecéanica clasica que para € < 0, el movimiento es
finito, y para ¢ > 0 el movimiento es infinito. Esto sera vélido para n grandes
segun el principio de correspondencia. Un teorema similar sera demostrado
mas adelante en la mecanica cuantica. De esta forma, el electrén y el nticleo
forman un sistema enlazado solamente en el caso del espectro discreto. En el
espectro continuo, el electrén puede alejarse infinitamente del nicleo. Si con-
sideramos al atomo solamente como el sistema enlazado, este tendra siempre
niveles de energia discretos.

No obstante, la existencia de estados no enlazados permite que existan
transiciones entre el espectro continuo y el discreto. Como consecuencia, la
aparicion de una parte continua en el espectro se observa en el experimento
a continuacion del espectro de lineas. La transiciéon de un nivel discreto a la
regién continua del espectro corresponde a la ionizacion del atomo.
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Figura 2.7: Transiciones principales del atomo de hidréogeno. L: Lyman, B:
Balmer, P: Paschen, Br: Brackett y Pf: Pfund.

2.2.4. Experimento de Franck y Hertz

La descripcion de los espectros atémicos constituye de por si una confir-
macién de los postulados de Bohr, sin embargo, existen otras. Unos meses
después de Bohr formular sus postulados, en el anio 1914, Franck y Hertz
realizaron el siguiente experimento que constituye otra prueba experimental
de la teoria de Bohr.

El objetivo inicial consistia en medir los potenciales de ionizacién de los
atomos. A través de un gas monoatémico se hacian pasar electrones acele-
rados. Al chocar con los atomos, los tltimos podian pasar a sus estados exci-
tados con determinadas energias. Franck y Hertz utilizaron en su experimento
vapores densos de mercurio para lograr una buena cantidad de colisiones.

V' representa en el esquema (figura 2.8) al potencial acelerador entre el
catodo C' y la rejilla R. V; es un potencial retardador de «~ 0,5V y P el
colector de los electrones. G representa al galvanémetro que mide la corriente
I en el colector. A controla que la corriente de calentamiento permanezca
constante.

Si las energias son discretas, segun el primer postuldo de Bohr, la energia
cinética de los electrones tiene que ser no menor que determinado valor a
partir del cual comenzaria la excitacién del gas. Para alcanzar el colector P,
los electrones deben tener suficiente energia cinética. En caso de vacio, la
corriente se comporta segun el grafico 2.9.
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Figura 2.8: Esquema de la instalacion en el experimento de Franck y Hertz.

Figura 2.9: Dependencia de la corriente I del potencial acelerador V en el
vacio.

Si existe un gas, el resultado experimental muestra la aparicion de maxi-
mos y minimos en la corriente que registra el galvanémetro (figura 2.10).

La distancia entre los picos en el caso del mercurio es de 4,9V. La minima
energia necesaria, y por tanto el primer nivel excitado del mercurio posee una
energia de 4,9 eV.

Los choques pueden ser elasticos y no elasticos. En los primeros, la energia
solo puede cederse en forma de energia cinética al &tomo como un todo. La
magnitud de esta energia es muy baja teniendo en cuenta la masa superior
de los dtomos en comparacién con la de los electrones, y tales choques sélo
cambiaran la direccion de las velocidades en los electrones. Después de varios
choques, aumenta el valor de la corriente como consecuencia de la llegada de
los electrones al colector.

Cuando la energia alcanza el valor de 4,9 eV o mas, el electron gasta su
energia o parte de esta en la excitacion de los dtomos. Si la energia que le
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Figura 2.10: Dependencia de la corriente I del potencial acelerador V en
presencia de vapores de mercurio.

resta al electréon después de estos choques inelasticos, no es suficiente para
vencer a Vi, el electron no llega al colector y por esta razon la corriente
disminuye.

El decrecimiento no ocurre en forma de salto debido a que los electrones
no poseen todos la misma velocidad. Ademas, la velocidad importante para
llegar al colector es la que le queda al electrén en la componente perpendicular
a este, la cual varia también con los choques.

Cuando continua aumentando la tensiéon V, un mismo electrén puede
adquirir energia suficiente para provocar dos excitaciones o mas. Esto explica
la aparicién de los méximos en las energias que duplican, triplican, etc, el
valor de 4,9 eV.

Por supuesto, se pueden medir también los potenciales de ionizacién. Para
esto es necesario acelerar los electrones hasta una energia no menor que la
necesaria para que ocurra una transicion al continuo.

El experimento también confirma el segundo postulado de Bohr. Los va-
pores de mercurio s6lo comienzan a emitir después de alcanzarse un poten-
cial superior a los 4,9 eV, observandose la linea ultravioleta correspondiente
A = 253,7 nm.

2.2.5. Condiciones de cuantizacion de Wilson y Som-
merfeld
Entre 1915 y 1916, Wilson en Inglaterra y Sommerfeld en Alemania, de

forma independiente generalizaron la condiciéon de cuantizacién propuesta
por Bohr para los orbitales circulares 2.35.
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Estos cientificos propusieron que para todo sistema, en el cual las coor-
denadas generalizadas son funciones periédicas del tiempo, existe una con-
dicién de cuantizacién para cada coordenada en la forma:

]{pqdq = ngh (2.43)

donde ¢ representa a la coordenada periddica del sistema y p, es el momentum
generalizado asociado a dicha coordenada. n, constituye el numero cudntico
que cuantiza al momentum y toma valores enteros.

Para las orbitas circulares, el angulo polar 6 constituye la coordenada
periédica, y el momentum angular L. = mur = constante es el momentum
generalizado asociado a esta coordenada, que se cuantiza de acuerdo con la
ecuacion:

jdeezngh = L%dO:L-Qﬂ:ngh = L=neh (2.44)

En el caso general de fuerzas inversamente proporcional a r2, las érbitas
pueden ser elipticas, en cuyo caso las coordenadas generalizadas son las coor-
denadas polares 6 y r. Se obtienen asi dos condiciones de cuantizacion:

%Ld@ =ngh %prdr =n,h (2.45)

Como resultado de estas nuevas reglas de cuantizacién, se puede demostrar
que la energia del sistema y los semiejes mayor y menor de las orbitas se
cuantizan de acuerdo con las ecuaciones :

uZz?e
n=——— 2.46
c 2h2n? ( )
n’h? Ng
n — ) n — Up— 247
e o (247)
n=ng+n. , ng=123.. ; n.=0,123, .. (2.48)

Cuando el nimero cuantico n, = 0, n = ny y se obtienen las érbitas
circulares.

Para un mismo valor del niimero cuantico principal n, se tiene un valor
de la energia asociado a diferentes trayectorias elipticas correspondientes a
distintos valores de ngy y n,.. Estos valores corresponden a su vez a diferentes
estados electrénicos. Se dice entonces que existe degeneracion.
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2.2.6. Deficiencias de la teoria de Bohr

La teoria de Bohr jugé un papel importante en la comprensién de los
fenémenos subatémicos, donde falla la fisica clasica. La misma, prepard el
terre- no para terminar de comprender que en los fenémenos del micromundo
son necesarios nuevos conceptos y leyes. Sin embargo, los dos postulados de
Bohr, resultan insuficientes para la construccion de una teoria completa.
Estos tienen que ser completados ante todo con las reglas de cuantizacion,
con ayuda de los cuales se obtienen los niveles de energia.

Bohr propuso la regla de cuantizacion para los orbitales circulares en los
atomos monoelectrénicos, logrando explicar la formula empirica obtenida por
Balmer de los términos espectrales en estos atomos. Mas tarde, Sommerfeld
y Wilson generalizaron esta regla para el caso de las orbitas elipticas. Sin
embargo, todas estas reglas se limitaban a los atomos de un solo electron,
y no fue posible extenderlas a los atomos multielectrénicos, incluso para el
caso sencillo del Helio.

Por supuesto, no se le puede exigir a la teoria una solucién analitica
para el problema de los atomos multielectronicos, pero si podemos exigir un
método para que estos problemas puedan ser resueltos de forma numérica
con exactitud comparable al experimento. La teoria de Bohr no proporciona
este método.

Otra insuficiencia de la teoria consiste en permitir solamente calcular la
frecuencia de las lineas espectrales, y no proporciona nada acerca de sus
intensidades y polarizaciones.

La principal deficiencia de la teoria es su incoherencia. Por un lado,
asume la existencia de estados estacionarios, entrando completamente en
contradiccion con la fisica clésica; y por otro, considera el movimiento de
los electrones de acuerdo a la mecanica clasica, atin habiendo negado a la
electrodinamica clasica. Como diria Breg en broma: los Lunes, Martes y
Viernes la teoria de Bohr es clasica, mientras que los Miércoles, Jueves y
Sabados resulta cuantica.

No obstante, los dos postulados de Bohr fueron comprobados en el ex-
perimento y son por lo tanto completamente validos. La incoherencia de su
teoria era entendida por el propio Bohr, quien méas tarde jugaria un papel
fundamental en la interpretacion de los principales puntos y posiciones de
la mecanica cuantica. Ademds, los éxitos de su teoria en el calculo de las
dimensiones del atomo, la explicaciéon de los espectros, etc, demostraron la
importancia de la constante de Plank h como magnitud fundamental en la
descripcion de la materia.
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Resumen

= Los espectros de lineas son siempre emitidos por atomos o iones.

» Principio de combinacion de Ritz: el conjunto de lineas espectrales de
un atomo puede ser obtenido por medio de combinaciones de sus térmi-
nos espectrales (v =T, — T,).

= Las reglas de seleccién impiden que se puedan observar determinadas
combinaciones de los términos espectrales en el espectro de un atomo.

= Los términos espectrales del H se describen por la férmula 7), = —.
n

» Psotulados de Bohr:

I) Un sistema dtomico sélo puede encontrarse en determinados esta-
dos estacionarios con valores discretos de energia e, €, €3, ...

IT) En el transito de un estado estacionario de mayor energia ¢,, a
uno de menor energia €,,, la energia del atomo varia en la mag-
nitud €, — €,,. Si se emite un fotén su energia viene dada por la
expresion hv = e,, — &, .

En
ch’

= Principio de correspondencia: Las predicciones de la teoria cuantica so-
bre el comportamiento de un sistema fisico corresponden a las predic-
ciones de la teoria clasica cuando los niimeros cuanticos toman valores
muy grandes.

= Sentido fisico de los términos espectrales: T;, =

= Regla de cuantizacion de Bohr: L = nh.

n2h?
s Radios de las orbitas: r,, =
A
me (Ze? 2
= Energias discretas de las orbitas: ¢, = ——e( )
2n2h?

» El experimento de Franck y Hertz constituye otra prueba experimental
de la validez de los postulados de Bohr.

» Condiciones de cuantizacién de Wilson y Sommerfeld: § p,dg = n,h

» La deficiencia principal de la teoria de Bohr es su incoherencia. La
misma senté las bases para comprender la necesidad de crear una nueva
teoria cuantica.
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Capitulo 3

Propiedades ondulatorias de la
materia

A principios de siglo, Plank y Einstein introdujeron los conceptos refe-
rentes a la cuantizacion de la luz. Mas tarde, a partir de los trabajos de
Bohr la fisica cuantica penetré el mundo de los atomos. Sin embargo, una
teoria coherente para la descripcion de los fenémenos a escalas atémicas y
subatomicas, que recibié el nombre de mecénica cuantica, fue culminada sdélo
en 1926. Sus principales ideas fueron propuestas por Heisenberg, Born, Dirac
y Schrodinger, entre otros.

Existen varias formulaciones de la mecanica cuantica, pero las mas im-
portantes son la mecanica matricial de Heisenberg, la formulacion vectorial
de Diragc, las integrales de camino de Feymann y la mecénica ondulatoria de
Schrodinger. En este curso nos limitaremos a la mecanica ondulatoria, quizas
la més popular de todas. A la construccién de la mecanica ondulatoria pre-
cedi6é un trabajo muy importante de Louis de Broglie en 1923 acerca de la
naturaleza dual de la materia.

3.1. La hipdtesis de Louis de Broglie.

Relacién entre las caracteristicas corpusculares y ondulatorias.

Velocidad de fase. Velocidad de grupo.

Interpretacion fisica de Broglie: los paquetes de onda. Interpretacion
de la regla de cuantificacién de Bohr.

Comprobaciéon experimental. Interferencia y difraccién de particulas.

Interpretacion estadistica de las ondas de Broglie.

63
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» La funcién de onda. Probabilidad absoluta, condicién de normalizacion
y principio de superposicion.

Hacia 1923, en la 6ptica se habia confirmado el hecho, por demés paradéji-
co, de que en determinados fenémenos como son la interferencia y la difrac-
cién, la luz se comporta como una onda electromagnética y en otros (efecto
fotoeléctrico, efecto Compton) se comporta como un conjunto de particulas.
De Broglie se cuestion6 si tal dualismo particula-onda no era inherente tam-
bién al resto de la materia. La respuesta fue positiva y confirmada mas tarde
por la practica.

Supongamos se tiene una particula que se mueve en el espacio libre con
velocidad constante .

De Broglie supuso que a esta particula estda asociada una onda mono-
cromatica plana:

U (7, 1) = Tpe!(F71) (3.1)

que denominé onda de materia.
Es importante senalar que la onda de Broglie tiene por definicién una
representacion compleja.

3.1.1. Relacion entre las caracteristicas corpusculares
y ondulatorias

Analicemos que relaciones existen entre las caracteristicas corpusculares
y las caracteristicas ondulatorias de la particula libre, sin preguntarnos por
ahora la naturaleza fisica de la onda.

Tomaremos en calidad de caracteristicas corpusculares a la energia £y
la cantidad de movimiento p de la particula, mientras que las ondulatorias
pueden estar dadas por la frecuencia w v el vector de onda k. De Broglie
postuld que la relacion que existia entre estas magnitudes eran las mismas
que las obtenidas para los fotones:

_ h
E=hv=hs, p=h, p=3 (3.2)

3.1.2. Velocidad de fase

Detengamonos ahora en las propiedades de la onda de Broglie, por ejem-
plo, en su velocidad de fase v;. Esta velocidad se define como:

E
vf:)\z/:% = ’Uf:; (3.3)
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De la teoria de la relatividad conocemos:

Moc? mov

v

s D= —— y /6 = — 34

-7 T Aiw . (3.4)

Tomando en cuenta las relaciones 3.4, obtenemos la siguiente velocidad de
fase:

Vf = — (35)

Por cuanto la velocidad que puede alcanzar una particula cumple siempre
con la inecuacion v < ¢, la velocidad de fase de la onda de materia resulta
superior o igual a la velocidad de la luz en el vacio: vy > c.

Los fotones en el vacio poseen una velocidad v = ¢, y por lo tanto para
ellos se cumple vy = c.

Sin embargo, para la onda de Broglie la vy es superior que la velocidad
c. Este resultado implica que la onda de Broglie no viaja con su particula
asociada. El hecho de que vy > ¢ no nos debe preocupar, pues se sabe que
a la velocidad de fase de una onda no se le imponen restricciones. Segun
las concepciones actuales vy sélo tiene un significado simbélico ya que no
constituye una magnitud observable en el experimento.

3.1.3. Velocidad de grupo

Calculemos ahora la velocidad de grupo de un conjunto de ondas de Bro-
glie. Supongamos se tienen ondas monocromaticas en un pequeno intervalo
Ak, alrededor de determinado valor kg:

EO“I‘AE

U (7,1) = / C (&) ¢ F7) i, (3.6)
ko—Ak
Supongamos para simplificar, que todas las ondas monocromaticas que con-

forman el grupo, se desplazan de forma paralela a lo largo del eje x. En tal
caso, la ecuacién 3.6 se transforma en:

ko+Ak
U (z,t) = / C (k) elkz=D g (3.7)
ko—Ak
En general, la frecuencia ciclica w constituye una funcion del vector de

ondas k. Desarrollemos en serie de Taylor a la frecuencia en la vecindad de
ko, y limitémonos a los dos primeros términos de la serie:

w (k) ~ w (ko) + [2—:] (k= ko) (3.8)
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Sustituyendo esta expresién en la fase de la onda que aparece bajo el
signo de integracién en 3.7, y considerando a la funcién C (k) = C (ko) para
variaciones muy pequenas Ak, obtenemos:

+Ak A
U (2,1) = C (hy) e'toe=en0) / G

—Ak

d

aw
dk

ho') e (3.9)

donde se utiliz6 el cambio de variables & = k — k.
Efectuando la integracién en la ecuacion 3.9 es facil obtener:

sen (x — [%] t) Ak
i (ZE, t) - (kO) ei(kox—wot) ( [;ﬁ}ko ) (310>
T = [%]kot

El maximo de esta funcion se encuentra en los valores de x que satisfagan
Ny _ [dw . dw .

la ecuacion x4, = [ dk}kot : Por consiguiente, [ dk] ko define la velocidad

de grupo del centro del conjunto de ondas:

vy = {fl—ﬂ i (3.11)

Eliminemos en la derivacion que sigue el subindice de k. Diferenciando
las relaciones 3.2 postuladas por de Broglie:

dE = h-dw ; dp = h - dk (3.12)

y sustituyendo estas expresiones en 3.11 obtenemos:

_dE

-0 (3.13)

Vg

La relacion relativista 1.34 entre la cantidad de movimiento y la energia
de una particula, nos conduce a la relacién diferencial E - dE = c2p - dp.
Sustituyendo en la ecuaciéon anterior se obtiene:

dE ¢
=—=—=p= 3.14
Ug dp Ep v ( )
La velocidad de grupo de un conjunto de ondas planas de Broglie, alre-
dedor del vector de onda k que caracteriza a la particula libre, coincide con
la velocidad de la particula y es por lo tanto una magnitud observable.
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3.1.4. Los paquetes de onda

En 1924, la teoria propuesta por de Broglie constituia una hipétesis, y
este no pudo dar una interpretacién fisica a la onda asociada a la particula.

De Broglie considerando el problema que representaba vy > ¢, propuso
rechazar el dualismo y considerar que solo existian las ondas. La particula
se obtenia como una superposicién de ondas con diferentes frecuencias que
conformaban lo que denominé un paquete de ondas.

Segtin de Broglie, para un momento dado y en determinada regién del
espacio, las ondas que componen al paquete se refuerzan unas con otras, y
fuera de esta regién se anulan. En esta pequena regién el paquete de ondas es
la particula. La intensidad de las ondas seria proporcional a la densidad del
medio del que estaria formado la particula. El centro del paquete de ondas,
similar al centro de un grupo de ondas, se moveria en el vacio con la velocidad
de grupo, y de acuerdo con nuestro resultado anterior 3.14, seria igual a la
velocidad de la particula.

De Broglie utilizo su representacion de ondas de materia para dar una
interpretacion a la regla de cuantizacién propuesta por Bohr para los atomos
monoelectronicos: L = nh. Considerd que alrededor del niicleo se encontraba
una onda de materia, de tal forma que su longitud de onda se contenia
un numero entero de veces en la orbita del electréon. En consecuencia, la
onda regresa al punto inicial con la misma fase y amplitud: en la orbita se
establece un régimen estacionario de oscilaciéon y no surge la radiacién. Si
esta condicién no se cumple, no se obtiene entonces una onda estacionaria y
por ende tampoco el estado.

De estos razonamientos, de Broglie propuso la condicion de la orbita
estacionaria, es decir la regla de cuantizaciéon, en la forma:

27r
—=n 3.15
: (3.15)
donde r es el radio de la orbita, y n representa un valor entero que coin-
cide con el nuimero cuantico principal. Utilizando la relacién 3.2, entre la
longitud de onda y la cantidad de movimiento, se obtiene facilmente la regla
de cuantizacion propuesta por Bohr:
amr_ P = L=nh (3.16)
—=—=n =n .
A h
Esta condicion también se puede extender a las érbitas elipticas, tomando
A variable a lo largo de la érbita.
Sin embargo, el éxito de la teoria sélo es valido en los marcos de la 6ptica
geométrica. En los razonamientos se ha supuesto que la onda se propaga a
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través de una linea y no del espacio, lo cual se cumple solamente para A muy
pequenas en comparacion con el radio de la é6rbita. Esto es a su vez valido
para valores grandes de n, pero en estos casos no es necesario cuantizar segin
el principio de correspondencia .

Una deficiencia que la interpretacion de Broglie no puede superar es que
el paquete de ondas no puede comportarse como una particula por un largo
tiempo. La causa de esto es que, incluso en el vacio, las ondas de Broglie
poseen dispersion: la vy de las ondas que componen al paquete depende
del valor del vector de onda k o de la frecuencia w. En efecto, de la ecua-
cién relativista 1.34 entre E y p, v considerando las relaciones 3.2 de estas
magnitudes con las caracteristicas ondulatorias, obtenemos:

o\ 2
(?> = (hk)” + (moc)” (3.17)
Por tanto, la ley de dispersion para las ondas de materia es:
vp=2 =Sk (moc)” (3.18)
Tk k& h2 '

Esta condicion implica, que si en un momento inicial ¢y, las ondas que
componen el paquete refuerzan una determinada regién del espacio, al trans-
currir cierto intervalo de tiempo At, las ondas monocromaticas con diferentes
longitudes de onda se van a separar con distintas vs. Esto conduce en un
inicio a la deformacién, y mas tarde a la desaparicién del paquete de ondas.
La particula seria un ente material no estable, lo cual no se corresponde con
la realidad.

3.1.5. Comprobacién experimental

Una particula no puede interpretarse como un paquete de ondas de Bro-
glie, pero, ;existiran tales ondas? La demostracién solo puede proporcionarla
el experimento. Independientemente de la naturaleza fisica de la onda de
materia, si esta existe, debe presentar los fenémenos de interferencia y di-
fraccion.

Supongamos se tiene un grupo de electrones no relativistas acelerados
en un potencial V. El valor de A de la onda de materia asociada a estas
particulas viene dado por:

h 1,2264
= nm
v2meeV VV

p=V2meV = A = (3.19)



3.1. LA HIPOTESIS DE LOUIS DE BROGLIE. 69

En el caso de los protones:
~0,02862
A4

Para potenciales entre 100 y 10000 voltios, los valores de A estdn en el
mismo rango de las longitudes de onda de los rayos X. Los experimentos
de difraccion e interferencia de las ondas de materia deben ser por lo tanto
similares a los que se utilizan para estas ondas electromagnéticas. La hipdte-
sis resultd tan fantastica que pasaron varios anos, hasta que en 1927 los
experimentadores comenzaron este tipo de investigaciones.

La interferencia de los electrones al reflejarse en cristales habia sido ob-
servada, pero no comprendida, por Davidson y Kensman entre 1921 y 1923.
Estos cientificos observaron experimentando con metales, que existe deter-
minada dependencia en la intensidad de un haz de electrones del angulo de
dispersién. La posicion y magnitud de los maximos dependia de la velocidad
de los electrones utilizados en el experimento. En uno de los experimentos, la
placa de niquel se oxidé y estos la calentaron, la placa cristalizé. Cuando repi-
tieron los experimentos, la cantidad de maximos aumento considerablemente
y estos se hicieron mas visibles. La aparicién de estos méaximos y minimos
no tenia explicacion en aquellos momentos.

En 1927, el propio Davidson y Germer repitieron los experimentos consi-
derando la hipotesis de Broglie. Se dirigia un haz de electrones paralelo a un
monocristal de Ni. Los electrones dispersados cafan en un colector conectado
a un galvanémetro, que indicaba la intensidad del haz dispersado.

A nm (3.20)

Figura 3.1: Interferencia de los electrones al reflejarse en un monocristal de
Ni.

Se observé un maximo cuando el angulo de incidencia coincidia con el de
reflexion del haz. Este mismo experimento en un policristal, donde no existe
organizacion, no aporta ninguna direccién en particular.
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De la reflexion de los rayos X en cristales, para longitudes de onda pe-
quenias (condicién que se satisface para potenciales V' entre 10 y los 100
voltios), conocemos que en las distintas capas atémicas paralelas se reflejan
las ondas. Las ondas reflejadas sufren el fenémeno de la interferencia y se
cumple la siguiente condiciéon de maximo, obtenida por Breg y Bulf:

2dsenf =m A (3.21)

donde d corresponde a la distancia interplanar de la familia de planos que
difractan los rayos y 6 es el angulo entre el haz incidente y el reflejado.

De acuerdo con la ecuacion 3.19, los maximos se deben observar para las
diferencias de potenciales que cumplan con la relacion:

1,226
VV = SR P (3.22)

donde d debe expresarse en nanémetros. En el experimento se observo la
curva que aparece en la figura 3.2 para § = 80° y d = 0,203 nm:

II"I-IL

0 g 10 15 20 25

Figura 3.2: Intensidad relativa de los electrones reflejados en un monocristal
de Ni vs V.

Las flechas indican la posicién de los maximos segun la ecuaciéon 3.22. Se
esperaban los maximos a una misma distancia de 3,06 V. Esto se obtuvo en
el experimento para valores de m = 6, 7, 8. Para valores pequenios de m se
observo cierta desviacion.

La explicacién de la pequena desviaciéon de la férmula 3.22 fue realizada
por Bethe, introduciendo un indice de refraccién p en el cristal para las
ondas de Broglie, mayor que el del vacio. Su origen es la variacién del campo
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eléctrico de un punto a otro en el cristal debido a que los iones positivos en
la red cristalina, y los electrones del cristal, no coinciden en el espacio. Se
puede demostrar que la ley para los maximos se transforma entonces en:

2 d\/p? — cos?0 =m A (3.23)

Esta ecuacion constituye la base de la teoria dinamica de la interferencia
de las ondas de Broglie, creada por Bethe en 1928.

Los mismos Davidson y Germer estudiaron la difraccion de las ondas de
Broglie electrénicas, utilizando el método de Laue. En este caso, se estudian
los rayos que atraviesan el monocristal. Se realiza el experimento variando
continuadamente la velocidad de los electrones y la posicion del colector.

La difraccién de otras particulas del micromundo, como son los propios
atomos y moléculas (por ejemplo moléculas de Hy y d&tomos de helio), también
ha sido observada, y se ha confirmado con gran exactitud la ecuacion \ =
h/p. Los neutrones, que tienen la ventaja de no poseer carga eléctrica y
solo interactuar con los ntcleos a través de las fuerzas nucleares, han sido
estudiados en cristales de NaCl.

Todos estos experimentos demuestran la hipdtesis de Broglie pero, jqué
sentido fisico tiene esta onda? ;Cémo esta asociada a la particula?

3.1.6. Interpretacion estadistica de las ondas de Bro-
glie

En los inicios, como se dijo antes, se traté de explicar la dualidad particula-
onda a través de los paquetes de onda, incluso el propio Schrodinger pensaba
asi.

Posteriormente, se traté de interpretar a la inversa, es decir, suponiendo
que existian las particulas y las ondas se generaban por estas. En tal caso, el
medio que las particulas conforman tiene que ser suficientemente denso para
que surjan las ondas, similar a como ocurre con el sonido. La distancia entre
las particulas debe ser entonces muy pequena con respecto a la longitud de
onda. En general, esta condiciéon no se cumple, pero aun si se cumpliera, las
propiedades ondulatorias estarian asociados a un sistema de particulas y no
a cada una por separado. En la practica, la interferencia se observa incluso
para haces de muy baja intensidad.

Analicemos a continuacion la dispersiéon de electrones que forman un haz
tan débil, que se puede seguir la dispersion de cada electron.

Cuando un electréon pasa por el cristal, la onda de Broglie a él asociada
se difracta en varios haces u ondas. No podemos considerar bajo ninguna
circunstancia que estos haces estan compuestos por fracciones del electrén,
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este ultimo siempre actiia como un todo y nunca se ha registrado la fracciéon
de un electrén, lo cual manifiesta su atomismo. Si se coloca un contador en
el camino de la onda difractada, este encuentra a todo el electrén y no una
parte de él.

Sin embargo, no podemos concluir que el electréon se encuentra en uno
de los haces difractados antes de su registro, pues esto implicaria la no exis-
tencia de los otros haces, y por lo tanto no se observarian los fenémenos de
interferencia ni de difraccién. El registro de otro electron, en general, siempre
ocurre en otro haz.

Estos razonamientos llevaron a Born a la siguiente interpretacion es-
tadistica de las ondas de Broglie como ondas de probabilidad:

La intensidad de las ondas de materia en un determinado punto del espa-
cto es proporcional a la probabilidad de encontrar la particula en este lugar.

Para poder comprobar las propiedades estadisticas o probabilisticas de
las particulas es necesario, sin embargo, experimentar no con una particula
sino con muchas de ellas, repitiendo el experimento muchas veces bajo las
mismas condiciones. Tiene sentido hablar de estadistica exclusivamente para
un conjunto de elementos. Esto puede obtenerse bien para un conjunto de ele-
mentos que se observan al unisono, o para un mismo elemento que se observa
repetidas veces en los subsiguientes momentos de tiempo. De esta manera,
se introduce el concepto de ensemble cuantico: conjunto de particulas in-
distinguibles del micromundo, por ejemplo, un conjunto de electrones.

El ensemble cudntico se manifiesta a partir de parametros macroscépicos
que se observan en el experimento, pero es importante senalar que el ensem-
ble es necesario solo para corroborar las propiedades ondulatorias que son
inherentes a cada particula por separado, y no al ensemble en si mismo.

Expliquemos ahora los fenémenos de la difraccion y la interferencia de
particulas desde el punto de vista estadistico.

Antes de caer en la lamina que los difracta, los electrones son acelerados
por una diferencia de potencial que determina sus longitudes de onda. Este
potencial acelerador constituye un pardmetro macroscopico que caracteriza
a nuestro ensemble cuantico.

Supongamos los electrones se registran por una fotoldmina. En qué lugar
caera el electrén en la placa no se puede decir con seguridad, sélo es posible
predecir este lugar con determinada probabilidad proporcional a la intensidad
de la onda de Broglie. Cada electrén por separado provoca una lucecita en la
placa. El conjunto de todas las lucecillas es precisamente lo que conforma el
cuadro de difraccion, observado en el experimento. Si la intensidad del haz
es poca, resulta imposible establecer alguna ley hasta que no haya transcu-
rrido un largo tiempo. Cuando la intensidad es grande, los electrones al caer
preferentemente en el lugar de los maximos permiten observar rapidamente
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el cuadro de difraccion.
Para explicar la interferencia, supongamos se tienen dos ondas de Broglie
que presentan una diferencia de fase 0 entre si:

0, (7, t) _ 61’(E-F7wt) : U, (F, t) _ ei(E-Ffwtfé(F)) (324)

Al superponerse estas ondas se obtiene la onda resultante W (7,t) =
Uy (7,t) + Vo (T, 1) .

De acuerdo con la propuesta de Born, la probabilidad de encontrar una
particula en determinado punto del espacio es proporcional a su intensidad,
es decir, P (T,t) «~ | (F,t) |2 = U* (7,t) - U (T,1).

En nuestro caso, la probabilidad de encontrar determinada particula en
algin punto del espacio sera:

(U = (W] (7, t) + U5 (7, 1)) - (Uy (F, ) + W (7,1) = 2+ (1 + cosd)  (3.25)

El término 2 - cos ¢ (T) constituye el término de interferencia. Este varfa la
intensidad, y por ende la probabilidad de encontrar a la particula, desde 0
hasta 4 en dependencia de la fase d, provocando el patrén de interferencia.

Las interpretaciones estadisticas surgieron en el estudio de los fenémenos
moleculares. En la base de estas leyes estadisticas se encuentran las leyes de
la dindamica, que rigen el movimiento de las particulas que forman el sistema.
Por consiguiente, a partir del conocimiento de las condiciones iniciales de
todas las particulas y de sus interacciones entre si, en principio, se podria
obtener el comportamiento de un gas si se logran describir las coordenadas
y la posicion de dichas particulas en cada momento de tiempo t. En tal sen-
tido, la posicion y la velocidad de las moléculas constituyen los parametros
ocultos del sistema, es decir, aquellos que no son posibles medir, pero que
determinan a la presion, la temperatura y el volumen del gas, magnitudes
que caracterizan el estado del gas macroscopicamente.

Se podria suponer que en la base de la descripcién estadistica de las ondas
de Broglie también existen determinadas leyes dinamicas, que rigen determi-
nados parametros ocultos, y que definen mas detalladamente los estados de
los sistemas del micromundo. Este punto de vista subsiste en la actualidad
pero por ahora no ha conducido a resultados positivos.

Es importante destacar que ¥ (7, t) es una magnitud compleja. En la fisica
clasica se utilizan estas representaciones complejas mantieniendo el sentido
fisico sobre las partes reales de las misma. El objetivo alli es puramente sim-
plificar los desarrollos matematicos. En la fisica cudntica, la funcién de onda
es compleja por principio. Todas las magnitudes que tienen un sentido fisico
real se expresan utilizando toda la funcién ¥ y no una parte de esta. En reali-
dad, se podria trabajar con funciones reales, pero serian necesarias al menos
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dos funciones, lo cual complicaria el formalismo. No nos debe preocupar que
U sea compleja, pues esta no constituye una magnitud observable.

Una particula libre se describe por una onda plana de Broglie del tipo
3.1. Para este tipo de particula resulta equiprobable encontrarla en cualquier
lugar del espacio y en cualquier instante de tiempo:

|U (7,t) | = O* (7,t) - U (7, t) = U} - Uy = constante (3.26)

Este resultado es logico, si tenemos en cuenta que el movimiento es uni-
forme en el transcurso del tiempo, y el espacio es homogéneo e isotropico.
Si se toma una expresién real del tipo seno o coseno, este resultado no se
obtiene.

No obstante, una particula libre constituye una idealizacion, ninguna
particula se puede mover en el espacio infinito y permanecer deslocalizada
sin interactuar con otro ente material. Se impone pues, una generalizacion
de la propuesta de Broglie a todos los tipos de movimientos y campos de
fuerzas.

3.1.7. La funcion de onda

Generalizando la onda de Broglie, la descripcion completa de una particu-
la en cualquier tipo de campo de fuerzas debe ser obtenida a partir de una
funcién compleja W (7, t) que denominaremos funcién de onda. En el limite,
U (7,t) debe coincidir con la onda plana si la particula estd libre.

La funcién de onda constituye un simbolo matemdtico y no se encuentra
entre las magnitudes observables directamente. Su significado es nuevamente
aportar los valores de otras magnitudes que si se observan en el experimento,
mediante su interpretacién estadistica. Como obtener la propia W (7,t) y
como expresar con su ayuda las magnitudes observables es objetivo del proxi-
mo capitulo de este libro.

De acuerdo con la interpretacién de Born, W (7,¢) determina la proba-
bilidad relativa de encontrar a la particula. Dicho asi, la funcién de onda
esta determinada con la inexactitud de una constante. Esta inexactitud en la
definicién de W (7, t) se puede eliminar en gran parte si pasamos a la proba-
bilidad absoluta.

Supongamos que |¥|2dV proporciona la probabilidad absoluta de encon-
trar una particula en el elemento de volumen dV. En este caso, p (F,t) =
| U (7, ) |? tiene el sentido de la densidad de probabilidad. Tal definicién
de la funciéon de onda mantiene solamente una inexactitud en una constante
compleja de modulo 1.
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Se cumple ahora la siguiente condicién de normalizacidn:
/|\If|2dV ~1 (3.27)

donde la integral se toma por todo el espacio, e implica que la particula se
puede encontrar con seguridad en algin lugar del mismo.

Esta condicion de normalizacién no se puede satisfacer si la integral diver-
ge, como ocurre para la onda plana correspondiente a la particula libre. Pero
no hay que preocuparse, la particula libre como ya se dijo constituye una
idealizacion. En la realidad, una particula se encuentra siempre localizada en
determinada region del espacio, y entonces es facil normalizar.

Surge la siguiente pregunta: ; Por qué trabajar con ¥ y no con la magnitud
observable |¥ (7, 1) |*?

La respuesta es sencilla: ¥ es necesaria para poder interpretar las propie-
dades ondulatorias de las particulas, como se vié antes con la interferencia.

La cuestion aqui es idéntica a cualquier teoria ondulatoria lineal donde
se torna valido el principio de superposicién de las funciones de onda, en
la electrodinamica, por ejmplo, son los campos electromagnéticos y no sus
intensidades quienes lo satisfacen.

Supongamos ¥, y W, son funciones de onda que representan dos estados
diferentes de una particula. Se cumple que cualquier combinacion lineal con
coeficientes constantes C1W; 4+ Cy Wy representa otra funcién de onda de la
misma particula y describe un nuevo estado de esta.

La validez de este principio se basa solamente en el acuerdo con el expe-
rimento. Constituye este principio una ley de la naturaleza, o simplemente
es valido en una aproximacion lineal, constituye una pregunta abierta. En el
futuro lo consideramos como exacto.

En lo adelante ademas, nos limitaremos a la mecanica cuantica ondulato-
ria no relativista, pues nos vamos a interesar por la teoria referente a un solo
cuerpo. En la relativista, esto es imposible, ya que a altas energias pueden
ocurrir creaciones de pares de particulas y antiparticulas.

El dualismo particula-onda se pone de manifiesto como se ha visto en
toda la materia. Surge una nueva pregunta: ;La interpretacién estadistica de
las ondas de Broglie sera valida también para la luz?

En el caso de las ondas electromagnéticas, el problema del desplazamiento
de las ondas clasicas de los campos E y B junto al fotén no surge, pues ambas
ondas se mueven con la velocidad ¢. Sin embargo, supongamos un experimen-
to de difraccién de la luz con haces de muy baja intensidad, donde ademas
existan aparatos muy exactos capaces de registrar cada fotén por separado.
Resulta que los resultados de la difraccion se van a comprobar solamente de
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forma estadistica. En un experimento detallado como este, la teoria de Max-
well conduce solamente a la descripcion de los valores medios de magnitudes
como la densidad de energia y el flujo luminoso. Cuando no se pretenda ob-
servar a cada fotén sino a un gran niimero de estos, las magnitudes promedios
que se miden se obtienen con éxito en la teoria electromagnética clasica. No
obstante, en aquellos experimentos que registren a cada fotén, esta teoria
resulta limitada.

Para finalizar, veamos la diferencia que existe entre el surgimiento de la
mecanica clasica y la fisica cuantica.

Toda teoria fisica estd compuesta por dos partes que se complementan
una con la otra. La primera, es el aparato matematico, y la segunda, el enlace
de los simbolos matematicos con la naturaleza, con la realidad observable.
Sin la segunda parte, la teoria es pura matemética y no una ciencia, una
ilusion. Sin la primera, no existe una teoria cuantitativa.

La fisica clasica surgio con la segunda parte. Los simbolos matematicos
fueron creados, y més tarde mejorados a partir del conocimiento de lo que
debian aportar, por ejemplo: t, [, m, etc. Esto trajo como consecuencia al-
gunas deficiencias iniciales, como fueron los conceptos de espacio y tiempo,
enmendados en este siglo con el desarrollo de la teoria de la relatividad.

En el caso de la mecanica cuantica, primero se establecieron las ecuaciones
para determinados simbolos, por ejemplo para ¥, que no tenian determinado
sentido fisico. Solo después se encontro la relacién de estos con la realidad.

Resumen

» La onda de Broglie de una particula libre corresponde a una onda
monocromatica plana: W (7,t) = Wy oi(R7—wt)

» Relaciones entre las magnitudes corpusculares y ondulatorias: £ = hw,
D = hk
» La onda de Broglie no viaja con su particula asociada, vy > c. La

velocidad de fase sélo tiene un significado simbdlico.

= La velocidad de grupo de un conjunto de ondas de Broglie es igual a la
velocidad de la particula.

= La interpretacion de una particula a través de un paquete de ondas de
Broglie es insostenible debido a la dispersién inherente a las ondas que
lo componen.
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= La difraccion y la interferencia de las ondas de Broglie constituyen las
pruebas experimentales de la existencia de estas ondas.

= La onda de Broglie es una onda de probabilidad. Su intensidad en un
determinado punto del espacio es proporcional a la probabilidad de
encontrar la particula en este lugar.

= El ensemble cuantico es necesario para corroborar las propiedades on-
dulatorias de las particulas que son inherentes a cada particula por
separado, y no al ensemble en si mismo.

= La descripcion completa de una particula en cualquier tipo de campo
de fuerzas es obtenida a partir de una funcién compleja ¥ (7, t) denomi-
nada funcién de onda. Esta funcion satisface el principio de superposi-
cion: C1V¥, + Cy ¥y - nuevo estado de la particula.

» La magnitud p (7,t) = |V (7, t) |* proporciona la densidad de probabili-
dad que satisface la condicién de normalizacién [ pdV = 1.

= El dualismo particula-onda es inherente a toda la materia.

3.2. Relaciones de indeterminacion

= Relacion de indeterminacion de Heisenberg para la coordenada y el
momentum.

» Interpretacion fisica de Ax - Ap 2 h. Critica al agnosticismo. Andlisis
de los casos extremos.

s Las relaciones de indeterminacién como relaciones universales.
Ejemplos de la imposibilidad de medir z y p al unisono en el micro-
mundo.

= Relacién entre la mediciéon y el principio de indeterminacién. Principio
de complementariedad.

= Relacién de indeterminacion para la energia y el tiempo.

= Complementariedad y causalidad

La dualidad particula-onda constituye una propiedad inherente a toda la
materia y no solo a la luz.
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La interpretacion estadistica de Max Born puso fin a expresiones del
tipo: “al electron esta asociada una onda”. En este tipo de expresiones esta
implicita la tendencia de ver al electrén como una particula clasica.

La onda de DeBroglie no constituye una onda que viaja con la particula,
la onda y la particula son un tnico objeto de la naturaleza, y la realidad es
tal, que este ente material manifiesta al mismo tiempo propiedades de onda
y de corpusculo. Cuando se habla de la onda de Broglie electrénica se esta
hablando del “electrén” y nada mas.

La dualidad particula-onda nos conduce por otro lado a una nueva situa-
cién con respecto a la exactitud con que pueden ser medidas determinadas
magnitudes al mismo tiempo, dificultad que no existe en la fisica clasica.
En la mecanica clasica, el estado de un punto material en cada momento
de tiempo t puede ser caracterizado por su posicion y momentum lineal. Sin
embargo, esto no ocurre asi para una particula del micromundo.

Nunca se puede afirmar que en determinado punto del espacio la longitud
de onda es igual a A, sin conocer nada acerca de los otros puntos del espacio
por donde se propaga la onda. A es una caracteristica de toda una sinusoide,
y esta es una curva periddica infinita. Si se toma una pequena porcion del
espacio, sin tener en cuenta toda la curva se pierde la principal caracteristica
de la sinusoide: su periodicidad. Por ende, para dimensiones menores que
A, el concepto de longitud de onda carece de sentido. De forma totalmente
analoga ocurre con la frecuencia, para intervalos muy pequenos de tiempo el
concepto de frecuencia carece de sentido. Por lo tanto, expresiones del tipo:
A en determinado punto x u w en determinado momento t no tienen sentido
alguno. A no es una funcién de z, ni w es funcién del tiempo.

Si tomamos en consideracion ahora las relaciones de Broglie 3.2, podemos
concluir que para las particulas del micromundo el momentum no puede ser
definido en un punto, y la energia no puede ser definida en un instante ¢.

3.2.1. Relacion de indeterminacion de Heisenberg para
la coordenada y el momentum

Comencemos analizando una formacién puramente ondulatoria, sin preo-
cuparnos por el momento de la naturaleza de la misma.

Supongamos disponemos de un conjunto de ondas con diferentes amplitu-
des, de forma tal que en los limites de un segmento Ax las ondas se refuerzan,
mientras que fuera de este se atentian. Un ejemplo de este tipo de formacion
ondulatoria puede ser un paquete de ondas gausiano:

_ (z—2q)?

U(r)=e 2 (3.28)
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Figura 3.3: Paquete de ondas gaussiano.

U (z) es la suma de todas las sinusoides. Como se puede apreciar en la
figura 3.3 la intensidad de este paquete se concentra en un intervalo Az = 2¢
alrededor del punto xy. Por supuesto esto ocurre para un instante de tiempo
t, y se ha tomado un paquete unidimensional en aras de simplificar nuestros
razonamientos.

Para conocer la composicion espectral de nuestro paquete de ondas haga-
mos una representacién del mismo a través de una integral de Fourier:

o0

() = / C (k) o (3.29)

La expresiéon 3.29 representa al paquete de ondas como una superposicion
lineal de las ondas elementales e, las cuales tienen bien definido su vector
de ondas k, perteneciente al intervalo (—oo,00). Veamos que sucede con la
magnitud C (k) que indica la participacién de cada onda en el conjunto. Del
analisis matematico conocemos:

1 i —ikx 1 ! *7(17120)2 —ikx
C(k):% U(x)e dx:% e % dx

o0

—(ikzo+1€2K?) oo e\ 2 —(ikzo+1€2K?)
_ _/(f = 5) g = ;5/6—%
27

27 V2

o0

Nor Vo (3.30)
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La ecuacién 3.30 implica que la magnitud C (k) también se comporta
como un paquete de forma gausiana, en el espacio de los vectores de onda
k. El mismo se distribuye en la vecindad del valor ky = 0 con un ancho
Ak =2/, como se muestra en la figura 3.4

I (e

Figura 3.4: Composicion espectral del paquete de ondas gaussiano.

Podemos considerar entonces que C (k) representa la densidad probabili-
dad en el espacio de los vectores de onda, similar a la interpretacion que se
le dié a ¥(z) en el espacio de configuraciones.

Se puede obtener una distribucion similar respecto a un valor ky # 0 si

(z—z)? .
... — ik
se toma inicialmente el paquete W (z) = e 22 %

Multiplicando ahora los segmentos donde ambos paquetes se refuerzan,
obtenemos:

Az Ak 1 (3.31)

Podemos concluir que si la longitud de un paquete de ondas es igual a
Az, los vectores de onda k necesarios para su formacién no pueden estar
dados en un intervalo Ak tan pequeno como se quiera, el minimo ancho de
este intervalo viene dado por la relacién:

Az-Ak>1 (3.32)

Esta relacion es puramente ondulatoria y constituye un hecho experimen-
tal bien conocido en las senales de radio. La misma implica que en una senal
corta de radio (Az pequeno) aparecen con suficiente intensidad las ondas
monocromaticas que la componen con diferentes valores de k, y la recepcion
de esta senal puede ser efectuada por receptores sintonizados en varias fre-
cuencias. Por el contrario, una senal monocromatica, es decir, muy cercana a
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un valor dado A (Ak pequenio), tiene que conformar un paquete de grandes
dimensiones espaciales Ax.

Llevemos este analisis a las ondas de Broglie y analicemos un paquete de
ondas de probabilidad.

Recordemos que este paquete de onda no es la particula como se aclar6 en
el epigrafe anterior. No obstante, las ondas de probabilidad no estan exen-
tas de poder formar tales agrupaciones. De acuerdo con la interpretacion
estadistica, la probabilidad de encontrar la particula sera distinta de cero
solamente en los limites del paquete. La tinica particula que esta descrita por
una funcién de onda monocromatica es la particula libre. Las otras funciones
de onda admiten un anélisis espectral a través de la integral de Fourier como
el realizado anteriormente. La relacion 3.32 es por consiguiente valida y para
las ondas de Broglie.

El vector de ondas k estd relacionado con el momentum de la particu-
la segtin la ecuacién p = hk. Un momentum especifico para el paquete por
supuesto no existe. Existe un conjunto de momentum que varian en el in-
tervalo (p, p+ Ap) = h - (E, k+ AE). No se puede saber que valor de p se
obtendra al efectuar la medicién en el paquete. En el mejor de los casos, se
puede conocer la probabilidad de determinado valor, que evidentemente esta
relacionada con la magnitud |C (k) |*.

Utilizando la relacién entre k y P, v la ecuacién 3.32, arribamos a la
siguiente expresion:

Ax-Ap 2 h (3.33)

Esta relacion se conoce como principio de indeterminacion de Hei-
senberg para la coordenada y el momentum. La misma fue propuesta por
Heisenberg en 1927, y constituyé un paso muy importante en la comprension
del micromundo.

3.2.2. Interpretacion fisica del principio de indetermi-
nacion de Heisenberg

La ecuacion 3.33 determina el limite en la exactitud de las magnitudes
Ax y Ap, con el cual se puede caracterizar una particula del micromundo
de forma cldsica, es decir, a través de sus coordenadas y momentum (la
caracterizacién cuéantica se da a través de la funcién de onda!). La misma
indica que mientras mas exacta es la determinacion de x menor es la exactitud
de su valor p, y viceversa.

No debemos sin embargo, dar a la ecuacién 3.33 una interpretacién agnosti-
ca, es decir, suponer que la particula en cada instante ¢ tiene sus valores
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determinados z y p, pero nosotros por principio no podemos conocerlos. El
significado verdadero de la ecuacion 3.33 consiste en que en la naturaleza
objetivamente no existen estados de las particulas con valores exactamente
determinados de las variables x y p. La causa de esto es la dualidad particula-
onda inherente a toda la materia.

Particularmente interesantes son los casos extremos:

1) No existe indeterminacion por el momentum (Ap = 0).

Este es el caso de una onda monocromaética plana. De acuerdo con la
ecuacion 3.33, Ax = oo, y por lo tanto no se puede decir nada acerca de la
localizacion de la particula.

Este resultado fue visto en la seccion anterior donde se demostrd que para
la particula libre existe igual probabilidad de encontrarla en cualquier lugar
del espacio.

2) No existe indeterminacién por la coordenada (Az = 0).

Ahora, Ap = oo y la funciéon de onda se concentra en un punto. La
localizacién de la particula esta bien determinada, pero sobre el momentum
no podemos decir nada, todos los valores de p son equiprobables.

3.2.3. Las relaciones de indeterminacion como relacio-
nes universales

La relacion 3.33 es vélida solamente en el orden de magnitud. Una demos-
tracién rigurosa utilizando los valores medios < >y < p >, y definiendo las
indeterminaciones Ax y Ap a través de las desviaciones cuadraticas medias
de estas magnitudes, nos conduce a la relacién exacta de indeterminacion de
Heisenberg:

Ax-Ap > g (3.34)

En general, las relaciones de indeterminacion son validas para cualquier
par de variables conjugadas ¢; y p;, cumpliéndose:

Ag; - Ap; > g (3.35)

En particular, ¢; podria ser y, z, ; y p; serfa entonces py, p, y L = ps.

Las relaciones de indeterminacion son relaciones universales y por lo tan-
to pueden ser aplicadas también a los objetos macroscépicos. Sin embargo,
veamos que ocurre en estos casos.
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Tomemos una pequena bola de masa = 1 kg. Determinemos la posicién
de la misma con una exactitud igual a 107!° m, es decir con una exactitud
de las dimensiones de los atomos. El orden de magnitud que se obtiene para
la indeterminacion del momentum, y la correspondiente indeterminacion en
la velocidad, seran entonces

Ap~t 66310 kg™ = Av=2P 663-102™ (3.36)
Ax s m s

Esta exactitud no es alcanzable por ninguna medicién en la actualidad,
y por lo tanto cualquier desviaciéon de un movimiento clasico respecto al
principio de indeterminacion esta fuera de los limites alcanzables experimen-
talmente.

Una situacion totalmente distinta es la que presenta un electréon en el
atomo. Tomemos por ejemplo al d&tomo de hidrégeno y al electron en la
primera orbita. Para que tenga sentido hablar de una orbita es necesario que
la indeterminacion Ar sea mucho menor que el radio mismo de la dérbita
r1 = h*/me?. Sin embargo, la indeterminacién por el momentum radial es:

h h
Ap, ~ — - = L=1-h=p,- .
Dr AT > , Dr ( h DPr T) (3 37)

Esta expresién indica que Ap, resulta superior al propio valor del momen-
tum. De forma similar, se cumple para los otras érbitas de Bohr, siempre y
cuando el nimero n no sea muy grande. En estas condiciones no tiene sentido
hablar del movimiento del electrén por una érbita clasica. En consecuencia,
en la mecanica cuantica debemos rechazar el concepto de trayectoria.

Las relaciones de indeterminacion se manifiestan en cualquier intento de
medir exactamente la posicién o el momentum de una particula. Todo in-
tento de aumentar la exactitud en el valor de la posicién se refleja en una
disminucién de la exactitud en el momentum, y viceversa. Ilustremos esto
con algunos ejemplos.

1) Utilizacién de un diafragma.

Supongamos el movimiento de un electron se describe por una onda mo-
nocromatica plana de Broglie. En este estado el electrén tiene bien definido
el valor de su momentum, sin embargo, su coordenada estd completamente
indeterminada. Para determinar esta tultima se interpone una pared con un
pequeno diafragma de dimensiones d.

Si el electron pasa el orificio, en el plano coincidente con la pared la coor-
denada x esta determinada con exactitud Ax ~ d. A su vez, como resultado
de la difraccién, la funciéon de onda del electrén cambia: ¥ tendra maxi-
mos y minimos. El electron podra ser encontrado en aquellos puntos donde
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Figura 3.5: Difracciéon de una onda monocromatica plana de Broglie en un
diafragma.

U £ (. Practicamente todo el campo ondulatorio se concentra en los limites
del maximo central. Su ancho angular puede ser considerado igual a 26, y
recordemos se cumple la condicién de méaximo central d - sen 0 = X .

Ignorando las otras componentes del campo ondulatorio, podemos conside-
rar que la indeterminacién que aparece en el momentum p, es Ap, ~ p - sen
6. Efectuando la multiplicacién Az - Ap,, y tomando en cuenta que p = h/\
obtenemos Az - Ap, 2 h, que estd en concordancia con el principio de inde-
terminacién de Heisenberg.

Mientras menor es el diafragma, mas se gana en la exactitud de la medi-
cion de la coordenada, pero se pierde en la exactitud del valor del momentum.

Debemos senalar que para dimensiones d < A, el campo ondulatorio al
pasar por el orificio deja de ser homogéneo y se amortigua rapidamente a
una distancia incluso menor que A. En este caso, la valoracion de Ap, deja
de ser valida, no obstante, la relaciéon de indeterminacién se mantiene.

2) Utilizacién de un microscopio.

Supongamos un electrén estd siendo observado a través de un microscopio.
Para determinar su posicién este es iluminado con luz monocromatica de
longitud de onda A. Segun caiga el fotén en la fotolamina se juzga sobre la
posicion de la particula.

Cuando la particula es iluminada por el haz de luz, esta tltima se difracta
y se observan anillos oscuros y claros, con un centro muy claro. Para un
foton no se observa ningin cuadro de difraccién, pero el fotén con mayor
o menor probabilidad caera en uno de los anillos, donde la intensidad del
campo es distinto de cero. Practicamente, la mayoria de los fotones caen en
el centro y podemos despreciar los restantes anillos. El radio R del centro



3.2. RELACIONES DE INDETERMINACION 85

R 0’

w

DﬂH

Figura 3.6: Experimento de Heisenberg con el microscopio.

se puede aproximar como R = A\/f. La inexactitud Az del electrén en la
superficie de observacién se puede obtener de la condicion para los senos de
Abe RS = Ax - sen «, y sustituyendo a R se obtiene A = Ax - sen a. Para
valores pequenos de la longitud de onda A, con mas exactitud se mide la
posicion de la particula.

Por otra parte, al dispersarse el fotén de acuerdo con el efecto Compton, el
electréon recibe un impulso de rechazo, que trae un aumento no controlable del
momentum del orden Ap, ~ h/(\-sen «). Para menores longitudes de onda,
mayor es Ap,. Multiplicando ambas inexactitudes se obtiene: Ax - Ap, ~ h.

3.2.4. Relacion entre la medicion y el principio de in-
determinacion

Las dos situaciones vistas anteriormente, y muchas otras que se podrian
analizar, nos llevan a las siguientes conclusiones que diferencian sustancial-
mente el proceso de medicién en el micromundo de las mediciones clasicas:

[. Existe un limite en la exactitud de las mediciones, que es consecuencia
de la naturaleza de las particulas. El mismo no puede ser superado con
el mejoramiento de los instrumentos, ni de los métodos de medicién. El
principio de indeterminacién establece estos limites.

II. La interaccién entre los objetos macroscépicos de medicion , “los instru-
mentos”, y las microparticulas en el tiempo de mediciéon no puede ser
disminuida todo lo que se quiera. Si se mide, por ejemplo, la coorde-
nada, esto trae inevitablemente un cambio no controlable en el estado
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inicial de la particula, y como consecuencia una indeterminacién en el
valor del momentum. Lo mismo ocurre con la coordenada, si se mide
el momentum . En fin, la introducciéon del instrumento de medicion
siempre trae consigo un cambio en el estado del sistema cudntico, sien-
do ademas la perturbacion en determinado sentido no controlable: cual
sera el estado después de la medicién no se conoce con exactitud, solo
se puede conocer la probabilidad del nuevo estado. Debemos notar que
en las mediciones cldsicas también hay interaccién, sélo que se pueden
hacer despreciables respecto a lo que se mide. La perturbacion impre-
decible e incontrolable que experimenta el sistema por parte del instru-
mento de medicién siempre es finita y tal que, satisface el principio de
indeterminacién de Heisenberg.

ITI. En el nivel microscopico no se puede establecer un limite riguroso en-
tre el fendmeno que se analiza y el instrumento que se utiliza para su
observacion, diferencia que establece nuestra representacion de la obser-
vacion. Sélo se logra tal definicién entre instrumento y objeto, cuando
la magnitud del cuanto h puede ser despreciada, y por tanto son vali-
das las representaciones clasicas. La causa de esto es nuevamente la
interacciéon a la que hicimos referencia arriba. Por tal razon, los resul-
tados de las observaciones, obtenidas bajo diferentes condiciones, no
pueden ser unidas en un tnico cuadro del fenémeno, estas deben verse
complementandose unas con otras. Solamente el conjunto de los resul-
tados de diferentes experimentos puede darnos informacién acerca de
los objetos del micromundo.

Con relacion a lo anterior podemos ver que en el micromundo los fenéme-
nos se manifiestan a través de elementos que se complementan, los cuales son
determinados a través de experimentos que se excluyen unos con otros. Un
par de tales elementos son la coordenada y el momentum. Se acostumbra a
denominarlos como variables complementarias.

Podemos formular el siguiente principio de complementariedad: La
descripcion de las propiedades fisicas de objetos del micromundo en un len-
gquage clasico necesariamente utiliza pares de variables que se complementan,
cumpliéndose que cuando un elemento del par se determina de forma ezxacta,
el otro es determinado de forma inezxacta.

De este principio se deduce que todas las variables cuanticas no pueden
ser determinadas con una exactitud ideal. Dos variables dindmicas son ob-
servables si estas pueden ser medidas en forma exacta al mismo tiempo. Al
conjunto de tales variables se le denomina conjunto completo de observa-
bles, cuando cualquier variable que pueda ser medida se expresa a través de
estas.
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Un ejemplo tipico lo constituyen las tres coordenadas cartesianas x ,y , z;
o las tres componentes del momentum p,, p,, y p.; en el caso de una particula
libre. La mediciéon de uno de los dos conjuntos de variables de este tipo
proporciona el maximo de informacién posible de nuestro sistema cuantico,
por lo tanto, conforman dos posibles conjuntos completos de observables.
Como se verd mas adelante, a tales conjuntos corresponden determinadas
funciones de onda que caracterizaran los estados del sistema de una u otra
forma.

Una consecuencia importante del principio de indeterminacion de Hei-
senberg es la imposibilidad de encontrar una particula del micromundo en
reposo absoluto. En efecto, para medir la velocidad v de una particula es
necesario determinar dos posiciones x; y z2 en dos instantes cercanos de
tiempo t; y to. A continuacién debemos calcular el limite de la magnitud
(xg —x1) / (ta — t1) cuando t; — t5 y asi obtener su velocidad instantdnea.
Sin embargo, tal método no resulta conveniente ya que se requiere de las
mediciones exactas de x1 y w9, lo cual varia el momentum de la particula.
En el caso de una particula en reposo, esta dejaria de estarlo, pues v dejaria
de ser cero.

En la mecéanica cudntica no tiene sentido dividir la energia total en cinéti-
ca y potencial. La energia cinética depende de las componentes del momen-
tum lineal, mientras que la energia potencial depende de las coordenadas,
magnitudes que no se pueden medir al unisono.

3.2.5. Relacion de indeterminacion para la energia y
el tiempo

Analicemos la relacién puramente ondulatoria, analoga a la ecuaciéon 3.32,
que existe entre el tiempo y la frecuencia:

At-Aw > 1 (3.38)

Esta relacién indica que un proceso ondulatorio, acotado en el tiempo,
no puede ser monocromatico. Si el proceso se extiende en el tiempo At,
la inexactitud en la determinacién de la frecuencia w de las ondas que lo
componen, satisface la relacion anterior.

Tomando en cuenta la relacion de Broglie £ = hw, obtenemos la relacién
de indeterminacion de Heisenberg para el tiempo y la energia:

At-AE > h (3.39)

La relacion 3.39 se puede obtener también del principio de indetermi-
nacion 3.33 para la coordenada y el momentum. Supongamos se tiene un
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paquete de ondas de longitud Az, que se mueve con una velocidad de grupo
v por el eje z. El instante de tiempo t del paso del paquete por el punto z no
esta determinado de forma exacta, la indeterminacion de este momento es del
orden At =~ Ax/v . Por otro lado, para este paquete de ondas existe también
una indeterminacion por el momentum que genera una indeterminaciéon por

ok
la energia: AE ~ —Ap = v - Ap. Multiplicando las indeterminaciones que

dp

aparecen en el tiempo y la energia se obtiene:
At-AE~Ax-Ap = h (3.40)

Lo primero que debemos destacar acerca de la relacién de indeterminacion
3.39 es que difiere en su interpretacion fisica de las relaciones del tipo 3.35,
ya que las magnitudes ¢; y p; aparecen de manera simétrica en este tipo
de relaciones, y son medidas para determinado instante de tiempo ¢. Por
el contrario, la energia y el tiempo juegan dos papeles bien diferentes: la
energia es una variable dindmica, mientras que el tiempo es un pardametro
del que depende la funcion de onda que determina el sistema. La relacién
3.39 establece la indeterminacién de una variable dindamica y el intervalo At
que caracteriza la evolucién temporal del sistema.

Mientras més pequeno es el tiempo de existencia de un sistema 6 el tiempo
de observacion del mismo, con mayor inexactitud se podra hablar de la ener-
gia del estado en el cual se encuentra este sistema. Por el contrario, cuando
mayor es este tiempo, con mayor exactitud se determina su energia. Si el
estado en cuestion constituye un estado estacionario, este existira un tiempo
infinito. Por consiguiente, los estados estacionarios son los tinicos que tienen
una energia bien definida.

Para una particula inestable, cuyo tiempo de vida es muy corto («~ 107%s)
hablar de una determinada energia no tiene sentido, por tal razén, cuando se
analizan procesos de desintegracion no se exige la conservacion de la energia.

3.2.6. Complementariedad y Causalidad

Las condiciones especiales que existen en la descripcién de los fenémenos
cuanticos limitan la regién de validez del principio de causalidad clasico, tam-
bién conocido como “determinismo de Laplace”, y explican porque las pre-
dicciones de la teoria cudntica tienen necesariamente un caracter estadistico.

En efecto, la causalidad s6lo se cumple en un sitema cuantico aislado. El
estado dinamico de un sistema, en un momento dado, se determina por su
funcién de onda W. Si se conoce a VU (#p) en un instante de tiempo inicial ¢y,
se podra obtener a ¥ (t) luego de solucionar la ecuacién de Schrédinger, que
estudiaremos mas adelante.
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Ahora bien, si tratamos de medir una magnitud observable de determi-
nado sistema cuantico, no podemos despreciar la accién del instrumento que
siempre es incontrolable e impredecible, o simplemente no se puede distinguir
entre el instrumento y el sistema. Ellos forman un nuevo sistema que se repre-
sentard por una nueva funcién de onda ¥ (t), que depende de las coordenadas
del sistema y del instrumento. Cualquier descripcion del sistema antiguo a
través de W () resulta imposible.

La wntroduccion del instrumento rompe el enlace causal entre el sistema
antes de la medicion y después de la medicion.

Esto explica porque solo se puede predecir con determinada probabilidad
en que estado se encontrara el sistema después de la medicién. De esta forma,
la mecanica cuantica no esta capacitada para predecir con exactitud el resul-
tado de un experimento unico, y sélo puede hacer predicciones estadisticas
cuando se trabaja con lo que definimos en el epigrafe anterior como ensemble
cuantico.

Estas posiciones diferencian radicalmente la teoria cuantica de la clasica,
donde todas la variables dindmicas se determinan exactamente en cualquier
instante de tiempo. Las variables dindmicas cuanticas se determinan consi-
derando el principio de indeterminacion entre los pares de variables comple-
mentarias, de forma tal que sus evoluciones temporales estan determinadas
solo parcialmente. Cuanto nos impacte o parezca increible esta limitacion que
impone el principio de indeterminacién, no es importante, ya que no entra
en contradiccién ni con un sélo hecho experimental.

Resumen

= Principio de indeterminaciéon de Heisenberg para la coordenada y el
momentum: Az - Ap = h

» Las relaciones de indeterminacion son universales.

= El principio de indeterminacion establece limites en las mediciones que
no pueden ser superados con el mejoramiento de los instrumentos o los
métodos de medicion. La causa de esto es la dualidad particula-onda
inherente a toda la materia.

= La introduccién del instrumento de medicion siempre trae consigo un
cambio en el estado del sistema cuantico, siendo ademas su perturba-
ciéon en determinado sentido no controlable. Este rompe ademas con
el enlace causal entre el sistema antes de la medicion y después de la
medicion.
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= Principio de complementariedad: La descripcion de las propiedades fisi-
cas de objetos del micromundo en un lenguaje clasico necesariamen-
te utiliza pares de variables que se complementan, cumpliéndose que
cuando un elemento del par se determina de forma exacta, el otro es
determinado de forma inexacta.

= Conjunto completo de observables: Grupo de variables dindmicas que
pueden ser medidas al mismo tiempo con exactitud, y que permiten
expresar cualquier variable medible del sistema.

= Relacion de indeterminacion de Heisenberg para el tiempo y la energia:
At-AFE Z h. Esta relacién establece la indeterminacién de una variable
dinamica, la energia, y el intervalo At que caracteriza la evolucién
temporal del sistema.

= Las predicciones de la teoria cuantica tienen necesariamente un caracter
estadistico.



Capitulo 4

Mecanica Cuantica Ondulatoria

Los tres primeros capitulos de este libro abarcan los aspectos fundamen-
tales de la llamada teoria cuantica “vieja”. Esta teoria constituy6 un avance
en la comprension de los fenémenos interatémicos sin embargo resulté insu-
ficiente, se hizo necesaria la construccién de una teoria mas completa.

La aparicion en 1923 del trabajo de Louis de Broglie, acerca de la dua-
lidad particula-onda como propiedad inherente a toda la materia, motivo
el surgimiento de esta nueva teoria en una de sus vertientes, la denomina-
da mecanica cuantica ondulatoria, cuyo principal creador fue Schrédinger,
austriaco que dié a conocer sus trabajos en 1926. Otros cientificos, como
los alemanes Max Born y Pascual Jordan, y el inglés Paul Dirac, realizaron
grandes aportes a la teoria ondulatoria.

Este capitulo tiene como principal objetivo introducirnos en esta teoria.

4.1. Ecuacion de Schrodinger
= Conservaciéon del niimero de particulas materiales.
= Condiciones generales que se imponen a la ecuaciéon de Schrodinger.
= Ecuacién de Schrodinger para la particula libre.
» Ecuacién de Schrodinger para una particula en un campo escalar.
» Ecuacién estacionaria de Schrodinger.
» Ecuacién de Schrodinger y la cuantizacion de la energia.

» Anadlisis del movimiento de una particula en un campo unidimensional
simétrico.

91
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= Analisis del movimiento de una particula en un potencial con simetria
esférica.

En el capitulo anterior quedo establecido que el movimiento de una particu-
la tiene que ser descrito de forma general por una funcién de onda ¥ (7, t). Es-
ta funcién tiene un sentido fisico probabilistico: |¥|?dV representa la proba-
bilidad de encontrar a la particula en el elemento de volumen dV. Ademas, las
funciones de onda cumplen con la condicién de normalizacién [ |¥[2dV = 1
y satisfacen el principio de superposicion.

., Cémo obtener la funciéon de onda? La respuesta a esta pregunta cons-
tituye la principal tarea de la mecanica ondulatoria. Estudiar las consecuen-
cias fisicas que de esta se derivan en las diferentes condiciones en que se
encuentran los sistemas cuanticos son otros de sus principales objetivos. Pa-
ra encontrar la funcién de onda debemos aprender a plantear y resolver la
ecuacion de Schrodinger.

4.1.1. La conservacion del nimero de particulas mate-
riales.

Las propiedades ondulatorias son inherentes no solamente a la luz, sino
también a las particulas materiales (material no en el sentido més general de
materia, sino como denominacién que las diferencia de los fotones!). El ntime-
ro de fotones puede cambiar debido a los procesos de absorcién y emisién en
las situaciones mas simples, no ocurriendo lo mismo con los electrones y en
general con las otras particulas. La conservacién del nimero de particulas
materiales no constituye una ley general como demostré Anderson en 1932
con el descubrimiento del positron. En determinadas circunstancias es po-
sible la aparicion de pares de particulas y antiparticulas. En concreto, esto
puede ocurrir cuando la energia involucrada en el proceso supera la magnitud
2mec® (~ 1MeV).

La mecanica ondulatoria estudia los procesos en los cuales la ley de conser-
vaciéon del nuimero de particulas materiales es valida. Por tal razén, nos
limitaremos a fenémenos no relativistas donde los movimientos son lentos en
comparacion con la velocidad de la luz en el vacio. Esto simplifica muchisimo
la teoria pues la funcién de onda dependera del tiempo y de las coordenadas
de las particulas que componen al sistema en estudio. Por ejemplo, para

1 electron = W (7, t)
El atomo de Hidrégeno = VU (T, Tp, t)
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4.1.2. Condiciones generales que se imponen a la ecua-
cion de Schrodinger

En la mecanica ondulatoria se postula que la funciéon de onda determina
completamente el estado dinamico del sistema, es decir, todas las predicciones
referentes a las propiedades del sistema en un momento dado t se obtienen
del valor de la funcién de onda en este instante de tiempo. La principal tarea
de la teoria consiste entonces en determinar los valores de la funciéon de onda
U en cualquier instante de tiempo, dada una funcién de onda W, conocida
en el momento inicial t5. De aqui se desprende entonces la necesidad de una
ecuacion que determine a W.

Obviamente esta ecuacién no puede ser obtenida por un método deductivo
y como toda ecuacion de la Fisica Matematica debe ser postulada. La tinica
forma de comprobar su validez es comparando las predicciones tedricas con
los resultados del experimento. No obstante, la eleccién de esta ecuacion esta
limitada a priori por algunas condiciones que se infieren de las propiedades
impuestas a W:

1. La ecuacién de Schrodinger tiene que ser lineal y homogénea.

Esta condicion garantiza el cumplimiento del principio de superposicion.
En otras palabras, si W; y Wy son soluciones de la ecuacion, y por lo tanto
corresponden a estados del sistema en estudio, la combinacion lineal Cy ¥y +
C5 ¥, tiene que ser también solucién de la ecuacion y corresponder a un nuevo
estado del sistema.

2. La ecuacién debe ser diferencial de primer orden respecto al tiempo.

En tal caso, el conocimiento de W en el momento inicial resulta suficiente
para determinar dicha funcién posteriormente.

3. Debe cumplirse el principio de correspondencia.

Segtn este principio, visto anteriormente en el segundo capitulo, las pre-
dicciones de la teoria cuantica deben coincidir con las de la mecanica clasica
en las regiones donde esta ltima es vélida. Esto implica que la ecuacién debe
formalmente parecerse a alguna de las ecuaciones de la mecanica clasica, por
ejemplo, a las de Newton o de Maxwell. Concretamente, ella debe ser valida
para cualquier tipo de movimiento y puede soélo depender de cons- tantes
universales como es h. Ademas, si existe dependencia de la masa y el mo-
mentum de las particulas que componen el sistema, asi como de los campos
de fuerza, estas magnitudes deben aparecer en forma general.
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4.1.3. Ecuacion de onda para la particula libre

En el caso del movimiento de una particula libre, es decir, sin la presen-
cia de campos de fuerza externos, una de las soluciones de la ecuacién de
Schrédinger debe ser la onda plana de Broglie.

Derivemos dos veces por la variable x la expresion ¥ = C’ei(EF_“t), obte-
nemos: . o
— =ik,V, —
Ox Ox?
Relaciones similares se obtienen al derivar dos veces por las variables y y
z. Sumando las segundas derivadas encontramos:
0?v 92w 9% p?
AV = + + = kU =-2VU 4.2
ox?  oy*>  0z? h? (42)
La ecuacién 4.2 constituye una ecuacion diferencial de segundo orden en
derivadas parciales para W, pero no es la ecuacién que buscamos. En efecto,
para obtener 4.2 se supuso a p constante, por lo tanto, esta ecuacién describe
un movimiento concreto para un valor dado del momentum lineal.

Derivemos a W por la variable temporal una vez:

%—‘f = —wV¥ = —i%\lf (4.3)
La ecuacion 4.3 tampoco es la ecuacién de Schrodinger ya que describe
el movimiento de la particula libre con determinada energia cinética F.
Recordemos ahora que estamos estudiando movimientos no relativistas,
para los cuales se cumple la relacién clasica entre la energia cinética y el
momentum lineal siguiente:

= kU (4.1)

2
p=2 (4.4)
2m
Dividiendo la ecuacién 4.3 por la ecuacion 4.2, y tomando en cuenta a la
ecuacion 4.4 obtenemos:

v i h® ik LoV h?
L2 0 0 & hee = - AV (4.5)

AV h p?> 2m ot 2m
Esta ecuacion no se refiere a ningtin movimiento concreto de una particu-
la. La misma satisface las condiciones 1 y 2 exigidas anteriormente, y tiene
una analogia formal con la ecuacion clasica 4.4. En principio, esta ecuacion

representa el analogo clasico de 4.4 si relacionamos a las magnitudes clasicas

E y p, con los operadores diferenciales zha y —thV respectivamente:

E@m% ., pe —ihV (4.6)
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Sobre las relaciones entre las magnitudes fisicas de la mecanica clésica y
las magnitudes correspondientes en la mecanica cuantica retornaremos en el
proximo epigrafe.

Finalmente, postularemos que la ecuacion 4.5 describe todos los movi-
mientos de una particula libre de masa m en el espacio libre, y es por lo
tanto la ecuaciéon de Schrodinger de la mecanica cuantica ondulatoria en
ausencia de campos de fuerza.

4.1.4. Ecuacion de onda para la particula en un campo
escalar

Generalicemos la ecuacion 4.5 para el caso de un campo de fuerza poten-
cial que se caracteriza por una funcién o energia potencial U (7). La tnica
fuerza no potencial que aparece en la fisica atomica es la magnética, y por
tal razon requiere un analisis posterior.

En la mecénica clasica la energia de una particula bajo estas circunstan-
cias viene dada por la ecuacién:

2
=L 1u@m (4.7)

2m

Siguiendo un razonamiento similar al anterior de buscar una analogia
formal con la ecuacién clésica 4.7, y teniendo en cuenta que U (F) ¥ tiene las

mismas dimensiones que ih—— (dimensiones de la energia), podemos esperar

que sumando simplemente el término U (7) ¥ a la ecuacién 4.5 se obtiene la
ecuacion que buscamos:

L ov h? _

La ecuacién 4.8 es precisamente la ecuacién que se postula en la mecanica
cuantica ondulatoria para describir los movimientos de una particula de masa
m en presencia de un campo escalar U (7).

Debemos notar que en la ecuacién 4.8 la funcién U (7) se ha tomado como
en la mecéanica cléasica, es decir, como una funcién localizada en cada punto
T, v por consiguiente con un valor bien definido. Sin embargo, la naturaleza
dual de la particula en el micromundo trae consigo la indeterminacion por el
par de variables complementarias 7 y p. Esta dualidad esta presente de forma
indirecta en la ecuacion anterior y como se analizara en el proximo epigrafe,
la relacién 4.6 obtenida para el momentum esclarecera este aspecto.
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4.1.5. Ecuacion de Schrodinger estacionaria

Una importancia particular tienen en la mecénica cuantica los estados
estacionarios, aquellos en los cuales las magnitudes fisicas observables no
varian en el transcurso del tiempo. Debemos senalar que la propia funcién ¥
no constituye una magnitud observable, no obstante, las observables se ob-
tienen de ¥ por determinadas reglas estadisticas, que estudiaremos también
en el proximo epigrafe, y deben permanecer invariables con respecto a t. Un
ejemplo de magnitud observable es la densidad de probabilidad p = |¥|?.

Teniendo en cuenta la estructura de la ecuacion 4.8, donde la dependencia
espacial aparece a la derecha mientras que la temporal se encuentra a la
izquierda, podemos proponer la solucién de 4.8 en variables separadas:

U (7, t) = ()T (t) (4.9)

Sustituyendo en 4.8 obtenemos:

o)y =1() (~5n a0+ U0

i —Qﬁ—mm +U (7)Y
T )

(4.10)

Esta relacién depende solo de ¢ en el miembro izquierdo y de 7 en el
derecho por tanto, debe ser igual a una constante que denotaremos por F.
Para T'(t) se obtiene:

l

-—FEt
ih-T'(t)—E-Tt)=0 = T({)=Ce h (4.11)
Para ¢ la ecuacién es:
h2
_Q_mA¢ + U (7)Y = Ev (4.12)

Como se puede apreciar de las ecuaciones 4.9 y 4.11, en el caso de campos
de fuerza conservativos donde la funciéon U es independiente del tiempo, la
dependencia de la funcién de onda es del tipo:

G =) e B (4.13)
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De acuerdo con la relacion 4.6, y del andlogo clasico de la ecuacion 4.12,
la constante E constituye la energia del sistema y por tanto 4.13 representa
a un estado estacionario.

Es facil comprobar que la densidad de probabilidad p no varia con el
tiempo:

(U2 = 4 () - eF P (F) - e 780 = " (F) -4 (F) = p () (4.14)

La ecuacién 4.12 que determina a v (F) se conoce como ecuacién de
Schrodinger estacionaria, y es por supuesto independiente del tiempo. Es-
ta ecuacion es también lineal y homogénea, por lo que se satisface el principio
de superposicion. Sin embargo, la superposicién de dos estados estacionarios
con diferentes energias no constituye un nuevo estado estacionario debido a
las diferencias en la dependencia temporal de las funciones de onda.

La ecuacién estacionaria de Schrodinger permite encontrar todos los es-
tados estacionarios del sistema, no obstante, deben imponerse algunas condi-
ciones complementarias en el infinito y en los puntos singulares del potencial
U (7) acordes con el significado fisico de la funcién de onda. Esto trae como
resultado que en general no todos los posibles valores de la energia sean per-
mitidos, similar a como ocurre con las frecuencias propias de una cuerda con
sus extremos fijos. De esta forma, la ecuacién 4.12 garantiza la cuantizacién
de la energia y los valores que selecciona corresponden a las energias de los
estados estacionarios.

4.1.6. Ecuacion de Schrodinger y cuantizacion de la
energia

La cuantizacién de la energia surge como consecuencia de las condiciones
complementarias que se le imponen a la funciéon de onda. La funcién de onda
y sus primeras derivadas espaciales deben ser:

1) Funciones continuas.

2) Unievaluadas (si se evalia por cualquier contorno cerrado ¢ debe re-
tornar a su valor inicial).

3) Finitas en todos los puntos del espacio, incluso en aquellos puntos,
lineas o superficies donde el potencial U (7) es una funcién discontinua.

Los valores de la energia que resultan seleccionados se denominan valores
propios, y las correspondientes soluciones se nombran funciones propias.
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Los valores de E pueden resultar discretos o continuos en determinados
intervalos, se habla entonces de espectro energético discreto o continuo res-
pectivamente.

En muchos casos, basta con exigir la continuidad de la funcion y sus
primeras derivadas espaciales para garantizar las tres condiciones anteriores.

4.1.7. Movimiento unidimensional de una particula de
masa m en un campo potencial simétrico U(z)

El pozo potencial simétrico que vamos a considerar se muestra en la figura
4.1.

U]

Figura 4.1: Pozo potencial simétrico.

Como podemos observar U(z) alcanza su valor méximo en los extremos
del intervalo, x = 400, y su valor en estos puntos corresponde al cero de
energfa. U(x) es negativa para cualquier valor de x. La ecuacién 4.12 para el
caso de movimiento unidimensional toma la forma:

2 72
h—MJr(E—U)@ZJ:o (4.15)
2m dx?

La ecuacion 4.15 es una ecuacién diferencial de orden dos con coeficientes
variables, pero reales. La ecuacion tiene entonces dos soluciones reales que se
pueden representar como la combinacion lineal de dos soluciones cualesquiera
linealmente independientes. Los coeficientes de la combinacion en la solucion
se pueden tomar complejos pero esto no influird en los valores de [1)|? = ¥*1),
y por lo tanto tampoco en los resultados fisicos que aporta la teoria.

I. E<O
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Segun la fisica clasica, la particula no podra encontrarse en regiones del
espacio donde U > 0 ya que la energia cinética mv?/2 = E — U no puede
resultar negativa. La particula podra moverse solamente entre los puntos A
y A’ para los cuales se cumple F = U . Cuando la particula alcanza uno
de estos puntos retorna y continua su movimiento en sentido contrario. De
acuerdo con la fisica clasica la region fuera del intervalo que determinan los
puntos de retorno es inalcanzable.

La ecuacion 4.15 tiene solucion no trivial dentro de los puntos de retorno
clasicos, y fuera de estos debe continuar con soluciones diferentes de cero.
Esto implica que la densidad de probabilidad p (7) es diferente de cero fuera
del intervalo [A, A’]. En la mecdnica cudntica existe probabilidad finita de
encontrar a la particula en aquellas regiones inalcanzables desde el punto de
wista cldsico, donde U > FE. Este resultado es de esperar si tomamos en
cuenta que la energia no puede ser dividida en energia cinética y potencial
de acuerdo al principio de indeterminacién analizado en la clase anterior.

Analicemos ahora los casos asintéticos x — 4o0o. La ecuacién 4.15 se
transforma en:

d*y

dx?

donde a = \/—2mFE/h? > 0. La solucién de la ecuacion anterior es:

a®h =0 (4.16)

Y (z) = Cre™ " + Cre™ (4.17)
Para x = oo, la funcion e** se torna infinita, mientras que e~** mantiene
sus valores acotados en cualquier punto x. De forma analoga para r = —oo
se intercambian los roles de cada funcion.

Evidentemente, una soluciéon de la ecuacion 4.15 en la regién = > 0 se
comportara en el infinito como la funcién e~**, y de forma similar las solucio-
nes de 4.15 para x < 0 en el —oo se comportaran como e**. Suponga- mos se
tienen dos soluciones ¥; y 15 que representan a las soluciones de la ecuacion
en las regiones x > 0 y = < 0 respectivamente, y satisfacen las condiciones
asintéticas anteriores. La solucién 1 () en todo el intervalo (—oo, c0) pue-
de obtenerse de las condiciones de continuidad de la funcién y su primera
derivada:

dp (z)  dys (2)
de dx

U () = s (2) ; en x=0 (4.18)

Estas condiciones se denominan condiciones de cosido. En general, se
pueden satisfacer al unisono sélo para determinados valores de la energia,
que determinan precisamente los valores propios de E.
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Notemos que segun la ecuacién 4.15,

d*i 2m
por lo tanto si (E — U)vy > 0, la funcién ¢ (z) serd convexa, mientras que
para (E — U) ¢ < 0, 9 (x) resultard concava. En los puntos de retorno clésico
(E—U = 0) y en los ceros de la funcién (¢ (x) = 0) la funcién de onda
presenta siempre puntos de inflexion.

Veamos ahora los intervalos de energia por separado.

Comencemos analizando el caso de la igualdad. En este caso, los dos
puntos de retorno coinciden en x = 0:

E-U=Upin—U<0

l[=)

Figura 4.2: Los dos puntos de retorno coinciden en x = 0.

Si tomamos a Y (00) > 0y a ¥ (—oo) > 0 (el mismo resultado se puede
obtener si se suponen estos valores negativos), en estos puntos se cumple que

(E-U)yYy <0y (E—=U)ys < 0, lo que implica que ambas %ﬁ > 0 en
x = +o00. Las curvas que describen a la funcién de onda en ambas regiones
comienzan a levantarse cuando el |z| decrece y lo hacen de forma brusca en
la vecindad de x = 0 ya que (E — U) 1 se mantiene negativo hasta tornarse
cero como muestra la figura 4.3.

Por otra parte, L < 0y %

s e > (. Por lo tanto no es posible satisfacer

las dos condiciones de cosido impuestas en 4.18.
Para valores de E menores que U,,;, el anélisis anterior conlleva al mismo
resultado con la diferencia de que no existen puntos de retorno clasicos (E —

U <0).
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Hix) Wix)

vz
dx

dipy

Figura 4.3: ¢2 (0) = ,lvbl (O)a %'x:&-

|x:O 7’é

Comencemos a aumentar de forma continua la energia.

Debido a la simetria del potencial U(z), A y A’ se encuentran siempre a
la misma distancia de x = 0, lo que implica que las funciones v; y ¥» tendran
puntos de inflexién simétricos respecto al eje de ordenadas.

Imponiendo la condicién de cosido para la funcién de onda en x = 0, las
funciones 11 y 1, resultan simétricas respecto al eje de ordenadas debido a
la simetria del potencial, pero sus tangentes en estos puntos formaran angu-
los diferentes de forma general. En la medida que F aumente, los puntos A
y A’ se alejaran y los angulos disminuirdn hasta que se tornan horizontales
las tangentes en x = 0 para ambas funciones, garantizdndose asi la segunda
condicion de cosido por la derivada de la funcién de onda. El valor F; co-
rrespondiente a esta situacion constituye el menor y primer valor propio de
la energia.

Con un aumento posterior de la energia, los puntos de retorno se separan
atin mas y las funciones v y 1o comienzan nuevamente a abrirse hacia abajo
en la vecindad del punto cero, dejandose de cumplir la condicién de conti-
nuidad para la derivada. Tomemos ahora en calidad de 15 como soluciéon en
la regién z < 0 a la funcién anterior con signo contrario.

Esta funcién es simétrica a la anterior respecto al eje de las abscisas, y
simétrica a v; con respecto al punto z = 0. Con el aumento de la energia,
el punto de contacto de 11 y 9 con el eje de las ordenadas ocurre en cero
y se garantizan las dos condiciones de cosido para la funciéon de onda. Esto
ocurre para Fs que correspondera al segundo valor propio de la energia.

El tercer valor propio se obtiene con un procedimiento anédlogo, y le corres-
ponde la figura 4.7. Como se puede apreciar de la figura, los ceros de la funcién
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E = E1

wix) )

Figura 4.4: Primer valor propio de la energia.

Figura 4.5: Funcién v, simétrica a la anterior respecto al eje de las abscisas,
y simétrica a 1), con respecto al punto x = 0.

de onda corresponden a los nuevos puntos de inflexion.

Continuando este procedimiento se pueden obtener el resto de las funcio-
nes y valores propios. Debemos destacar que el nimero de ceros es siempre
una unidad menor ¢ — 1 que el nimero de orden correspondiente a la energia
E’i-

De esta forma hemos obtenido un espectro discreto para las energias
E < 0. Las funciones de onda decrecen asintéticamente de forma exponencial
en los extremos del intervalo (—o0,c0), y podemos entonces afirmar que la
particula se encuentra practicamente en una region acotada del espacio, es
decir, su movimiento puede ser considerado finito. Este resultado coincide con
el de la mecéanica clésica, sélo que la particula cudntica puede encontrarse
en regiones fuera de los puntos de retorno clasicos, aunque la probabilidad



4.1. ECUACION DE SCHRODINGER 103

E =E2
Wix)

Wix)

Figura 4.6: Segundo valor propio de la energia.

Wix) Wix)

AN VAN
A \Jn

Figura 4.7: Tercer valor propio de la energia.

decrece muy rapidamente en estas regiones.

El nimero de estados estacionarios depende de la forma que tenga U(x) y
puede ser finito o infinito. Si la profundidad del pozo es muy pequena puede
encontrarse un sélo estado. Si el niimero de estados es muy grande, la energia
y la distancia entre los estados tienden a cero con el aumento del nimero de
orden de estos.

El hecho de que no existan valores y funciones propias para E = U,
es comprensible de acuerdo con el principio de indeterminacién. La particula
deberfa estar localizada en el fondo del pozo (z = 0) todo el tiempo para
este valor de la energia, lo cual sabemos es imposible. La energia minima
que puede alcanzar la particula es Ej, que se denomina energia cero. La
misma no puede ser sustraida ya que constituye el inico minimo posible.
Este fenémeno se observa en la practica, por ejemplo, en el caso del helio
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liquido a temperaturas muy bajas. Los dtomos de helio se mantienen siempre
en movimiento oscilatorio gracias a la energia cero, que resulta mayor que
las energias potenciales atractivas de interaccion entre sus atomos. Como
consecuencia, es necesario elevar la presion si se quiere solidificar al helio a
tan bajas temperaturas.

II. £>0

Las ecuaciones asintéticas para x = oo toman ahora la forma:
d? 9
— 4 =0 4.20
T2 T (4.20)

donde 8 = /2mE/h? > 0. La solucién general de esta ecuacion es:
Y (z) = Cy cos px + Cy sen fx (4.21)

La funcién 4.21 mantiene sus valores finitos para x = 400 con cualesquie-
ra que sean los coeficientes Cy y Cs, aunque no tiende a un valor determinado
y oscila. Si U(x) es una funcién continua también lo serdn ¢ (x) y su primera
derivada en cualquier punto del intervalo (—oo, c0). Las condiciones de co-
sido se podran entonces siempre satisfacer. Para F > 0 se obtiene siempre
una solucién y el espectro energético resulta continuo. Como 1) se mantiene
siempre acotada incluso en x = 400, el movimiento es infinito. Este resultado
coincide con el que se obtiene en la mecanica clasica.

4.1.8. Movimiento unidimensional de una particula de
masa m en un campo potencial con simetria esféri-
ca

El potencial de simetria esférica es muy importante en la fisica atomi-
ca. En efecto, un nicleo atémico que se considera muy pesado e inmévil,
interactia con los electrones del atomo a través de un campo de fuerzas cen-
trales. Si consideramos el centro de simetria como centro de coordenadas, y
desprecia- mos las dependencias angulares que determinan la direccion del
vector de posicién 7, el potencial toma la forma U(r).

Este tipo de problema tridimensional puede ser llevado a un problema
unidimensional. La ecuacion estacionaria de Schrodinger tiene la forma:

h? (d% 2 dip

om \dr?2 " rdr

)+(E—U)¢:O (4.22)
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La ecuacion 4.22 se diferencia del caso unidimensional en el término %%.

Introduzcamos la funcién x (r) a través de la relacién x (r) = ¢ (r) - r. La
ecuacion 4.22 se transforma entonces en:

h? d*x

%W—’—(E U)X—O (423)

Esta ecuacién coincide con la ecuacion 4.15, por lo tanto, todos los re-

sultados obtenidos anteriormente se mantienen. No obstante, debemos notar
que en r = 0 la funcién x (r) no sélo debe ser finita sino que debe ademés
anularse (en el caso contrario la funcién ¢ — o). Por consiguiente, la mitad
de las soluciones deben ser excluidas, quedando sélo aquellas que pasen por
cero. Otro detalle importante es que no deben tenerse en cuenta las solucio-
nes para r < 0 por carecer de sentido fisico. El niimero de ceros sigue siendo
un orden menor que el niumero de orden de la funcion si no tomamos en
consideracion al valor r = 0.

Ain

Figura 4.8: Funciones de onda en un potencial con simetria esférica.

Resumen

» [a mecanica ondulatoria estudia los fenémenos no relativistas.

= Ecuacién de onda para la particula en un campo escalar:

ov h?
h— = ——— AU )W
! ot 2m +U(T)

= Funcién de onda para un estado estacionario: U (7, 1) = o (F) - e~ # 2t
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s Ecuacion de  Schrodinger para los estados  estacionarios:
2

h ]
g+ U (7)o = B

= La funcion de onda y sus primeras derivadas espaciales deben ser fun-
ciones continuas, unievaluadas y finitas en todos los puntos del espacio.
La continuidad de la funcién y sus primeras derivadas espaciales bastan
en muchos casos para garantizar estas condiciones.

= En la mecanica cuantica existe probabilidad finita de encontrar a una
particula en aquellas regiones inalcanzables desde el punto de vista
clasico

= La energia minima que puede alcanzar una particula se denomina ener-
gia cero y no puede ser sustraida.

4.2. El método operacional

El espacio de Hilbert.

Valor medio de la coordenada y de funciones de esta.

Valor medio del momentum y de funciones de este. Funcion de onda
® (p)-

= Funciones propias y valores propios. Mediciones exactas.

El operador de Hamilton H. Ecuacién general de Schrodinger.

Conjunto completo de observables. Niimeros cuanticos.

El estado dinamico de un sistema cuéntico se describe con el conocimiento
de la funcién de onda ¥, la cual puede ser obtenida al solucionarse la ecuacion
de Schrodinger. El conocimiento de W nos ha permitido establecer el valor de
la densidad de probabilidad p = |¥|%. Sin embargo, debemos desarrollar la
teoria de foma tal que sea posible determinar a las otras variables dindamicas
del sistema, ademas de la energia, que en el caso de los estados estacionarios
también se obtiene de resolver la ecuacién de Schrodinger para tales estados.

A diferencia de la fisica clasica, debemos recordar que como una conse-
cuencia del principio de indeterminacién, en la fisica cuantica no todas las
variables dindamicas de un sistema pueden ser determinadas exactamente en
cada momento de tiempo. La descripcién de un sistema dado solamente pue-
de verse a través de diferentes mediciones que se complementan unas con
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otras, y en un instante ¢t pueden ser determinado un conjunto de observables
del sistema. El establecimiento de las reglas para obtener este conjunto de
observables a partir de la funciéon de onda constituye la esencia del método
operacional.

4.2.1. El espacio de Hilbert

Definamos de forma rigurosa el espacio de las funciones de onda con el cual
hemos venido trabajando. En lo adelante omitiremos la dependencia tempo-
ral de la funcion de onda W, ya que sélo tiene importancia como pardmetro.
En los casos que sea importante tomar en cuenta esta dependencia se resta-
blecerd en sus argumentos.

Las funciones de onda de la mecdnica ondulatoria W (71,72, T3, ...,Ty)
son las funciones integrables cuadraticamente en el espacio configuracional
(71,72, T3, ..., 7p). Esto significa que

/// (U (71, 7o, T3, ..., Tp) |*dP1dPodFs...dT, (4.24)

tiene que ser una integral convergente. Este espacio funcional recibe el
nombre de espacio de Hilbert . El mismo posee las siguientes propieda-
des:

1) H es un espacio lineal.

Si Wy y ¥, son integrables cuadraticamente, entonces ¥ = \W; + AU,
también es una funcién integrables cuadraticamente. A constituye un ntiimero
perteneciente al campo de los nimeros complejos.

2) En el espacio H se puede definir el producto escalar de la forma:

<OV > = //// o (Fl,FQ,F?” 7Fn) v (Fl,FQ,Tg,, ,?n) dridrydrs...dr,
(4.25)

Si < ®, ¥ >= 0, las funciones se denominan ortogonales.
Ny =< U, U > recibe el nombre de norma de la funcion.
Propiedades del producto escalar:

a) <O,V >=< V¥ d>*

b) < (I), )\1\111 + )\2\112 >= )\1 < (I), \Ill > —|—)\2 < (b, \:[12 >
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3) H es un espacio completo.

Toda funcién integrable cuadraticamente puede verse como el limite de
una sucesion de estas funciones convergente, y viceversa.

En el espacio de Hilbert, se pueden definir simbolos matematicos cuyas
acciones sobre una de las funciones del espacio nos conduce a una nueva
funcién del mismo espacio. Estos simbolos constituyen operadores en el
espacio ‘H. Ejemplo de operadores son la variable z o una funcién f (z) cuya
accion es simplemente la multiplicacion de su valor por la funcién de onda. Se
acostumbra a representar estos operadores por Z y f (). Existen ademas los
operadores diferenciales, por ejemplo: a%v 88—;, etc. Definamos a continuacion
algunas operaciones con los operadores del espacio H. Nos limitaremos a
analizar el caso unidimensitonal en nuestros razonamientos, pues son muy

faciles de generalizar los resultados que se obtengan.

~

- Suma de operadores A + B : <E+ §> V() = AV (x) + BY ()
- Producto de operadores A - B : (ﬁ E) U(z)=A [E\II (x)}

Un caso particular del producto de operadores es B =\ Se cumple:

(ﬁ : A) U (z) = A\ (2)] = A [ﬁqf (x)}
(A-?l) U (z) = A [E\p (x)}
= A=\

En general para cualquier B esta relacion no se cumple, es decir, el algebra
de los operadores no es siempre conmutativa.

Def: Si A-B = E-/Alsegi\ice/guegyéconmutan. Slgﬁ#ég,
entonces se dice que A y B no conmutan o son anticonmutativos.
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Un ejemplo importante de dos operadores que no conmutan son los ope-

0 ov
(xa_> to=a %
ov

(%.x) \I/(x)—((%[xllf(x)]—\ll(x)—i—x-%

radores x y 9 :
x

{%m] ¥ (z) = (%.x_x.%)\ll(x) — V() = {%,x] ~T (4.26)

- Funcién de operadores L=1L (A\, E) : L puede ser cualquier funcién

racional entera.

La limitacion y suficiencia de la definicién de L esta dada a que precisa-
mente en la fisica clasica con tales funciones se definen las nuevas magnitudes
fisicas.

Def.: A es un operador lineal si para cualquier par de funciones V¥, y
U, € H, y para cualquier par de niimeros complejos A\; v Ao, se cumple:

A (M) + AUy) = A AUy + Xy AU, (4.27)

En la mecanica cuantica sélo se consideran operadores lineales, en caso
contrario no se cumpliria el principio de superposicion.

4.2.2. Valor medio de la coordenada

Supongamos se tiene una particula cuyo estado se caracteriza por la fun-
cién de onda WV (x), y por consiguiente, U*W dx representa la probabilidad de
encontrar a la particula en el intervalo (z,z + dx). Tomando en cuenta esta
interpretatcion estadistica, el valor esperado o valor medio de la coordenada
como resultado de una medicion es:

(z) = /x U (2) U (2) de —< 0,50 >—< 30,0 > (4.28)

donde se tuvo en cuenta que el operador T actua simplemente como el pro-
ducto de x por la funcién ¥ (x). Ademads, = es un valor real.

Supongamos se tiene ahora una funcién de la coordenada f(x). A través
de razonamientos analogos, podemos concluir que el valor medio de esta
funcién sera:

(f (2)) = / U (2) f(3) U (@) de =< U, f (@) T > (4.29)
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4.2.3. Valor medio del momentum

Como vimos anteriormente es muy simple determinar los valores medios
de la coordenada o de funciones de esta, a partir del conocimiento de W (z) .
Sin embargo, cémo determinar el valor medio de la cantidad de movimiento
de una particula o de funciones racionales enteras de esta, a partir de la
misma funcién ¥ (x), si recordamos ademds que x y p son magnitudes fisicas
complementarias.

Introduzcamos la transformacion de Fourier para la funcién de coordena-

das ¥ (z):
1

) = (2mh)

(I

/ ® (p) enP"dp (4.30)

De acuerdo con esta ecuacion, la funcién ¥ (z) se puede considerar como
la superposicién lineal de ondas planas elementales del tipo e#?*, que po-
seen cantidades de movimiento p exactamente determinadas, y amplitudes

(27rh)_% - ® (p). Si en esta superposicién solamente @ (py) # 0, el resultado
de una medicion serd py. Por otro lado, si ® (p) es diferente de cero en una
regién cercana a pg, el valor de una medicién para el momentum también
sera seguramente cercana a po.

De este andlisis podemos concluir que I (p) dp = |® (p) |*dp constituye
la probabilidad de encontrar un valor de la cantidad de movimiento en el
intervalo (p, p + dp) . ® (p) se puede considerar entonces como la funcién de
onda en el espacio de los momentum.

Calculemos la integral de la norma para la funcién V¥ (x) utilizando su
representacién de Fourier:

o0 1 o0 o0 o o0 )
Jrw@par= oo [ [ e weira| | [omerap)| -
o o ) / 1 o l( B /)x /

O (p)P(p) |5 [ e dx| dpdp’ =
21mh

/ / " (p') @ (p)é (p—p') dpdp’ = / 1@ (p) |Pdp =1 (4.31)
donde se utilizé la representacion de Fourier de la funcion Delta de Dirac

d(p—p'). La ecuacién 4.31 indica que la norma se mantiene invariante res-
pecto a la transformacién de Fourier. La condicion de normalizacién es la
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misma en el espacio de coordenadas y en el de los momentum. La transfor-
mada de Fourier establece la regla para pasar de un espacio al otro, y pasar
de esta forma de la funcién ¥ (z) a la representacién ® (p), y viceversa. De
forma general, esta relacion es:

U (F) = (27;)3 / ® (p) erPTdp (4.32)

Como se destacd en el epigrafe anterior, al introducir la ecuacién de
Schrodinger surge determinada relacién entre el momentum p y el operador

diferencial —iha—. Demostremos que es precisamente este tultimo operador

x
la representacion del momentum en el espacio de las coordenadas. En efecto,

(e}

: . 0 B

—Zﬁ/\ll (x )axlll( x)dr =
- [ 7@*( )e_ﬁpxd 0 ]OCI)()ehpmd dr =
o p p Oz p =

/<I>*( )dp' ern—e gy | —

//‘P* ) p®( )5(p—p)dpdp=/<I>*(p)p<1>(p)dp (4.33)

—00 —OC —00

El miembro derecho constituye la expresion analoga de la ecuacion 4.28,
que representa el valor medio del operador T en el espacio de coordenadas.
En consecuencia, esta integral se puede interpretar como el valor medio del
operador p en el espacio de los momentum, cuya accién es aqui simplemente la
multiplicacién y |® (p) |* representa como se dijo la densidad de probabilidad
en este espacio. Debido a que ¥ (z) y @ (p) son representaciones equivalentes
de un mismo estado, llegamos a la conclusién de que el valor medio de p en
el espacio de coordenadas sera:

(p) = /ooqf (z) (—m ai) U (1) dz (4.34)

—00

El operador de la proyeccion del momentum es entonces en el espacio de
configuraciones:

B,
= —iho (4.35)
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Generalizando este resultado, la representacién del operador del vector
de la cantidad de movimiento en el espacio de las coordenadas es entonces:

p=—ihV (4.36)

Como se vio al inicio (ver 4.26), z y a% constituyen dos operadores que
no conmutan entre si. Se puede demostrar que a las magnitudes fisicas com-
plementarias le corresponden operadores anticonmutativos en la mecéanica
cuantica.

De forma similar a como ocurre con una funcién de z, el valor medio de
una funcién F'(p) se obtiene como:

(F(p)) = 7\1; (z) F (P) VU (x) dw = /Ooxy (x) F (-m%) U (z)de (4.37)

Por ejemplo,
(p") = / U (z) (—ih(%) U (v) dx (4.38)

En sentido general, la mecanica cuantica postula para cualquier magnitud
fisica que sea una funcion racional entera de x y p la regla:

(F(z,p)) = 7@ (2) F (7,) ¥ (z) dz = 7@ (x) F (m —m(%) U (z) do

(4.39)
Debemos recordar que z y p en esta formula no son el resultado de una
medicion ya que esto contradice el principio de indeterminacion. Esta ecua-
cion solo tiene un sentido estadistico: nos proporciona el valor medio de F'y
no un valor exacto.
Generalizando este resultado tenemos:

~

(F(7,7)) = / U (F) F (%, p) U (F) dV (4.40)

4.2.4. Funciones propias y valores propios de un ope-
rador
A las magnitudes fisicas de la mecanica clasica, la mecanica cuantica

les hace corresponder determinados operadores, estableciendo reglas para
conocer sus valores medios. Surge la siguiente pregunta: ;Existiran estados
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en los cuales, la medicién de una magnitud L (operador L en la mecénica
cuéntica) siempre tiene un valor determinado?

La respuesta es afirmativa, tales estados son las funciones propias del
operador L y los valores que se mantienen invariables son sus valores propios:

LU =LV (4.41)

Un ejemplo facil de comprobar son las ondas planas V¥ (z,t) = C-

exp [z(%x — wt)} que constituyen las funciones propias del operador p,.

Demostremos que la condicicion 4.41 es suficiente:
<L>:/\If*E\I!dV:/\IJ*L\I/dV:L/\I!*\IIdV:L (4.42)

De donde se concluye que el valor medio (L) siempre es igual a L.

Se puede demostrar que esta condiciéon no es sélo suficiente, sino también
necesaria.

Es importante senalar que las magnitudes fisicas siempre tienen valores
reales en las mediciones. Por tal razon, los valores medios de los operadores de
estas magnitudes en la mecanica cuantica, y por lo tanto sus valores propios,
también tienen que ser valores reales. Esto implica que a las magnitudes
fisicas solo se les pueden hacer corresponder operadores hermiticos como
consecuencia del algebra lineal:

L=1" — <UL, LUy > = < Uy LU, >* (4.43)

4.2.5. El operador de Hamilton

Encontremos el operador correspondiente a la energia total de una particu-
la siguiendo las reglas vistas anteriormente. Tomando en cuenta que la energia
de una particula es una funcién del tipo F' (7, p) se tiene:

2

~ 1 N h
H=_—p =——A 4.44
5P +U - +U (4.44)

La ecuacién que determina las funciones y los valores propios de este operador
es:

. 2
HY = EV = (—Qh—A+U) U =FEV (4.45)
m

La misma coincide con la ecuacion de Schrodinger para los estados estaciona-
rios (ver 4.12). En sentido general, la ecuacion de Schridinger dependiente
del tiempo 4.8 se puede escribir entonces como:

h— — HU 4.4
ih BT (4.46)
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Esta ecuacién se postula en la mecanica cuantica no solo en el caso de
un campo escalar de fuerzas, sino en general para cualquier tipo de campo,
por ejemplo, el magnético. El operador H se conoce como operador de
Hamilton.

4.2.6. Conjunto completo de observables

Como habiamos visto en el epigrafe 3.2.4, no todas las magnitudes fisicas
pueden ser medidas al unisono en el micromundo. El conjunto de las magni-
tudes que poseen valores exactos al mismo tiempo, y que permiten expresar
a todas las magnitudes medibles de un sistema se denominé conjunto com-
pleto de observables. Veamos a continuacion que relacion deben cumplir los
operadores asociados a dos magnitudes medibles en un mismo instante de
tiempo t. R

Supongamos A y B son dos operadores con igual funciéon propia Wy, se
cumplen entonces las relaciones:

AWy =AW, ., B, = By, (4.47)

donde Ag y By son los valores propios de estos operadores correspondien-
tes a la funcién propia Wy, R

Multiplicando a la izquierda la primera de estas relaciones por B, y la
segunda por A, obtenemos:

ABU, = AByU, = ByAU, = ByAg¥,
B\A\\Ijg = EAO\IIO == AOE\DO == A()BO\IJO
= (EE . Eﬁ) Wy =0: [2, E} Wy =0 (4.48)
Supongamos ahora que A y B tienen el mismo conjunto de funciones
propias {U, }, en tal caso se cumplird la relacién [ﬁ, é} ¥, = 0 para cualquier
v,,.

Como sabemos del algebra el conjunto de funciones {¥, } forma una base
y por ende cualquier funcion de onda ¥ € H, puede ser desarrollada en esta

base:
U=> ¢, (4.49)

Como los operadores conmutan para todas las funciones de la base, ellos
también conmutan para cualquier funcién ¥ € H:

[2, E} V=0 = AB=BA (4.50)
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Si las funciones propias de dos operadores A y B coinciden, lo cual signi-
fica que ambos operadores tienen valores exactos al unisono A,, y B,, en cada
estado V,,, estos operadores conmutan.

Se cumple también la afirmacion contraria: si dos operadores conmutan,
estos tienen el mismo sistema completo de funciones propias, y estan por lo
tanto asociados a magnitudes medibles en los mismos instantes de tiempo.
En efecto, supongamos que A y B conmutan, y poseen ademas los conjuntos

: : a b Y.

de funciones propias {U¢} y {¥}, }:
Ta a Db b
AVL = A, 02 , BV, =B,V

m

(4.51)

Cualquier funciéon ¥¢ admite el siguiente desarrollo por la base que con-
forman las funciones {¥? }:

e =) e, vl (4.52)

m

Introduzcamos las funciones ¢, = (ﬁ — An> Ul . En virtud de la con-

mutacion de los operadores A y B , se cumple que estas también son funciones
propias del operador B:

Bown = B (ﬁ - An> o= (2 . An> Bt = (2 - An> BV = Byonm
(4.53)

@ las funciones resul-

nm?

Multiplicando estas funciones por las constantes ¢
tantes ¢ ©nm continuan siendo funciones propias del operador B. Sumando
estas ultimas, obtenemos:

> Chonm = D o (A= A W, = AN, W = A, W, =

AT — A, 10 = (E - An> T =0 (4.54)

Si suponemos que el espectro del operador B es no degenerado, al ser
¢t ©onm funciones propias de este operador correspondientes a distintos valo-
res B,,, que forman una base, la relacion anterior se cumplira solamente si
cada funcion c?, ¢nm = 0. Tomando al menos un coeficiente desigual de cero,
lo cual garantiza que la funcién ¥? también lo sea, por ejemplo:

crn =0 m#n

&t F0, O =0 m=n (4.59)
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Esta condicion implica que las funciones propias de ambos operadores coin-
ciden

Pun =0 = (E—An>\lfg:o = U=y

Notemos que si més de un coeficiente ¢, es desigual de cero entonces, p,,,, =
0 para estos valores de m, y W% sera la combinacién lineal de funciones propias
correspondientes a un mismo valor A,: el espectro de A es degenerado.

De lo anterior podemos concluir que dos magnitudes A y B se pueden
medir al unisono, s7 y sélo si, los operadores A y B correspondientes conmu-
tan.

El conjunto de magnitudes fisicas A, B,..., L; cuyos operadores conmutan
entre si conforman un conjunto completo de observables.

Para este conjunto de operadores existe evidentemente una base de funcio-
nes propias comun y unica, por lo tanto ellos pueden ser medidos al unisono
de forma exacta. A estas funciones propias corresponden determinados indi-
ces que las identifican segin sean los valores propios de cada una de estas
magnitudes, los mismos reciben el nombre de nlimeros cuanticos.

Recordemos que cada funciéon propia estd indeterminada por el valor de
una constante. Si la funcién estd normalizada, la constante queda determi-
nada dejando indeterminada solamente una fase que carece de sentido fisico,
pues no influye en los valores medios.

Resumen

» Las funciones de onda de la mecanica ondulatoria son las funciones
integrables cuadraticamente en el espacio configuracional y conforman
el llamado espacio de Hilbert.

= En la mecanica cuantica solo se consideran operadores lineales y hermiti-
cos. En general, el dlgebra de estos operadores no es siempre conmuta-
tiva.

» Valor medio de la coordenada: (z) = [ U* (z) 2V () dz

= La transformada de Fourier constituye la regla para pasar del espacio
de coordenadas al espacio de los momentum, y viceversa. ¥ (z) y @ (p)
son representaciones equivalentes de un mismo estado en estos espacios.
R 9 ~ _
[ ] Pz = —ih— , P = —1hV
ox
= A las magnitudes fisicas complementarias le corresponden operadores
anticonmutativos en la mecanica cuantica.
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4.3.

Regla general para el cdlculo de valores medios de magnitudes F' (7, D) :
)= [v o FFE)vmay

Las funciones propias de un operador L son los tinicos estados en los
cuales esta magnitud fisica tiene valores exactos, siendo ademds sus
valores propios L (L W = LWV) los que se mantienen invariables.

Ecuacién general de Schrodinger dependiente del tiempo: ihﬁ —H v,

donde H es el operador de Hamilton asociado a la energia total del
sistema.

La condicién necesaria y suficiente que satisfacen dos operadores asocia-
dos a dos magnitudes fisicas medibles en un mismo instante de tiempo
t es su conmutacion. El conjunto de magnitudes fisicas A, B,..., L; cu-
yos operadores conmutan entre si conforman un conjunto completo de
observables.

El Momentum Angular

Operador del momento de la cantidad de movimiento lineal de una

particula [.

Operador del momentum angular y operadores de sus proyecciones en
coordenadas esféricas.

Cuantizacion de [,.

~

. ., 2
Cuadrado del momentum angular. Relaciones de conmutacion entre [
y las proyecciones del momentum angular.

-~

. . ) 2
Funciones propias y valores propios de [ .

Regla vectorial para la suma de los momentum angulares.

De acuerdo con el método operacional, a cada magnitud fisica observa-

ble le

corresponde un operador hermitico que actiia en el espacio de Hilbert.
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De forma general en la mecdnica cuantica ondulatoria, a una magnitud ob-
servable F (z,p) de un problema unidimensional se le hace corresponder el
operador F' (T, p) segun la regla:

F(x,p)— F(z,p), T==x, p=—ih— (4.56)

Debido al caracter estadistico de la funcién de onda, sélo pueden conocerse
los valores medios de las observables:

(A) =< U, AV > (4.57)

Solamente aquellos estados que constituyan funciones propias garantizan
que los valores medios permanezcan inalterables. Existen ademas, las lla-
madas magnitudes complementarias que no pueden ser medidas al mismo
tiempo, lo cual se refleja en las relaciones de anticonmutacion de sus opera-
dores. Asi, el conjunto completo de magnitudes medibles u observables lo
constituyen las magnitudes fisicas cuyos operadores conmutan entre si.

Una de las magnitudes mas importantes en la fisica cuantica es el mo-
mentum angular.

4.3.1. Momento de la cantidad de movimiento lineal
de una particula

En la mecanica clasica el momento de la cantidad de movimiento lineal de
una particula respecto al centro de coordenadas se define como el producto
vectorial [ = [F x p]. Esta definicién no sirve en la mecénica cudntica pues
no existe un estado en el cual ambos vectores 7 y p posean valores bien
determinados.

Utilicemos la regla 4.56 para asociar un operador a esta magnitud fisica:

= [% x g%] (4.58)

Desarrollando este producto vectorial en coordenadas cartesianas obtene-

mos: 5 5
ly =yp. — zpy = ih (Za_y - §>
S 0 0
ly =Zp, — ¥p, = ih <x& — Z%) (4.59)

~ . 0 0
l, = xp, — yp, = th y%—wa—y
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-~

donde le, ly, y l: representan los operadores de las proyecciones del mo-
mento de la cantidad de movimiento lineal. Observemos que por ejemplo m
y p. conmutan entre si y por lo tanto [, estd bien determinado. De forma

similar Ty, y TZ también lo estdn. En general, [ = Z; E+Ty 3—#2\2 k, y su sentido
fisico queda claro si actuamos sobre una funcién ¥ cualquiera perteneciente
al espacio de Hilbert segun la ecuacion:

= (Txp) it @@) 7+ (T\p) 2 (4.60)

es decir, a cualquier funcién de onda V¥ la accién de este operador le hace

corresponde un vector (.
Surge la siguiente pregunta: ; Existird algiin estado W para el cual las tres

proyecciones del vector [ tienen valores determinados?, dicho de otra forma,
,podran ser medidas al unisono estas proyecciones?. Esto implicaria que se
cumplieran al mismo tiempo las ecuaciones:

LU =19, LU=V LU=LU (4.61)

Para contestar a esta pregunta debemos encontrar las reglas de conmu-
tacion para los operadores I, I, y [..

~ 0 9, 0 0
— 2 _ - _ —_— =
loly = —h (Zay y82> (xaz z@x)

o? 0? o? 9, o?
—h? <Z$8y(92 —YTH5 + ey o +y=——22 > (4.62)

~ 0 0 0 0
— _p2 L — —y— | =
e == (x(?z Z@x) (Zay y@z)

2 2 2 2
—h2<z 0 —xy%—kxz 0 +x£—22 0 > (4.63)

Y9182 0z0y oy 0xdy
SN 0 0 -
= — = — 2 _— R — 1
00 =Td, ~ Ll = —n (y — g ay) ihl, (4.64)

De forma similar se demuestran las otras reglas de conmutacién y obtene-
mos:

Y
S
I
=
=
|

7= (a% - yaﬁ) i, (4.65)

S D) 9 -
[zz,zx] — 0L — Ll =—h (x = ax> ihl, (4.66)
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Podemos observar que dos proyecciones cualesquiera del momento de la
cantidad de movimiento lineal no conmutan entre si. No existe por tanto un
estado cuantico en el cual no las tres, sino incluso dos de estas proyecciones
tienen valores determinados. No existe entonces estado alguno dondAe el vector

[ esté determinado, ni en magnitud ni en direccién, y por ende I no tiene
funciones propias ni valores propios. Solamente se puede determinar para
un estado dado su valor medio, es decir, su enlace con el experimento es
puramente estadistico. La tinica excepcion la constituye el estado en el cual
las tres proyecciones son nulas.

4.3.2. Momentum Angular

Para continuar con el analisis del operador [ pasemos ahora de coordena-
das cartesianas (z,y, z) a coordenadas esféricas (r, ,0). Las relaciones que
existen entre estas coordenadas son las siguientes:

X =1-cosp-sent TZ\/m
Yy =r-seny - send ¢ = arctg? (4.67)
z24y?

z=r"-cost 0 = arctg~—

Sustituyendo las expresiones de las derivadas respecto a las viejas coor-
denadas, a través de las nuevas, es posible obtener el siguiente resultado:

~ 0 0 , 0 0
l, =h <Za_y — y§> =1h (SGHQO . % + Ctg@ - COSQ - %)
~ 0 0 , 0 3}
l, =1ih <x$ - 28_13) = —ih (cosgp 56" ctgl - senp - —&0) (4.68)

fz =1h (y3 — x%) = —ihi

Como se observa de estas relaciones existe una diferencia sustancial entre
el momento de la cantidad de movimiento lineal cldsico I = [F x p] y el corres-

pondiente operador [ en la mecdnica cudntica: el momento clasico depende
del radio vector 7 y por lo tanto de la eleccién del origen de coordenadas,
sin embargo, el operador del momento no contiene a r, y sélo depende de
los angulos ¢ v 6 que determinan al vector de posicién. El operador cuantico
solo depende de la eleccion de las direcciones de los ejes coordenados pero
no del origen del sistema. Por esta razon es conveniente nombrarlo como
operador del momentum angular de la particula. Como consecuencia,
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tampoco dependeran del origen de coordenadas los valores propios de este
operador.

Encontremos ahora los valores propios y las funciones propias de una de
las proyecciones del momentum angular. En general, si existen las funciones
propias y los valores propios para una de las proyecciones, también existiran
para las otras dos proyecciones, e incluso para cualquier direccién del espacio,
lo cual concuerda con la isotropia de este ultimo. La no-conmutaciéon entre
los operadores de las proyecciones trae como consecuencia que sélo una de
ellas se pueda medir.

4.3.3. Cuantizacion de [,

Elijamos una direccién del espacio arbitraria y tomemos el eje zeta del
sistema de coordenadas coincidente con esta direccién. La eleccion de zeta
esta asociada a la simpleza de la expresion del operador en coordenadas
esféricas. Resolviendo el problema de funciones propias y valores propios
para el operador [, obtenemos:

~ ov
LYV=1,V = —th—=L1LV 4.69
ih (4.69)

cuya solucién es:
i

1,
U(r,0,0) =C(r,0)-eh " (4.70)

La funciéon ¥ debe estar determinada de forma univoca, por tanto, al
completar el argumento ¢ una vuelta de 27 radianes este debe regresar a su
valor inicial (se regresa al mismo punto del espacio para valores fijos de r y
6). Debemos satisfacer entonces la relacién:

{ ?
—l, =l (p+2
eh ™" —ch (o +2m) (4.71)

El exponente constituye una funcién periédica con periodo 27, de donde
se deduce que

%lz-27rzm-2m' =  L=mh m=0, £1, £2 .. (4.72)
Esta relacion implica que la proyeccion del momentum angular en cual-

quier direccion del espacio se cuantiza. La unidad de esta cuantizacién es
h.
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Por su forma, esta regla de cuantizacion es andloga a la obtenida por
Bohr. Sin embargo, para Bohr [ representaba al momentum angular total del
electrén, mientras que ahora sélo nos hemos referido a una de sus proyeccio-
nes en una direcciéon determinada. El vector como un todo no existe como
magnitud bien determinada.

4.3.4. Cuadrado del operador del Momentum Angular

En la mecéanica cuantica ademas de [, o m,, como también se acostumbra
a considerar refiriéndonos al valor en unidades de A, se introduce al operador

que resulta del cuadrado de I:

) o~ o~ ~_\2
= (lzi +I+ lzk:) P42+ (4.73)

Y

~

2
., 2 = ) -2
Notemos que la notacion es [ y no @ como seria correcto, ya que [ no

existe, pues no existe el propio vector [.

La introduccién de esta magnitud se justifica debido a que {72, lz] = 0.

En efecto,

{ZZ,TZ} — 7L - =0 (4.74)

Relaciones de conmutacion similares también se cumplen para le y 2;

Podemos concluir que existe un estado en el cual se pueden determinar
al mismo tiempo los valores del cuadrado del momentum angular y el de una
de sus proyecciones en una direccion seleccionada del espacio, usualmente
tomada como z.

Supongamos existe un estado ¥ con valores determinados 7 y m,. Por
definicion se tiene que:

UF-B=P+1 (4.75)
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El valor medio de esta relacién es

/q/* <Z2—Tj> qfdvzf—mgz/\lf* (P +T;) VAV >0 (4.76)

La integral en el miembro derecho es una magnitud estrictamente posi-
tiva ya que representa el valor medio de una magnitud positiva, [ + lg, en

el estado W. Por consiguiente > m?. Esta relaciéon implica que el momen-
tum angular no puede orientarse de forma exacta a lo largo del eje zeta. En
cualquier estado siempre se tienen componentes [, y [, indeterminadas. Esto
nuevamente refleja el hecho ya conocido de que no existe estado alguno don-
de las tres proyecciones tengan valores determinados. Nuevamente la tinica
excepcion la constituye el caso =0

DetermineAmos a continuacion las funciones propias y los valores propios

del operador . Sustituyendo las expresiones 4.68 en 4.73, se puede obtener:

2 h? 0 o) o 9
_ 9 9| — A 4
l Y, {sen@ae (seneae) + 8@2] h*Ag (4.77)

La ecuacion de las funciones propias y los valores propios toma la forma:

-2
2N U =TT = AU %\IJ =0 (4.78)
Esta ecuacion, conjuntamente con la condiciéon de periodicidad por el
angulo ¢, y la condicién de acotamiento en los extremos del intervalo [0, 7]
de variacion del angulo 6, conforman el conocido problema de Sturm-Liouville
para la esfera.
Frecuentemente se resuelve este problema a través de soluciones reales, sin
embargo, aqui nos proponemos encontrar las funciones propias que también lo
sean del operador [, y debemos buscar soluciones complejas en la forma 4.70.

. . . 2 =~
Las funciones propias complejas de los operadores [” y [, son las llamadas
funciones esféricas y se denotan como Y, (6, ). Se cumplen las siguientes
ecuaciones de funciones y valores propios:

PYm (6,0) = L1+ 1) B2 Y (6, 9) [=0,1,2,... (4.79)

~

LY™(0,¢) =mh-Y™(0,p) m=—I,...,0,..,1

=
3
=
&
I
T
=

|:(2l4—|7; )E§+Z§] P (cosf) €™, m >0 (4.80)
(=

Y (0,0) = (D)"Y (0, )] (4.81)
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Podemos observar que los valores propios 7= [(I41) k2. Las funciones
Y™ (0, ¢) estan normalizadas a 1 en una esfera de radio unidad.

-~

Debemos senalar que la determinacion de los valores propios de 7 se
puede realizar sin resolver el problema anterior, utilizando los operadores
ly =1, +1l, yl_ =1, —1l,, y las relaciones de conmutacion.

Para un valor dado de I~ = [ (I + 1) h? existen varios estados con diferentes
proyecciones de m, que van desde —[ hasta [, para un total de 2/ + 1 valores
diferentes. Se dice entonces que existe degeneracidn por la proyeccién del
momentum para un valor de [ dado.

A los diferentes valores de I y [, se le conoce como cuantizacién espa-
cial y se representa esqueméticamente como un vector de longitud /1 (I 4+ 1)
con diferentes proyecciones en el eje zeta, a pesar de que no debemos olvidar
que [ no existe. Por ejemplo para los valores | = 1 y [ = 2 tenemos:

L=¢2

Figura 4.9: Cuantizacién espacial paral =1y [ = 2.

Nunca debemos entender estos diagramas literalmente!, son sélo esque-
mas.

Finalmente veamos algunas de las funciones esféricas mas sencillas. De la
ecuacion 4.80 tenemos:

20+ 1
V2 (0, 0) = \/ = P (cosd) (4.82)




4.3. EL MOMENTUM ANGULAR 125

1 [35 .
Y5 (0, 9) = T Y9 (0,0) = =\ g sen’0 - €™ (4.86)

4.3.5. Regla vectorial para la suma de los momentum
angulares

Hemos visto hasta aqui el momentum angular de una sola particula.
Suponga- mos que se tiene un sistema compuesto por dos particulas inde-
pendientes con momentum angulares 1 v I, respectivamente. Definamos al
operador del momentum angular total del sistema segin la ecuacion:

El operador de la proyeccion del momentum total serd entonces:
L=1la+1s (4.88)

Como las particulas son independientes, no existen términos de interac-
cién en el Hamiltoniano y se puede entonces separar variables, la funcion de
onda que describe al sistema puede ser escrita como el producto:

U (71,72) = Wy (1) - Uy (T2) (4.89)

Considerando que A y I, actian sobre Uy vy Wy respectivamente, es facil

demostrar que |l;,l5| = 0, y por lo tanto se cumple:

5 2 2\ 3 = = 5
1:@+z2) Y A A (4.90)

A partir de esta expresion podemos también demostrar facilmente que

[" conmuta con sus proyecciones en cualquier direccion del espacio, y por

- : . -2
consiguiente, existe un estado del sistema al menos en el cual [ y una de las
proyecciones, por ejemplo [,, tienen valores exactos. De esta forma tenemos
que para un par de particulas independientes:

1. El sistema puede ser caracterizado por el conjunto de nimeros cuanti-
cos: ly, ly, my, ma, existiendo (20, + 1) (2l + 1) estados correspondien-
tes a valores fijos de l; y l. Las funciones propias se podran escribir
entonces como Wy, 1, 1 ms-

2. Elsistema puede ser caracterizado por otro conjunto de niimeros cuanti-
cos: ly, Iy, I, m, existiendo obviamente el mismo numero de estados
(2l +1) (20, + 1).
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Demostremos la segunda afirmacion.

De la definicién de [, tenemos que m = my + me.

Supongamos que [; > [y entonces, los valores mdximos positivos de m
seran: Iy + 1o, ly +1lo—1, ..., Iy — Iy + 1, [ — Iy que conforman (2[5 + 1) valores.
En el cuadro siguiente se muestran los valores de m para iy =3 y [y = 1:

mi Mo m
4

3 3
2 2
1 1 1
0o 0 O
-1 -1 -1
-2 —1
-3 -3
—4

Notemos que m = 1 es positivo pero se obtiene de las combinaciones 2—1,
14+0,0+1.

A estos estados les corresponden valores de [ = Iy + 1o, I + 15 — 1, ...,
ly —ls+1, Iy — I5. Para valores dados de [, m puede tomar 2/ + 1 valores. Asi,
el nimero total de estados del tipo ¥y, ;, 1., sera:

2(Lh+ )+ 142+l —1)+ 14, 42—+ 1) +1+42(1 =)+ 1=

2L+ 1) +1+2( — 1) +1
2

donde se utiliz6 la féormula de la suma de los términos de una progresién
aritmética con diferencia -2.

Podemos concluir que el momentum angular total toma los valores [ (I + 1),
donde [ varia en los limites desde [; — [5 hasta [y + ls, si l{ > [5.

La regla vectorial general para la suma de los momentum angulares de dos
sistemas no interactuantes, por complejos que estos sean, se puede escribir
como:

(2 +1) = (20, +1) (2 +1)  (4.91)

l = |l1 - ZQ|, |ll - l2| + 1, ceey ll + l2 - 1, ll + l2 (492)

Si dos subsistemas 1 y 2 no interactian entre si, y no existen fuerzas
externas, el momentum angular total del sistema se conserva, asi como los
momentum [; y 1, de cada subsistema. Si existe interaccién entre los subsiste-
mas, los momentum angulares [; v [ dejan de conservarse, pero se mantiene
la conservacién del momentum total. En muchos casos de la fisica atémica, la
interaccion entre los subsistemas puede considerarse débil y por ende se puede
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hacer la aproximaciéon de considerar que [y y [ no varian practicamente. Para
tales sistemas consideraremos la regla vectorial de la suma de los momentum
angulares obtenida anteriormente para subsistemas independientes.

Resumen

= En el micromundo, el vector del momento de la cantidad de movimiento
lineal de una particula [ no estd determinado ni en direccién ni en
magnitud, sélo podemos determinar su valor medio y de manera exacta
una de sus proyecciones en cualquier direccion del espacio.

= Contrario a lo que ocurre en la mecanica clasica, el operador cuantico

[ sélo depende de la eleccién de las direcciones de los ejes coordenados
pero no del origen del sistema. Recibe el nombre de momento angular
de la particula.

= Cuantizacién de una de las proyecciones del momento angular:
l,=mh, m=0,=+1, +2, ...

= Existe otra magnitud que si puede ser determinada exactamente: el
cuadrado del operador del momentum angular. Los valores del cuadrado
del momentum angular y el de una de sus proyecciones en una direccion
seleccionada del espacio se pueden determinar al mismo tiempo.

= Las funciones propias de los operadores 7 y ZAZ son los arménicos esféri-
cos Y™ (0, ). Los valores propios de estos operadores son [ (I + 1) h? y
mh, que va desde —[h hasta [h, para un total de 21+1 valores diferentes.
Existe degeneracion por la proyeccion del momentum.

= Regla vectorial general para la suma de los momentum angulares de
dos sistemas independientes o que interactuan débilmente:
l - “1 - lgy, |ll — 12’ —|— 1, ceey ll —|— lg - 1, ll —|— l2.
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Capitulo 5

Atomos Monoelectronicos

En el micromundo, los sistemas son caracterizados completamente por
una funcién compleja denominada funcién de onda W. La magnitud p = |¥|?
representa a la densidad de probabilidad de encontrar el sistema en determi-
nado punto del espacio configuracional. Para obtener esta funcion es necesario

resolver la ecuacion de Schrodinger: ih— = H ¥, donde H es el operador de

Hamilton del sistema en estudio. En general, no toda funcién que satisfaga
esta ecuacion representa un estado posible del sistema, es necesario ademas
que pertenezca al espacio de Hilbert H.

Las magnitudes fisicas son representadas en la mecanica ondulatoria por
operadores lineales hermiticos que actuan en el espacio de Hilbert. Dado el
caracter estadistico de ¥, sélo se pueden conocer los valores medios de las
magnitudes fisicas. La condicion necesaria y suficiente para que una magnitud
fisica tenga un valor exacto (valor medio constante) en determinado estado
U consiste en que esta constituya una funciéon propia del operador asociado
a la magnitud de interés. Los valores propios del operador seran en este caso
los valores que adoptard la magnitud, que serdan ademas reales.

Dos magnitudes A y B pueden ser medidas al unisono, si y sélo si, los
operadores a estas asociados conmutan. La conmutacién garantiza que los
operadores poseen funciones propias comunes. El conjunto de operadores que
conmutan entre si se denomina conjunto completo de magnitudes medibles
o conjunto completo de observables.

Un operador de singular importancia es el operador del momentum angu-
lar. El enlace con la realidad de esta magnitud es puramente estadistico, ya
que solo se pueden medir una de sus proyecciones en el espacio, y el cuadrado
del mismo.

Los sistemas més sencillos de la fisica atomica son los sistemas mono-
electronicos. Al estudio de estos sistemas esta dedicado este capitulo.

129
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5.1. El atomo de Hidrégeno y sus similares

= Conjunto completo de observables en el hidrégeno.
» Fcuacién radial de Schrodinger

= Cuantizacion de la energia en el dtomo de hidrégeno.

Para resolver el problema de la cuantizacion en los atomos con un solo
electrén (H, He™, Lit™, Be™™1 ...), debemos solucionar la ecuacién de Schrodin-
ger estacionaria con un campo potencial de tipo coulombiano:

2
Ul(r)= _Ze (5.1)
r

Z simboliza al nimero atémico (Ze- carga del nicleo atémico), y r es
el médulo del radio vector 7 que indica la posicién del electréon referida al
ntcleo. Tomemos en cuenta el hecho de que el nicleo es mucho més pesado
que el electron, por lo tanto podemos considerarlo inmdvil en el origen de
coordenadas.

La ecuacién estacionaria de Schrodinger 4.12 toma la forma:

~ h? Ze?
— A+ — T)=FEiY (7 5.2
a4 2w = B (5.2
El potencial en cuestion es un potencial con simetria esférica o potencial
central, por consiguiente es conveniente analizar el problema en coordenadas
esféricas. En estas coordenadas el Laplaciano se escribe como:

A— 12 7’22 _i_i Lg Seneg _i_;&_Q —
Cr2or or r2 | senf 00 00 sen20 0p? |

#? 20 1 10 \* 1
-~ 427 LA, == —A 5.3
or2  ror + r2 0w <7" 6rr> + r2 0 (5:3)
. . 10 »
Introduciendo el operador p, = —zh—a—r, que es un operador hermitico
ror
a diferencia del operador —iha—, y tomando en cuenta la ecuacion 4.77, el
r
Hamiltoniano puede ser escrito como:
o )
=2 +U(r) (5.4)

Esta expresién tiene un sentido fisico muy claro:
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- El primer término corresponde al operador de la energia cinética aso-
ciada a la coordenada r. El operador p, es la cantidad de movimiento
generalizada correspondiente a esta coordenada y se puede comprobar
que satisface la regla de conmutacién [, p,| = ih.

- El segundo término representa al operador de la energia cinética rota-

. . . . , 2
cional. I = m.r? constituye el momento de inercia del electrén y [~ es

el cuadrado del momentum angular.

- El tercer y tltimo término es el operador de la energia potencial Cou-
lombiana.

5.1.1. Conjunto completo de observables en el hidrégeno

El operador H, = 217)5 + U (r) evidentemente conmuta con los operadores

~

5 o~ ) . . . 5 o~ i
[” y I, por cuanto actian sobre variables independientes ( {” y [, actian sobre
las variables angulares 6 y ¢, mientras H, lo hace sobre r). Similar ocurre con
S
1

—— va que el coeficiente s—— no modifica la conmutacién de este operador
2me7“A 2Mer

_2 ~ . A~
con [y l,. Podemos concluir entonces que el operador completo H conmuta

con 22 y lAZ7 y por lo tanto estos operadores tienen funciones propias comunes.

Los estados estacionarios de los dtomos hidrogenoideos se pueden caracte-
rizar por su energia F, el cuadrado del momentum angular 72, y la proyeccién
del momentum angular en una de las direcciones escogida como eje z.

5.1.2. Ecuacion radial de Schrodinger

Tomando en cuenta la comunidad de funciones propias de los operadores

H, 2 y TZ, separemos las variables angulares de la dependencia radial en la
funcién de onda 9 (), es decir:

Ui (r,0,0) = xu (r) Y™ (0, ) (5.5)

La parte radial depende solamente de [ y no de m debido a la degeneracion

que existe en los valores propios del operador I
Sustituyendo en la ecuaciéon de Schrodinger 5.2 obtenemos:

)
=~

Dr
2m.  2mer?

+U(r) | xa(r) Y™ (0,0) = Exi(r) V" (0, 9)
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" ~ I(l+1)h? m "
Y 0.0) B )+ LU ) v 0,0) = B () Vi (0.0) (5.0
~  I(l+1)R?
= [Hr + TJ?] xi(r) = Exi(r) (5.7)
Si se introduce un potencial efectivo:
B I(l+1)h?
\%4 (T) =U (7’) + TJ"Q (58)

esta ecuacion coincidira formalmente con el caso de simetria radial visto
en el capitulo anterior (ver epigrafe 4.1.8). El segundo término se puede
considerar como la funcién potencial del electrén en un campo de fuerzas
centrifugas.

W[r]

Figura 5.1: Potencial efectivo V' (7).

Es conveniente introducir ahora una nueva funcién u; (r) = r - x; (1),
para la cual se obtiene una ecuacién més simple. Realizando el cambio de
funciones, la ecuacion 5.7 se transforma en:

n d?
B 2me dr?

V(r)—E|lw(r)=0 (5.9)

Introduzcamos las siguientes notaciones:

2m.F _ 2m.Ze?

2
pe=— 2 q =

(5.10)
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Notemos que se estan considerando sélo los valores negativos de la ener-
gia, es decir, nos interesa solamente el espectro discreto. Para las energias
positivas, las soluciones tienen caracter oscilatorio en el infinito describiendo
asi estados no enlazados y un espectro energético continuo.

Busquemos la solucion que se comporta correctamente en el infinito de la
forma:

u (r) = fi(r)-e " (5.11)
Realizando la sustitucion obtenemos:
&> fi dfi q lU+)
— — 20— = 5.12
-2l (1 i) = (5.12)
La solucion de esta ultima ecuacion serd propuesta en forma de serie:
fi(r) = Z ayr” (5.13)
k=~

donde v es un valor constante por determinar.
Sustituyendo e igualando los términos con iguales exponentes se obtienen
las siguientes relaciones:

y(y=1)=1(+1) (5.14)

[k (k+1) =1+ D] aikr = (26k — q) a (5.15)

La ecuacién 5.14 conduce a dos posibles valores para ~:

y=—-l, y=I0+1 (5.16)
Para v = —I, la solucién adopta la forma:
fl (T) = Z alkrk = al,,ﬂ“_l + CL17,Z+17“_Z+1 + ... (517)

k=—1

La solucién radial sera entonces

fz()em g (Q—1 | Qp—i41
xi(r) = 140 :65.<M4+ ++m) (5.18)

Tomando el primer término de la serie obtenemos un comportamiento
en la vecindad de r = 0 del tipo rl% Evidentemente esta solucién diverge
cuando 7 — 0 para cualquier valor de [ (0,1,2,...). Por tal razén debemos
desechar esta solucién que no es acotada en r = 0.
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Por otro lado, la solucién para v = [ + 1 si mantiene un comportamiento
correcto en la vecindad de r = 0.

filr) =" apr® = appr™ + agor'™ + (5.19)
k=l+1

Investiguemos su comportamiento en la regiéon asintética cuando r — oo.
De la ecuacion 5.15 se obtiene la siguiente condicién para los coeficientes de

la serie: 28h
A1 k41 —dq
; — 5.20
ai E(k+1)—1(+1) (5:20)

Para valores de r grandes, los términos que predominan en la serie son
los que poseen mayores valores del indice k. Cuando k — oo se cumple:

Al k41 _ 2/
ag k+1

(5.21)

Comparemos nuestra serie con el desarrollo en serie de Taylor para la
funcién exponencial e?°":

[e'e) k e8] k o0
I e Y
i £ k! e

Para esta serie se cumple la relacion entre sus coeficientes:

Crn _ 28" B 28
Cr — (k+1)! (28)F k+1

(5.23)

Lo cual significa que la serie 5.19 se comporta asintéticamente como la
funcién exponencial €?*". El comportamiento de y; () cuando r — oo serd
entonces divergente:

—pr —pr Br

r)-e e e
fi(r) e ¢ (5.24)
r r r

xi(r) =

5.1.3. Cuantizacion de la energia en el atomo de hidrégeno

Este comportamiento cambia si existen valores de [, y por ende de la
energia F, para los cuales la serie se corta. Supongamos que para k = n el
numerador de la ecuacion 5.20 se iguala a cero. En este caso, todos los coefi-
cientes a partir de a, 11 se anulan, y la serie se transforma en un polinomio
de orden n que convierte a x; () en una funcién convergente.
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De esta forma se obtiene la ecuacién que determina a los niveles discretos
de energia:

om.E, 2m, 7>

2" 2 =0

20n—qg=0 = 2.

meZ?e

Coorp?

Si se continua resolviendo el problema, y se determinan los coeficientes

de los polinomios, se puede arribar a la siguiente solucion para cada valor de
energia F, en el dtomo de Hidrogeno:

= E,= n=123,.. (5.25)

N, 2r m
a2 na
donde
2 n—1[01—1)
= 2 D)
2\ + 1)
h2
a= =0,529-107%n : Radio de Bohr
mee
Fu(z) = 2'-e72- L2 (2)
LY () : Polinomios de Laguerre

De lo anteriormente expuesto podemos concluir:

1. Los valores de energia en los &tomos hidrogenoideos dependen solamen-
te del nimero cuantico n, denominado niimero cuantico principal.

2. Las funciones propias correspondientes a cada valor n, es decir, a cada
valor de energia, se pueden diferenciar en los valores de los niimeros
cuéanticos [ y m. El espectro es degenerado (existen diferentes estados
cuanticos con la misma energia).

3. El nimero de estados independientes con la misma energia se conoce

como orden de degeneracion. Para un estado con niimero cuantico

principal n, el orden de degeneracién es n?.

En efecto, supongamos que n y [ son fijos, la solucién serd

n—1-—I

fi(r) = Z aer® = ritt Z alvl+,~+1ri (5.27)
i=0

k=Il+1
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Para un valor fijo n, [ puede tomar valores desde 0 hasta n — 1. En cada
estado con un valor dado [, pueden existir 2/ + 1 valores de m. El nimero
total de estados en los cuales el valor del nimero cuantico principal es n sera:

—_

n—

N=>» (20+1)=n? (5.28)

N
Il
o

Resumen

5.2.

Conjunto completo de observables en el hidrogeno: F, 22, [,.

En los atomos hidrogenoideos, la dependencia radial de la funcién de

o)
onda se determina por la ecuacién unidimensional: [ 2pr + V(r)] xi(r) =
Me
L(I+1)R?
Ex;(r),donde V (r)=U (r) + (2—1-—)2 es un potencial efectivo que
Mer

e
contiene un término coulombiano y un potencial centrifugo.

. ) L meZ>%e
Espectro discreto en el dtomo de hidrégeno: E, = SR n =
n
1,2,3, ... es el nimero cuéntico principal.

Funciones propias del atomo de hidrégeno: ¥, (1,0, )

N, 2r m
- 31Fnl( > YE (9790>
a2 na

El espectro de los atomos hidrogenoideos es degenerado con orden de

degeneracién n?.

Atomos alcalinos. El espin del electron.
Niveles energéticos de los atomos alcalinos en la aproximacién dipolar.

Reglas de seleccion y leyes de conservacion. La paridad. Series espec-
trales.

Estructura de dobletes. El espin del electrén.
Momentum angular total del &tomo monoelectrénico.

Notacién simbdlica de los estados atémicos.
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Los metales alcalinos (Li, Na, K, Rb, C's) estdn compuestos por atomos
que presentan mas de un electron. No obstante, la estructura electrénica que
presentan sus atomos es tal, que el electrén mas externo se encuentra muy
débilmente enlazado al ntucleo. Este electrén recibe el nombre de electrén
de valencia y es el responsable del parecido que existe entre los espectros de
los atomos hidrogenoideos y los espectros atomicos de los metales alcalinos.

Consideraremos a los metales alcalinos como sistemas monoelectronicos,
donde el nicleo atémico y los Z — 1 electrones internos conforman un nicleo
efectivo o coridon de carga +e. El electron de valencia se movera bajo la
influencia del campo creado por el corién. Existe una diferencia importante
con el hidrégeno, el coriéon no puede ser considerado como una particula
puntual y hay que tomar en consideracién su estructura.

5.2.1. Espectros atéomicos de los metales alcalinos

Recordemos que en el caso del hidrogeno, el espectro se puede obtener de
la combinacién de diferentes términos espectrales de la forma

R 1
Tn:ﬁ s V:X:Tm_Tn
donde R es la constante de Rydberg, y para n > m con diferentes valores
de m se obtienen las distintas series espectrales del hidrégeno.
Fue el propio Rydberg quien demostré que en los metales alcalinos el
espectro optico se puede obtener de la combinacion de diferentes términos

espectrales de la forma:

R
T,=——= 5.29
(n+o0) (5-29)

donde o constituye una correccion, y las diferentes series espectrales se
obtienen de las combinaciones:
~ R R

Tt ? (it o) (5.30)

siendo o1 y 09 correcciones en general diferentes.

Fue precisamente el parecido en los espectros atémicos, el que llevo a
considerar los atomos alcalinos de forma aproximada como dtomos mono-
electrénicos. De acuerdo con la electrodindmica, el potencial ¢ creado por un
conjunto de particulas con cargas e; viene dado por

=3 4 (5.31)
R;

i
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Figura 5.2: Conjunto de particulas en un volumen de dimensién L que crean
un potencial en A.

Se cumple:
S T, ri \
— == 4 = K 1| — 5.32
A Y () (5.32)
Sustituyendo este desarrollo en 5.31 obtenemos:
Sooer > oer; S oer? q P Q
== . K="+ . =—4+—=+K—=+.. (533
°=" + 2 + K I + o Ré+ 1R8+ (5.33)

donde ¢ representa la carga total del sistema, en nuestro caso la carga
del corién +e. P = ). e;r; se denomina momento dipolar eléctrico, Q) =
>, e;r? momento cuadrupolar eléctrico y asi sucesivamente aparecen los
deméas momentos eléctricos del sistema de cargas. El potencial de un sistema
de cargas en un punto A a la distancia Ry, puede ser visto entonces, como la
superposicién de diferentes términos relacionados con los distintos momentos
eléctricos del sistema. Para distancias Ry > L ~ r;, el potencial queda
determinado evidentemente por los primeros términos.

Limitémonos en el caso de los metales alcalinos a los dos primeros térmi-
nos del desarrollo anterior, lo cual se conoce como aproximacion dipolar.
La energia potencial U (r) = —e - ¢ (r) que aparecera en la ecuacién de
Schrodinger serd entonces:

62 2

Ulr)=—=— c% (5.34)

r
donde la constante C' queda definida por el valor del momento dipolar
constante P ~ e.

La diferencia de esta funcién U (r) con respecto a la energia potencial en
el caso del hidrégeno estriba en el segundo término. Agrupemos este término
con la energia centrifuga:

2 2 2 7% (7%
1) l(l—;—l)_ce__ he (I +1) (5.35)

2 2

2m, T T 2me r
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. 1 1\?> 2m.Ce2

Notemos que se toma el signo positivo en la raiz cuadrada, lo cual garan-
tiza que * =1 si C' = 0.

Como resultado se arriba a la siguiente ecuacién para la parte radial 1 (r)
de la funcién de onda del electron de valencia:

d>)  2dy q o F(I"+1)
—_+ —— = — =0 5.37
dr? + r dr + ('r’ b r2 v(r) ( )
2m.E 2m.e?
2 . (4 . (4

La tnica diferencia de esta ecuacién con la ecuacién radial del hidrogeno
radica en el hecho de que [* no constituye un valor entero, y por lo tanto
el método de solucién visto en el epigrafe anterior continua siendo el mismo
(ahora v =1*+1 =140+ 1). La solucién de la ecuacién mantiene la forma
5.26 y la energia se cuantiza segun la férmula:

mee?

26(n+0)—q=0 = Ey=—-—"-—"7"=
bl )= : 2h2(n+al)2

(5.38)

donde
mee*C

)

o =1"— (5.39)

Observemos que o0; depende del nimero cuantico orbital [. Se ha perdido
la degeneraciéon por [, inherente al potencial esférico creado por una carga
puntual, como ocurre en los atomos hidrogenoideos.

La degeneracion por m se mantiene ya que esta asociada a la isotropia
del espacio. No existe una direcciéon determinada por la cual haya preferencia
en la proyeccion del momentum angular del sistema.

El esquema 5.3 representa los niveles energéticos del litio.

La correccion o; es mayor mientras menor es el valor de [, y para estos
niveles es mayor la diferencia.

La relacién entre los términos espectrales y los niveles de energia es T' =
—E/ch, de donde obtenemos los términos espectrales en los dtomos alcalinos:

E. R

Ty=-——2—
: ch  (n+ao)

(5.40)

Se acostumbra a introducir las siguientes notaciones:
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E
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Figura 5.3: Niveles energéticos del litio.

ns:L2 , npzi2 , nalzi2 (5.41)
(n+ oy) (n+0y) (n+ 02)

Notemos que para el hidrégeno el valor minimo de n es 1. Para el litio
Nmin = 2 ya que existen dos electrones internos que ocupan el primer nivel.
De forma anéloga, en el sodio el n,,;, = 3 y para el potasio n,,;, = 4.

5.2.2. Reglas de seleccion y leyes de conservacion.

Las diferentes lineas de los espectros atémicos se obtiene de combinar
dos términos espectrales diferentes, sin embargo, no todas las combinaciones
conducen a lineas que se observen en el experimento. Esto indica que existen
determinadas reglas de seleccion.

Las reglas de seleccion son consecuencias de las leyes de conservacion
que se deben cumplir en todos los sistemas fisicos. La conservacion de la
energia, la cantidad de movimiento lineal y el momentum angular son bien
conocidas de la mecéanica clasica. Existen ademés otras magnitudes que se
deben conservar y que tienen estrictamente una naturaleza cuantica, como
es por ejemplo la paridad.

La paridad se refiere a la propiedad que tiene un sistema descrito por
una funcién de onda ¥ de mantener o cambiar su signo (P = £1) bajo la
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transformacién de inversion de los ejes coordenados (v — —x, y — —v,
z — —2z). Se dice entonces que la funcién es par o impar respectivamente.

En el caso del hidrégeno y los metales alcalinos, esta transformacion solo
afecta a las funciones esféricas Y, (0, ¢) ya que son las que dependen de
las variables angulares 6 y ¢. Cuando se efectiia la operacién de inversion
(0,¢0) = (7 — 0,0+ m). Es conocida la siguiente propiedad de los arménicos
esféricos:

[ = par P=+41

V(= bptm) = (D' 00) =y po oy (542)

Analicemos ahora las diferentes leyes de conservacion y sus consecuencias
para el sistema atomo + fotén con vistas a establecer las reglas de seleccion.
Se tiene que:

EQ — E1 = hv + AErechazo (543)

FEy — E es la variacion de energia en el atomo y hv la energia del foton
absorbido o emitido. Como la masa del fotéon es mucho menor que la masa
del atomo se cumple que AFE,cchazo <K hr. Similar ecuacion se puede obtener
para la cantidad de movimiento lineal, de donde podemos concluir que las
conservaciones de estas magnitudes no imponen ninguna restriccion para
las transiciones entre los diferentes niveles de energia. No ocurre asi con el
momentum angular [, y la paridad P.

Las transiciones de niveles excitados al nivel basico en un dtomo ocu-
rren como consecuencia de la interaccién entre el campo electromagnético
que crean los electrones en sus movimientos y en el proceso de emisién (o
absorcién cuando ocurra a la inversa).

Una descripcion rigurosa solo puede ser realizada en los marcos de la
mecanica cudntica relativista, donde se puede cuantizar el campo electro-
magnético. La ecuacion de Schrodinger no predice nada al respecto, de he-
cho, los estados excitados resultan estacionarios y por ende poseen tiempos
de vida infinitos. Experimentalmente se conoce que sus tiempos de vida son
~ 1078 — 10 %seg, ocurriendo la emisién espontdnea de fotones.

En un sistema de particulas neutro, como es el &tomo, el potencial eléctri-
co se compone de los términos dipolar, cuadrupolar, etc. Los momentos
eléctricos varian en el tiempo y en dependencia de en que nivel se encuentra
el electron, ocurren emisiones dipolares, cuadrupolares, etc. El término que
mas aporta en estas transiciones es el dipolar, y son por lo tanto las tran-
siciones mas importantes. En este tipo de transiciones, los fotones que se
emiten poseen momentum angular igual a 1A y paridad —1. Por consiguien-
te, los estados iniciales y finales del atomo tienen que ser tales que se dife-
rencien en momentum angular en la magnitud A y cambien su paridad, es
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decir, se tienen que cumplir las siguientes reglas de seleccion:
Al = +1 Y Am =41, 0 (5.44)

Para aquellos niveles que no cumplan con las ecuaciones anteriores, las
transiciones dipolares estan prohibidas. Sin embargo, pueden estar permitidas
transiciones vinculadas con otras componentes del potencial vinculadas a
otros momentos eléctricos y que poseen otras reglas de seleccion. Por ejemplo,
para las transiciones cuadrupolares se cumple:

Al=42.0 y Am==42 +£1,0 (5.45)

Tomando en cuenta que las transiciones dipolares son las mas importantes
en los espectros opticos de emisién de los metales alcalinos, se observan las
siguientes series espectrales:

1. Serie principal: k =ns—mp, m=n, n+1, ...

2. Serie difusa: k =np—md, m=n+1,n+2, ...

3. Serie aguda: k=np—ms, m=n+1,n+2, ...

4. Serie de Bergman: k =nd —mf, m=n+1,n+2, ...

Debemos senalar que la serie principal se observa tanto en la emision
como en la absorcion.

5.2.3. Estructura de dobletes y el espin del electrén

En los metales alcalinos la degeneracion por [ desaparece, y por cada linea
del hidrégeno aparecen n lineas (I =0, 1, 2, ..., n —1). Esto trae consigo que
aparezcan series espectrales del tipo 2p — ns y 2p — nd, ademas de la 2s —
np, en lugar de la serie de Balmer. Sin embargo, esta descripcién sélo es valida
para los espectros en sus razgos generales. En experimentos mas exactos, las
lineas espectrales resultan ser dobles, por ejemplo, la primera linea del Sodio
se compone de dos lineas: A\; = 5889 - 10719 y Xy = 5895 - 10~ m.

Este comportamiento se puede explicar si se asume que los términos del
tipo s (I = 0) son simples, mientras que los términos p, d, f, etc., son dobles;
lo cual explicaria la estructura de dobletes en los espectros de emision.

La solucion de este problema no se encuentra resolviendo la ecuacién de
Schrédinger, es necesario introducir un nuevo nimero cudntico que refleje un
nuevo grado de libertad. Este nuevo nimero cuantico debe ser independiente
de los nimeros cuanticos n, [ y m, y tomar solamente dos valores.
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En 1925, Goudsmit y Uhlenbeck propusieron que el electrén ademas de
tener masa y carga, posee momentum angular propio y en consecuencia
momento magnético propio también. El momentum angular recibié el nombre
de espin, del vocablo inglés spin que significa rotar. El espin se denota por
sy el momento magnético propio por fi.

El espin posee las mismas propiedades que [, y por tanto satisface las mis-
mas relaciones de conmutacién. Se cuantiza segin la regla: 52 = s (s + 1) A2

Similar a [, sélo se puede medir una de sus proyecciones, por ejemplo, si
tomamos esta direccién como zeta entonces s, = mgh, mg = —s, ..., 0..., s;
para un total de 2s+1 valores. m, se nombra niimero cuantico magnético,
lo cual tendra su explicacién mas adelante en el texto.

La tnica posibilidad de que mg tome dos valores ocurre para s = 1/2, lo
cual conduce a las proyecciones del espin 1/2 hy —1/2 h.

Con la introduccién del espin, los estados de los sistemas monoelectronicos
poseen 4 grados de libertad, caracterizados por los nimeros cuanticos: n, [,
m, v ms. El valor de m, determina la proyeccion del espin sobre una direccion
seleccionada. Si el 4&tomo posee momentum angular [, este selecciona ya una
direccion del espacio a través de su proyeccion [, sobre la cual el espin posee
dos proyecciones. Si el estado es de tipo s, [ = 0, todo el momentum angular
viene dado a través del momentum angular propio s y no existe una direccion
privilegiada sobre la cual se pueda este proyectar. Asi se explica la existencia
de estos estados como singletes. La energia involucrada en el desdoblamiento
de los niveles serd analizada en el proximo epigrafe, y es consecuencia de la
interaccién conocida como interaccion espin-orbital.

Los autores de la hipdtesis del espin consideraban al electréon como una
bolita cargada, de dimensiones finitas, que giraba alrededor de su propio eje.
El radio del electrén debe ser del orden de 10~m, y para poseer el momen-
tum angular magnético observado en el experimento debe tener velocidades
lineales en su ecuador de alrededor 300 veces mayores que la velocidad de la
luz, lo cual refleja una gran contradiccién de esta representacion corpuscular
clasica. El electrén es un ente material mucho mas complejo que manifiesta
propiedades de corptsculo y onda al mismo tiempo. El espin constituye una
propiedad intrinseca de cardcter cudntico, sin analogo clasico alguno.

En 1927, Pauli generalizé la ecuacién de Schrodinger introduciendo un
término que contempla la interacciéon del momento magnético propio del
electrén con un campo magnético externo. Sin embargo, fue en 1928 que Dirac
propuso una ecuaciéon que satisface las exigencias de la mecanica cuantica
relativista, y que contiene al espin de forma natural. Quedo aclarado asi, que
el espin es ademas una propiedad relativista.

La introduccion del espin impone una generalizacién de nuestra funcion de
onda en la forma U (7, mg, t), donde 7 y ¢ varian de manera continua, mientras
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que mg lo hace de forma discreta con dos valores solamente. Comunmente
se acostumbra a denominar la variable discreta de espin como la coordenada
mterna.

5.2.4. Momentum angular total del atomo monoelectréni-
co

Como se ha visto el electrén posee dos tipos de momentum angulares:
el momentum orbital [ y el de espin 3. Para obtener su momentum angular
total debemos combinar ambas magnitudes.

Recordemos que si dos sistemas no interactiian entre si, y no existen fuer-
zas externas, el momentum angular total se conserva, asi como los momentum
angulares de ambos sistemas por separado. En presencia de interac- cion, los
momentum de cada sistema dejan de conservarse, manteniéndose solamente
constante el momentum angular total.

En el caso de los momentum angulares orbital y de espin, podemos con-
siderar que la interaccion entre estos es débil, y por consiguiente vamos a
considerar las reglas de la suma de momentum angulares independientes (ver
epigrafe 4.3.5) al calcular el momentum angular total del electron.

Desde un punto de vista cldsico, el cuadro corresponde a un movimiento
de ambos vectores con sus longitudes constantes y con igual velocidad angular
alrededor del momentum angular total, movimiento que se conoce como de
precesion.

o~

El momentum angular total del electrén se define como j = [ + 5. Sus
proyecciones en una determinada direccion del espacio, en unidades de h, son
m; = my +ms = my £ 1/2, y su cuadrado 32 = j(j+ 1) R% Por cuanto j y
[ son los valores maximos de m; y my, se cumple que j = [ £ 1/2. Como [
siempre es un valor entero, en el &tomo monoelectronico j sera siempre un
valor semientero. Para un valor dado j, m; puede tomar 2j + 1 valores: —7,

o 0, oy 4.

5.2.5. Notacién simbolica de los estados atomicos

En ocasiones en lugar de utilizar los nimeros cuanticos n, I, m; y my; se
utilizan los nimeros cuanticos n, [, 7 y ms. En espectroscopia, se utilizan los
valores n, [, j y 2541, donde el tltimo valor corresponde a la multiplicidad
del nivel (nimero de proyecciones del espin).

La notacién que se utiliza es:

n *1; (5.46)
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donde en lugar del valor de [ se utilizan las letras s, p, d, f, etc. Ejemplos
de estas notaciones son el doblete:

2 ‘ 1 3
4d% = n:4,l:2,]:l—§:§
4 2%ds = n:&l:Zj:l+1:§
2 2 2
y el singlete:
3 %51 = n:&l:&j:l+1:1
2 2 2
Debemos notar que en el caso de [ = 0, el estado es simple. El valor 2 de
la multiplicidad es puramente formal. El valor j = —1/2 no existe.
Resumen

En los atomos alcalinos la degeneracién por [ (inherente al potencial
esférico creado por una carga puntual) desaparece. La degeneracion por
m se mantiene ya que estd asociada a la isotropia del espacio.

Los niveles de energia de los atomos alcalinos se distribuyen segin la
4
mee

————————. Con estos niveles estan asociados los
2h? (n + 0 l)

ecuacién E,,; =

términos espectrales: T,y = ———
(n+oy)

Las reglas de seleccion son consecuencias de las leyes de conservacion.
En los sistemas monoelectrénicos las leyes de conservacion del momen-
tum angular [ y la paridad P son determinantes.

La paridad se refiere a la propiedad que tiene un sistema cuantico ¥
de mantener o cambiar su signo (P = £1) bajo la transformacién de
inversion de los ejes coordenados.

Las transiciones més importantes de la fisica atomica son las dipo-
lares. En este tipo de transiciones, los fotones que se emiten poseen
momentum angular igual a 14 y paridad —1. Las reglas de seleccion
para estas transiciones en los sistemas monoelectréonicos son: Al = +1
y Am = £1,0.

El espin 5 es el momento angular propio de las particulas y posee las
mismas propiedades que [. Se cuantiza segtin la regla: 5% = s (s + 1) h2.
Sélo se puede medir una de sus proyecciones (s, = mgzh, ms; = —s,
.y 0...; 8). En el caso del electron s = 1/2. El espin constituye una
propiedad intrinseca de caracter cuantico y relativista.
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= Con la introduccién del espin, los estados de los sistemas monoelectréni-
cos poseen 4 grados de libertad, caracterizados por los niimeros cuanti-
cos: n, I, m, y ms. Los niveles energéticos del tipo s resultan simples,
mientras que los del tipo p, d, f, etc., son dobles, esto explica la estruc-
tura de dobletes en los espectros de emision.

= Los momentum angulares orbital y de espin interactuan de forma débil.

El momentum angular total del electrén se define como j = [ + 5
-2 . . . . .
(G=7G+1R* j=1x1/2; j.=mih, mj = —7, ..., 0, ..., J).

s Notacion simbdlica de los estados atomicos: n 2S+1lj

5.3. Propiedades magnéticas
= Momento magnético orbital del electron.
= Momento magnético propio del electrén.
= Interaccion “Is”.

= Momento magnético total del &tomo monoelectrénico. Modelo
vectorial.

= Experimento de Stern- Gerlach.

» Estructuras fina y superfina.

En experimentos muy exactos se comprobd que las lineas espectrales de los
sistemas monoelectrénicos presentan estructura de dobletes. Esta estructura
se puede explicar cualitativamente mediante la introduccién de un nuevo
grado de libertad, el nimero cudntico magnético m,. El mismo corresponde
a la proyeccién del momentum angular propio del electréon denominado espin.
El espin posee valor de s = 1/2 en el electrén (52 = s (s + 1) > = 3/4-h?), y
su proyecciéon en una direccion del espacio determinada toma sélo dos valores
1/2-hy —1/2-h. En el caso de que [ = 0, no existe una direccién preferencial
en el espacio y sélo toma un valor 1/2 - A.

Con la introduccion de las propiedades magnéticas de los dtomos podemos
encontrar una explicacion cuantitativa de la estructura de dobletes. La
interaccién débil que existe entre el momentum angular orbital y el de espin,
a través de los momentos magnéticos que ellos crean, introduce una energia
adicional que justifica el desdoblamiento de los niveles.
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5.3.1. Momento magnético orbital del electréon

La existencia de propiedades magnéticas en los atomos se puede deducir
de las ya estudiadas representaciones de Bohr. El electrén al girar en su
orbita alrededor del nicleo posee momentum angular, y debido a su carga
eléctrica genera un momento magnético. Su movimiento desde un punto de
vista clasico es equivalente al de un contorno circular con corriente.

Entre los momentos angular y magnético existe determinada relacion
clasica. Podemos pasar de las magnitudes clasicas a los operadores cuanticos
mediante las reglas ya conocidas, y comprobar que esta relacién se mantiene,
aunque su significado varia.

De acuerdo con la electrodinamica, un contorno cerrado con corriente
constante I, posee un momento magnético

I —
w= - 4
-5 (5.47)

donde S es el vector del area que encierra el contorno con corriente /.
Este vector se obtiene de la relacion:

5= % 7{ 7 x dF] (5.48)

Obtenemos de esta forma la ecuacién de Ampere:

1
n=—¢q¢ [-[rxdr 5.49
f=o b 1] (5.49)
En el caso del electron, la corriente que este crea en el contorno serd I =
—e/T, donde T representa el periodo de rotacién del electrén. Sustituyendo

obtenemos la relacion cldsica entre [, y I:

(& € e

_QC_T [7" X dr] = _ZC_T [T X U] dt = — { (550)

He= 2mec

La magnitud g, = —3— se denomina relacién giromagnética del mo-
vimiento orbital del electrén.

De la electrodinamica conocemos que en presencia de un campo magnético
externo F, un sistema con momento magnético 7r interactiia con este y la
energia involucrada en la interaccién es igual a (ﬁ . F). En el caso de un
electrén con momento magnético orbital fz; esto conduce a una correcciéon en
sus niveles de energia AE = — (ﬁl -F).

Pasemos ahora de las magnitudes clasicas a los operadores cuanticos:

~

El - gl l = ﬁl - gl Z (551)
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~

Por cuanto, los operadores fi; y [ se diferencian sélo en una constante, las
propiedades de estos son las mismas:

1. No dependen de la eleccién del origen del sistema de coordenadas.

2. Las componentes de estos vectores en dos direcciones cualesquiera no
pueden tener al unisono valores determinados

3. Para un estado estacionario solamente tienen valores definidos los cua-
drados de estos operadores y una de sus proyecciones en los ejes coor-
denados, por ejemplo

eh

iz =g b, = — m=—pug-m ,m=-1..,0,..,1

2mec

h
g = Ly - 9,274 - 1072 erg - G recibe el nombre de magneton

2mec

de Bohr (en el sistema internacional de unidades pup = =9,274-107%

J-T71).

Es importante senalar que en nuestros razonamientos se considerd al
electron como una particula que se mueve por una o6rbita lineal. Una de-
duccion rigurosa implica considerar que el electron se encuentra distribuido
con determinada probabilidad en todo el espacio alrededor del ntucleo, sin
embargo, los cdlculos mecanico cuanticos conducen al mismo resultado.

e

5.3.2. Momento magnético propio del electrén

La existencia de un momentum angular propio en el electréon genera
automaticamente la existencia de otra propiedad intrinseca: su momento
magnético propio f,. Al igual que los otros momentos magnéticos, el del
espin también interactua con los campos magnéticos externos, introduciendo
una energia de interaccion AE = — (ﬁs . ﬁ).

Teniendo en cuenta la relaciéon general que existe entre los momentos
angulares y magnéticos, debemos suponer para el electrén la relacion:

fly=9s 5 (5.52)

donde g, corresponde a la relacion giromagnética del espin del electron.
Se esperaba que |gs| = |gi|, sin embargo, el experimento evidencié que se

cumple la relacion
e

gs=2-g, = — (5.53)

MeC
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La proyeccion del momento magnético propio en una direccién determi-
nada zeta es:

eh

MeC

(5.54)

Hsz = Gs* Sz = — ms:_2ﬂBms , Mg = —

N =
N —

5.3.3. Interaccion “ls”

El electrén posee momento magnético orbital z7; y momento magnético
propio fi,, por lo tanto similar a como obtuvimos su momentum angular
total j, es necesario combinar ambos momentos para obtener el momento
magnético total del electrén. Como sabemos existe una interaccién débil, de-
nominada espin-orbital o simplemente “Is”, que ahora si vamos a considerar.
Calculemos la energia involucrada en esta interaccion.

Consideremos de forma cldsica el campo magnético H; que genera el
movimiento orbital del electrén, y calculemos la energia de interacciéon con
su momento magnético propio AFE;, = — (ES -Fl). Hagamos nuestro anali-
sis desde un sistema de referencia enlazado al electrén. En este sistema, el
electrén se encuentra en reposo y el nicleo (corién en un dtomo alcalino)
se mueve con velocidad v, igual a la velocidad del electron, pero de sentido
contrario. Este movimiento del niicleo crea un campo magnético descrito por
la ley de Bio y Sabart:

—= 1 Fxdr] Ze [[Fx7©],  Ze -
HZ_E/I T_E]{ = ] (5.55)
S
— 27 _
H, = el (5.56)

La energia de interaccion con su momento magnético propio es entonces:

— 27 Zer (5-1
AEls:—(ﬁs'Hl):F(ﬁs‘ﬁl): < -1)

(5.57)

m2c? 3

Pasando de las magnitudes clasicas a los operadores cuanticos se obtiene
la energia potencial de la interaccién “ls”:

2 Ze? (ga

AB, = (7is - 7) = ) (5.58)

En el resultado anterior se tuvo en cuenta que el operador 7> no forma
parte del conjunto total de observables de los estados en analisis, por lo que
su valor no sera exacto y es necesario tomar su valor medio.
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Debido a la interaccién, los cuadrados de los momentum angulares orbital
y de espin no se conservan, es decir, sus operadores no conmutan con el ope-

. s , > =2 . .
rador de Hamilton H. Sélo conmuta con H el operador 5. Sin embargo, si
la interaccion es débil, como es el caso, podemos considerar que estas magni-
tudes se mantienen constantes. Tomando esto en cuenta podemos aproximar

el producto escalar <§ D

A S P
j2:<§+a :l2+2(§ﬂ+§2

El valor de s es 1/2, j s6lo toma entonces dos valores posibles [ + 1/2 y
[ —1/2, para un valor dado de . Asi obtenemos

Gh-{ & 12t} (5.60)

2

~

En correspondencia con este resultado, la interaccion espin-orbita intro-
duce las energias adicionales:

Loj=1+1
AEZS—C(n,Z)'{ I -E } (5.61)
2 J= 2

C(n,1) constituye una constante que depende de n y I debido a (7®). Se
puede demostrar que su valor satisface la ecuacion:

1 2
AE,~|— ) E .62
s (137> nl (56 )

La ecuacién 5.61 explica el desdoblamiento de los niveles energéticos para
valores fijos de [ en los atomos monoelectronicos. La energia de cada nivel
viene dada por la ecuacion:

Enlj = Lup + AEwls (563>

Para [ = 0 se observa claramente que existe un solo nivel.

5.3.4. Momento magnético total del atomo monoelectroni-
co. Modelo vectorial.

Consideremos la interaccién “Is” como una interaccién débil e introduz-
camos ahora los vectores cldasicos | y s que conservan sus longitudes, y tienen
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los valores en unidades de i \/I(l + 1) y 1/s(s + 1) respectivamente. Siguien-
do este razonamiento, vamos a introducir a su vez los vectores [; y 1i,, cuyas
longitudes también se conservan constantes y se relacionan con los vectores
anteriores a través de las relaciones giromagnéticas 5.51 y 5.52.

Se cumple que g5 = 2 - g;, por lo tanto la direccién del vector resultante
[; = [ + fi; no coincidira con la direccion del vector j=1+5.

De la fisica cldsica es conocido el hecho de que los vectores [ y 3, debido
a la interaccién débil “Is”, efectuaran un movimiento giratorio de precesién
alrededor del vector j con igual velocidad angular.

Figura 5.4: Movimiento giratorio de precesién de los vectores [ y 5 alrededor
del vector j.

Hagamos la descomposicién de los vectores [ y 5 en dos componentes:
una paralela a j y otra perpendicular a j. Las componentes perpendiculares
van a tomar valores medios iguales a cero, si el tiempo de mediciéon es muy
superior a los periodos de precesién de estos momentum angulares alrededor
de la direccién de j. El momento magnético total efectivo serd el vector
con moédulo igual a

1y = || cos (1-5) + |fz] cos (5 - 5) (5.64)

Calculando los cosenos de estos productos escalares obtenemos:

7 = 2 =2 = n2 o2 =2

cos (I-7) = gl j_) :l +J _ (]_. ) :l +2 _,S (5.65)
2l 151 201 - 4] 2-[1] - 1]
_‘—. —92 —.2_ —.__2 —9 —.2_—2

cos () 5J) $+j-(-3 45 -1 (5.66)

TRl 2 B[] 2[5 - [7]

Considerando que 71, = g; I, i, = gs Sy gs = 2¢; se obtiene finalmente

37 +52 1 up 3f +52—1

BERT IR o

Ky = |gl|
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Sustituyendo los valores de los vectores obtenemos:

= i rwrl){1+j(j+1>+3(5+1)_l(l+1)} (5.68)

2-5(j+1)

donde se considerd que m =+vj(G+1) h.

JU+D) +s(s+1)—1(1+1)
2-5(j+1)

factor de Lande, y juega un papel similar a las relaciones giromagnéticas.

Pasando a los operadores cuanticos tenemos:

La magnitud g = {1 + } se conoce como

~

=~ - /uLB/—\

=950 = =97 (5.69)
Si colocamos un atomo en un campo magnético externo muy débil H tal

que, la interaccion entre 1i; y fi, sea mayor que la interaccién de estos con

el campo magnético externo por separados, el atomo se comportard como

si tuviera un momento magnético total 7i;, y la energia involucrada en esta

interaccion serda AE = — (ﬁj F) )

5.3.5. Experimento de Stern-Gerlach

La demostracién experimental de la existencia en los atomos de los mo-
mentos magnéticos, asi como de su cuantizacién, fue dada en 1921 por Stern
y Gerlach. La idea del experimento consistia en pasar un grupo de atomos
con momento magnético desigual de cero, a través de un campo magnéti-
co no homogéneo. Al pasar por el campo, sobre los atomos aparece no solo
el momento de las fuerzas que tienden a orientar sus momentos magnéticos
en la direccién del campo externo, sino también una fuerza debida a la no
homogeneidad del campo que los desvia de la direccién del haz inicial.

En dependencia de la orientacién de los momentos magnéticos atéomicos,
los atomos se desviaran en la direcciéon del aumento o en la direccién de la
disminucién de la intensidad del campo externo.

La fuerza que actia por parte de un campo magnético H no homogéneo
sobre un momento magnético iz viene dada por la expresion:

f=@-V)H (5.70)

Tomando la direccion del eje z como la direccion del campo, la fuerza que
actia en esta direccién sera:

oOH 0OH 0H
B - i 71
f= i, . + [y ” + 1, . (5.71)
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=

Figura 5.5: Experimento de Stern-Gerlach.

Los primeros dos términos se pueden obviar. De acuerdo con un anali-
sis cldsico, las componentes p, y p, girardn alrededor del eje zeta con un
movimiento de precesiéon que anulara sus valores promedios, si las velocida-
des angulares son suficientemente grandes respecto al tiempo de medicién.
Considerando este andlisis como vélido, el tnico término que interesa es el
ultimo:

oH 5.72

Desde el punto de vista cudntico esta féormula mantiene su validez. El
momento magnético sélo tiene una proyecciéon bien determinada en el espa-
cio, mientras que sus otras dos proyecciones estan indeterminadas. Se puede
demostrar que los valores medios de estas dos magnitudes se anulan.

Notemos que esta fuerza no surge como resultado de la interaccion que
tiende a orientar a los momentos magnéticos en la direccién del campo, y
cuya energia de interaccion es AE = — (ﬁ . F)

En el experimento se observé que no solo el haz se desviaba de la direccién
original, sino que se dividia en varios subhaces. En el caso de atomos de
plata se observé que el haz se dividia en dos. En 1921, no se le encontrd
una explicacién a este desdoblamiento del haz, y no fue hasta 1925, con la
hipdtesis del espin del electrén y de su momento magnético propio, que se
comprendio el resultado.

En efecto, el momento magnético total del atomo viene dado por la ecua-
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cién 5.68. Sus proyecciones en el eje z pueden tomar los valores:

Wiz = —GILBM,; ,my=—7,..,0,...,J (5.73)

La fuerza que desviara a los dtomos en el campo magnético externo H
toma por consiguiente los valores:

OH OH
fmj = szg = _gNBEmj (5-74>

Los atomos de Plata, como se analizard en el tema de sistemas multi-
electrénicos, poseen un sélo electron que determina sus propiedades magnéti-
cas. El estado fundamental de este 4&tomo en notacién simbélica es 25, /2, 10
cual significa que | = 0, s = 1/2 y j = 1/2. Para este sistema el factor de
Lande es ¢ = 2. El nimero cudntico m; toma dos valores —1/2 y 1/2, es
decir, s6lo existen dos proyecciones posibles del momento magnético total, y
dos valores de f, 1= + ;LB%—Z. De aqui podemos concluir, que los atomos
se mueven en el sentido del crecimiento o del decrecimiento del campo en la
direccion del eje zeta.

Como py = 0, y ptj = ps, el experimento de Stern y Gerlach constituye
también una demostracién de la existencia del espin, y del momento magnéti-
co propio del electrén. Se comprueba ademds que ps = 2ugy/s(s+1) =

V3pp.

5.3.6. Estructura fina

Analicemos el orden de magnitud de la interaccién espin-orbital responsa-
ble del desdoblamiento en los niveles de energia. Tomemos para este anélisis
el sistema mas sencillo, el &tomo de hidrégeno. De la teoria de Bohr tenemos:

mev?  e? e?

= — = Up =
n T

(5.75)

MeTy

Sustituyendo el valor del radio de la primera orbita r; = h?/m.e? (ver la
ecuacién 2.37) se obtiene:

v=—=—"-cC = v =a-c (5.76)

Donde a = €?/hc =~ 1/137.
Tomando en cuenta esta constante, la energia (ver la ecuacién 2.39) se
puede expresar como:

meet M C?

2h? 2

g1 = (577)
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Por otra parte, el andlisis cldsico (ecuacién 5.55) nos lleva a que en el
caso del atomo de hidrégeno, el campo magnético creado por el electréon en
su movimiento por la primera orbita es:

5,2
—1 e - e e’m
YT omeer? ! ar% A (5.78)

La fraccion que representa la energia de interaccion “ls”, respecto a la
energia del electrén en la primera orbita del atomo de hidrégeno, es entonces:

—
AEL (,us . Hl> H! A 5,2 9
ls| ~ KBt = © . ae Me . = 0[2 (579)
€1 €1 €1 2mec M m.cta?
AFE}!
bl ~a?=5,325-107° (5.80)
€1

Como se puede apreciar, la interaccién espin-orbital segin la teoria de
Bohr representa un efecto cuadratico del pardmetro «, y como oo = vy /¢, sien-
do vy la velocidad del electrén en la primera 6rbita del &tomo de hidrégeno,
la teoria que tenga en cuenta esta interaccién debe ser relativista.

Esto era de esperar, ya que como se destaco antes, el espin es un efecto
puramente cuantico relativista, y solo aparece en las teorias no relativistas
como una variable adicional o nuevo grado de libertad.

La dependencia de la masa de las particulas de la velocidad constituye
como sabemos otro efecto relativista, y conduce también a un desdoblamiento
de los niveles como demostré Sommerfeld, atin en los marcos de la teoria de
Bohr. El demostré que la dependencia de la masa del electrén de la velocidad
rompe con la degeneracién que se obtiene al considerar érbitas elipticas con
igual eje mayor. Esta dependencia conduce a una dependencia de la energia
de la excentricidad de la érbita.

El desdoblamiento de los niveles de energia, debido a la interaccién espin-
orbital y a la dependencia de la masa del electrén de su velocidad, recibe el
nombre de estructura fina. Ambos efectos que provocan la existencia de
esta estructura son del orden cuadratico de «, que recibe a su vez el nombre
de constante de la estructura fina.

Un célculo consecuente de la estructura fina, debe ser realizado en los
marcos de la teoria cudntica relativista de Dirac. En esta, automéaticamente
se considera el espin del electron y la dependencia de la masa de la velocidad.
Para el caso del a&tomo de hidrégeno, la solucién de la ecuacién de Dirac nos
lleva al siguiente resultado para la energia de los estados estacionarios:

me (Ze2)? /e 1 3
i = — 1 - — 81
eng 2n2h? * n j+ % 4n (581)
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Aqui se han eliminado los términos de orden a* y mayores que este. Si
eliminamos el término proporcional a o obtenemos la energfa de Bohr para
los dtomos hidrogenoideos (ecuacién 2.39).

5.3.7. Estructura superfina

La magnitud de la estructura fina en los atomos ligeros es del orden de
107 eV. Cuando Z aumenta, la estructura fina aumenta y llega a alcanzar
las décimas de fracciones de eV, donde pierde sentido seguirla llamando fina.

En estos atomos aparece sin embargo la llamada estructura superfina. La
misma surge como consecuencia de la interaccién de los momentos magnéticos
de los electrones con los campos magnéticos débiles de los nticleos atémicos.

Resumen

= Relacion entre el momento magnético y el momentum angular orbital

del electron: ﬁl =gl g=—
orbital del electrén.

= Relacién entre el momento magnético y el momentum angular propio
(espin) del electrén: ,us =g, 5. gs = 2 - g; es la relacion giromagnética
del espin del electron.

» Energia potencial de la interaccion “Is”:

AEls:ﬁ@zC(n,l)~{

m2c® (13)

La energia de cada nivel viene dada por la ecuacion: E,;; = E,; + AEj;.
Para [ = 0 existe un solo nivel.

= Momento magnético total efectivo: ﬁj =g;jj= —g“—B_'.

h

B JU+D)+s(s+1)—1(1+1)
o= {oe 275G+ 1)

= El experimento de Stern-Gerlach consistié en pasar un grupo de &ato-
mos con momento magnético desigual de cero, a través de un campo
magnético no homogéneo. Al pasar por el campo, sobre los a&tomos apa-
rece el momento de las fuerzas que tienden a orientar sus momentos
magnéticos en la direccién del campo externo, y una fuerza que los

} es el factor de Lande.
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desvia de la direcciéon del haz inicial. Se observé que el haz original se
dividia en varios subhaces. El experimento demostro la existencia de
los momentos magnéticos en los atomos, y de los momentos magnético
y angular propios del electron.

= La estructura fina corresponde al desdoblamiento de los niveles de ener-
gia debido a la interaccion espin-orbita y a la dependencia de la masa
del electrén de su velocidad. Esta es del orden cuadrético de a = 1/137
denominada constante de la estructura fina. En los atomos pesados
la interaccién de los momentos magnéticos de los electrones con los
campos magnéticos débiles de los nicleos atomicos da origen a otro
desdoblamiento: la estructura superfina.



158 CAPITULO 5. ATOMOS MONOELECTRONICOS



Capitulo 6

Atomos Multielectrénicos

En este capitulo estudiaremos los llamados atomos multielectrénicos o
complejos.

En estos sistemas funciona muy bien el conocido modelo de capas, donde
solamente los electrones que se encuentran en las capas externas, denomi-
nados también electrones de valencia, determinan sus propiedades. Los
electrones internos carecen de importancia quimica y el modelo de particulas
independientes resulta suficiente para justificar el comportamiento de estos
sistemas. La tabla periddica de Mendeliev y el famoso principio de exclusion
de Pauli pueden ser explicados en el marco de este modelo.

Cuando se tiene en cuenta la interaccién entre los electrones, la ecua-
ciéon de Schrodinger resulta imposible de resolver analiticamente y se hace
necesario recurrir a métodos aproximados para su solucion. En este capitu-
lo se introduciran los dos métodos aproximados mas utilizados en la fisica
cuantica: el perturbativo y el variacional.

6.1. Descripciéon de particulas idénticas

Principio de Indistinguibilidad.

Funciones de onda simétricas y antisimétricas. Bosones y Fermiones.

Particulas no interactuantes.

Principio de exclusion de Pauli.

Momentum angular de sistemas con capas cerradas.

Analicemos que ocurre con las energias de ionizacién de los atomos.

159



160 CAPITULO 6. ATOMOS MULTIELECTRONICOS

De acuerdo con un modelo de particulas independientes, el estado funda-
mental de un &tomo con n electrones serd aquel en el cual todas las particulas
del sistema ocupan el nivel energético monoparticular més bajo (n = 1).

Segun el resultado obtenido para los atomos hidrogenoideos, la energia
meZ%et

que posee el electréon en un sistema con carga nuclear Ze es ¢ = —;T =
—13,6-Z% V. En el 4tomo de Uranio (Z = 92) este valor es igual a —1,15-10°
eV. El experimento demuestra que la energia de ionizacién en el Uranio es
s6lo de 4 eV, lo cual supera en 29000 veces el valor anterior. Podemos concluir
entonces que los electrones en el sistema no pueden ocupar todos el mismo
nivel, y existe alguna propiedad cuantica que impide esta distribucién de

energias.

6.1.1. Principio de Indistinguibilidad

A diferencia de lo que ocurre en el macromundo, las particulas del mismo
tipo en el micromundo (e~, e™, p, n, etc) presentan propiedades completa-
mente idénticas como son sus masas, cargas, los espines, etc. Surge entonces
la cuestion de como diferenciar dos particulas del mismo tipo, por ejemplo,
dos electrones.

En un momento de tiempo dado t; supongamos se conocen la posicion de
ambos electrones, y podemos numerarlos. Desde el punto de vista clésico, se
puede seguir a ambos electrones que se mueven por determinadas trayecto-
rias, podiéndose senalar al cabo de un tiempo ¢ cual es el electrén 1 y cual
el 2. Si intercambiamos las posiciones y las velocidades de los dos electrones
se obtiene un nuevo estado del sistema, el cual sélo se diferencia del estado
original en la numeracion de los electrones. En la fisica clasica, las particulas
se pueden diferenciar, y siempre manifiestan sus caracteristicas individuales.

Totalmente diferente es la situacién que se nos presenta en una descrip-
cion cuantica. El estado de un sistema formado por dos electrones se describe
aqui por la funcién de onda ¥ (71, T, t), que posee como conocemos una in-
terpretacién probabilistica, y depende al unisono de las coordenadas de los
dos electrones tanto espaciales como espinoriales. Si uno de los electrones es
observado, resulta imposible definir cual de los dos electrones es. Mas atn,
si dos particulas idénticas intercambian sus coordenadas espaciales y proyec-
ciones del espin, el resultado del intercambio es imposible obtenerlo experi-
mentalmente. La imposibilidad de resolver este problema en la mecénica
cuantica nos indica que tal pregunta esta incorrectamente planteada.

Como en toda teoria, en la mecénica cuantica, si dos estados son indefe-
renciables desde el punto de vista experimental, estos deben ser descritos
como un sélo estado. Debemos enunciar entonces un nuevo principio, inde-
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pendiente de la ecuacion de Schrodinger, que satisfaga esta condicion y que
cumpla la funcién de onda.

“En un sistema de particulas idénticas, existen solo aquellos estados que
no varian por el intercambio de posicion de dos particulas cualesquiera”.

Este enunciado recibe el nombre de principio de indistinguibilidad
de las particulas idénticas. De acuerdo con este principio, s6lo podemos
hablar del sistema como un todo y no del estado de cada particula por sepa-
rado. Notemos que cuando nos referimos al cambio de posicién, nos estamos
refiriendo a intercambiar las coordenadas espaciales y las proyecciones del
espin T = (T, ms). Constituye un principio ya que sélo se puede confirmar en
la préactica, no puede ser deducido desde otros postulados de la teoria.

6.1.2. Funciones de onda simétricas y antisimétricas.
Bosones y Fermiones.

. Qué funciones de onda satisfacen el principio de indistinguibilidad?

Tomemos para empezar el sistema mas sencillo formado por dos particulas
idénticas solamente. Supongamos que poseen determinados valores de espin
y de sus posiciones espaciales, los cuales representaremos por T, y To. Nos in-
teresaran los estados estacionarios de este sistema, por lo tanto eliminaremos
la variable temporal de la funciéon de onda.

El intercambio de posicién 1y 2 se puede representar a través de la accién
de un nuevo operador P9, que denominaremos operador de intercambio:

U (T, %) = Ppo ¥ (T1,72) (6.1)
Si se intercambia una segunda vez a las particulas obtenemos:
ﬁlg \I’ (fz,f1> - ﬁ122 \Il (fl,fg) - ‘If (fl,fg> (62)

de donde resulta evidente que ﬁfz = 1, y por consiguiente Py =+ 1.
Significa que son posibles dos tipos de funciones de onda:

U, (T1,T2) = Vs (Ta, T1) (6.3)

U, (T1,72) = — U, (72,71) (6.4)

Notemos que para ambas funciones la densidad de probabilidad p = |\If|2
es la misma, lo cual coincide con el hecho de que pueden describir el mismo
estado del sistema. En el primer caso, la funcién de onda permanece invariable
y se acostumbra a nombrar funcién simétrica. En el segundo, la funcion
cambia de signo y recibe el nombre de antisimétrica.
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Este resultado es facil de generalizar para sistemas de més de dos particu-
las. Se cumple que las funciones de onda son en general simétricas o anti-
simétricas, respecto al intercambio de dos particulas cualesquiera del sistema.

Las particulas que se describen por funciones simétricas se denominan
bosones, mientras que las que se describen por funciones antisimétricas re-
ciben el nombre de fermiones. La denominacion anterior esta relacionada
con la estadistica que describe a estos sistemas de particulas. Las primeras se
rigen por la estadistica de Bose y Einstein, y las segundas por la estadistica
de Fermi y Dirac.

Entre los bosones se encuentran los fotones y los mesones (7, K, etc.) que
poseen espin 0 o entero. Mientras que fermiones son los electrones, protones,
neutrones, y en general todas las particulas que poseen espin semientero.

La relacion entre el espin y la estadistica se obtuvo de forma experimental
para los fotones y los electrones antes de que en 1940 Pauli demostrara esta
relaciéon de forma tedrica. La misma es posible de obtener a partir de los
principios mas generales de la teoria cudntica relativista, como es por ejemplo
la no negatividad de la energia total.

6.1.3. Particulas no interactuantes

Consideremos en un inicio dos particulas que carecen de espin. Suponga-
mos que 71 y T son las vectores de posicion de estas particulas y utilicemos
las coordenadas cartesianas para sus descripciones, aunque los resultados que
aqui se obtendran son independientes de la eleccién del tipo de coordenadas.

El operador de Hamilton para dos particulas que no interactiian entre si
es simplemente la suma de los hamiltonianos de cada particula. En tal caso
la ecuacion de Schrodinger toma la forma:

A= (H + ) v =5 (6.5)
donde
=~ h? K2 o2 92 92
i=_""A N > |
1 om, 1+ U (1) o (89:% + 07 + 8z%> +U (21,41, 2) (6.6)
-~ h? K2 52 92 92
Hy = — A 7)) = — o7 |
2= g 2+ U (T2) o (8:1:3 + e + 823) + U (22, Y2, %) (6.7)

U representa la interaccion de cada particula con un posible campo ex-
terno.

Para resolver esta ecuacion podemos utilizar el método de separacién de
variables, es decir, buscaremos a ¥ como el producto de dos funciones que
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dependan cada una de las coordenadas de las particulas por separado:
W (ry,m2) = ¥ (71) ¥ (72) (6.8)

Sustituyendo la funcién anterior en la ecuacion 6.5 obtenemos:

(ﬁh ¥ ﬁQ) V(7)) U (T) = B U (7)) U (7) (6.9)

U (7o) HyU (7y) + U (71) HoU (75) = E U (71) U (7s) (6.10)
HV(r)  HV+ (7))

T ) IR E=FE + E, (6.11)

HU (7)) =E0F) . HU () = 5Y (%) (6.12)

Las soluciones ¥, (71) describen los movimientos de la particula con coor-
denadas 7 y energias E{', mientras que Vg (T2) lo hacen para la particula con
coordenadas Ty y energias Eg . Las ecuaciones obtenidas para cada particula
son iguales, y se diferencian solamente en los indices 1 y 2 que numeran a
las particulas. La energia total del sistema se obtiene de sumar las energias
de cada una de las particulas, resultado esperado pues hemos considerado un
par de particulas no interactuantes. La funciéon por su parte que describe el
sistema es obviamente el producto de ambas funciones.

Consideremos ahora el espin. Las coordenadas de una particula son enton-
ces T = (T, m,). Como el Hamiltoniano no contiene términos que dependen
del espin, la funcién ¥, (Z1) ¥ (T2) continta siendo solucién del problema.
Si se consideraran términos dependientes del espin, pero de cada particula
por separado, la funcion de onda también continuaria siendo solucion del
problema. Este es el caso de la ecuacion de Pauli.

Finalmente, tomemos en cuenta que las particulas son idénticas. La fun-
cién ¥, (T2) Vs (Z1) también constituye una solucién del problema, y se ob-
tiene de la anterior intercambiando la posicién de las particulas 1 y 2. Esta
degeneracion que siempre esta presente en estos sistemas se denomina dege-
neraciéon de intercambio.

Ambas funciones por separado no son ni simétricas ni antisimétricas res-
pecto al intercambio de las posiciones de las particulas, y por lo tanto, no
satisfacen el principio de indistinguibilidad que deben satisfacer las funciones
de onda que describan correctamente al sistema. No obstante, mediante com-
binaciones lineales se pueden obtener funciones de onda con tales caracteristi-
cas, y que contintian por supuesto satisfaciendo la ecuacion de Schrodinger:

U, (T1,T) = U (T1) Up (T2) + Va (T2) Us (7)) (6.13)
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U, (T1,T2) = Ve (T1) Vg (T2) — Vo (Ta) Y5 (T1) (6.14)

La funcién simétrica W, permite describir el estado de los bosones, mien-
tras que la antisimétrica ¥, caracteriza los estados de dos fermiones idénticos.

Es facil generalizar este resultado para el caso de N particulas idénticas
que no interactuan entre si. Primeramente tenemos la funcion con variables
separadas:

U (T1,T2, T3, ..., Tn) = Yo (T1) Vg (T2) U, (T3) ...V, (Twy) (6.15)

Obviamente, cambiando de posicién cada par de particulas, se obtienen
otras funciones correspondientes a la misma energia E del sistema:

(T, T, T3y oy Tn) = Vo (Ta) U (T1) Uy (T3) ...V, (Tiy) (6.16)
U (T, T2, T3y .y T ) = Vo (T3) U (T2) U, (71) ... Uy, (Tn) (6.17)

para un total de N! posibilidades, correspondientes a todas las posibles
permutaciones. Como antes, ninguno de estos estados se realiza en la natu-
raleza.

En el caso de un sistema de bosones, el estado que caracteriza correcta-
mente el sistema se obtiene de la combinacién lineal simétrica:

1 .
U, (71,72, 73, ..., TN) = WZP W (71, T, T3, ., TN) (6.18)

donde P es el operador de permutacién de las N particulas.

En el caso de los fermiones, la funcién de onda se obtiene a partir de la
combinacién antisimétrica ¥, = (1/N!) > (+) P ¥ (71, T2, T3, ..., Tn ), donde
el signo positivo aparece para un nimero par de transposiciones y el negativo
para un numero impar de estas. Es mas comodo utilizar para representar a
este tipo de funciones el determinante introducido por J.C. Slater (Phys.
Rev. 34, 1293, 1929), que lleva su nombre:

8 5 i
U, (1, Tay o, Ty) = —— | @2 T8 w T2 (6.19)
v U, (Tn) Vs (Tn) ... Yy (TN)

Como podemos observar, en el caso de particulas no interactuantes se
puede hablar no sélo del estado del sistema, sino también de los estados
que caracterizan a una sola particula. Se puede afirmar que una particula
se encuentra en el estado ¥, y otra en el estado Vg, lo que no podemos
especificar cudl de las N particulas es la que ocupa cada estado.
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6.1.4. Principio de exclusiéon de Pauli

Supongamos que dos fermiones pertenecientes a un sistema de N particu-
las, se encuentran en un mismo estado monoparticular, por ejemplo: ¥, =
Us. Bajo estas circunstancias la funcién de onda W, de todo el sistema es
idénticamente cero. En efecto, el determinante de Slater 6.19 tiene en este
caso dos columnas idénticas que anulan su valor.

“En un sistema de fermiones idénticos no pueden existir dos particulas
que se encuentren en un mismo estado”.

Esta afirmacion constituye el contenido del conocido principio de ex-
clusién de Pauli, formulado antes del surgimiento de la mecanica cuéntica.
En su formulacion original este principio planteaba: “En un dtomo no pueden
existir dos electrones caracterizados por iguales niumeros cudnticos”.

El principio de exclusién de Pauli constituye una consecuencia del princi-
pio de indistinguibilidad de las particulas idénticas en el micromundo. Este
se refiere a los estados de las particulas, lo cual es solamente valido en au-
sencia de interaccion entre estas. Si existe interaccién, como es el caso de
la repulsién coulombiana entre los electrones de los atomos y moléculas, no
podemos rigurosamente hablar de funciones de onda que describen a cada
particula por separado, solo se puede hablar de funciones de onda ¥ que
describen todo el sistema. En este sentido, el principio de indistinguibilidad
es valido y cuando existe interaccién, y es por lo tanto més general. Muchas
veces a este ultimo se le denomina como principio generalizado de Pauli.

En lo referente a los bosones independientes, la simetria de la funcion
de onda no conduce a ningun principio de exclusién, por lo que el estado
monoparticular fundamental de tales sistemas no presenta restricciones en el
nimero de particulas.

6.1.5. Momentum angular de sistemas con capas
cerradas

Continuemos trabajando en el marco de la aproximacion de particulas
no interactuantes para describir a los atomos complejos. La funcion de onda
que describe a tales sistemas corresponde a un determinante de Slater. Las
funciones de onda monoparticulares se obtienen de resolver la ecuacion:

h2
2m,

HUY(F) =EV(F) , H=——A+U() (6.20)

que coincide con la ecuacién de Schrodinger obtenida para describir el

electrén de los dtomos hidrogenoideos (Vy, ;i m. (7))-
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Definamos como capa al conjunto de electrones que poseen el mismo
nimero cuéntico principal (como en el modelo de Bohr), y subcapa, al
conjunto de electrones que responden para un valor dado de n a un mismo
valor del ntiimero cuéntico orbital /.

Teniendo en cuenta al espin y el principio de Pauli, en una subcapa cerrada
o llena se encuentran 2 - (2[ + 1) electrones. Estos electrones toman todos los
valores posibles de m; y m,. De aqui obtenemos que

My=) m,=0 , Mg=) m,=0 (6.21)

Estos valores corresponden a los niimeros cuanticos de la subcapa L = 0
y S = 0 respectivamente.

Suponiendo que existe un acoplamiento normal entre estas magnitudes, el
momentum angular total de la subcapa cerrada sera entonces: J = 0.

Como se analizard en el préximo epigrafe, la relacién entre el momentum
angular y el momento magnético de los atomos complejos coincide con la del
atomo monoelectrénico (ecuacién 5.69), es decir:

py=g pp VJ(J+1)=0 (6.22)

de donde obtenemos un valor nulo del momento magnético para la
subcapa cerrada.

La aproximacion de particulas independientes, nos conduce al principio
de exclusién de Pauli y al antes visto modelo de capas. En 1869, el cientifico
ruso Mendeliev descubrié la repeticién periddica de las propiedades de los
elementos quimicos que refleja precisamente la validez de la aproximacion
de particulas independientes en los sistemas atémicos. Bohr en 1913, fue el
primero en dar una explicacion coherente a esta ley sobre la base de su teoria.
Resultd, que no es la masa atomica como se pensaba entonces, sino la carga
nuclear la causante de esta sistematizacion, y es precisamente el valor de Z
el que proporciona el nimero de orden del elemento en el sistema periddico.
Mas tarde, en 1925, con la aparicién del principio de exclusion de Pauli se
completd esta explicacion. Se comprendié porque los elementos quimicos se
distribuyen en grupos y periodos en el sistema periédico.

Resumen

= Principio de indistinguibilidad: En un sistema de particulas idénticas,
existen sélo aquellos estados que no varian por el intercambio de posi-
cién de dos particulas cualesquiera.
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» En el caso de los bosones (espin entero) son sélo realizables aquellos
estados que se describan por funciones de onda simétricas, y si son
fermiones (espin semientero) por funciones de onda antisimétricas.

= La funciéon de onda para fermiones no interactuantes viene dada por
un determinante de Slater (ecuacién 6.19).

= Principio de exclusién de Pauli: En un sistema de fbermiones idénticos
no pueden existir dos particulas que se encuentren en un mismo estado.

= El principio de exclusién de Pauli es estrictamente valido en ausencia
de interaccion entre las particulas. Si existe interaccién, el principio de
indistinguibilidad continuia siendo vélido y es por lo tanto més general.

= Los momentos totales angular J y magnético p; de una subcapa ce-
rrada (n y [ fijos) se anulan en los 4&tomos complejos si se considera un
acoplamiento normal entre L y S.

6.2. Propiedades Magnéticas. Efecto Zeeman.

= Modelo vectorial del &tomo multielectrénico.

= Notacion simbélica en la espectroscopia.

= Reglas de seleccién.

» Efecto Zeeman. Momento magnético del &tomo multielectronico.
» Efecto Zeeman en singletes y multipletes.

s FEfecto Pashen-Back

En los atomos, la funcién de onda debe ser antisimétrica respecto al inter-
cambio de cualquier par de electrones, y viene dada por un determinante de
Slater si despreciamos la interaccion entre los mismos. Se cumple entonces el
principio de exclusién de Pauli, y resulta valido aplicar el modelo de capas.
Cada electrén 4, perteneciente a determinadas capa y subcapa, puede ser ca-
racterizado por el nimero cudntico principal n;, y los momentos angulares /;

En los sistemas con un soélo electron, si despreciamos la interaccién “Is”,
el momentum angular [ se combina con el momentum angular propio de espin
s siguiendo la regla vectorial. Analicemos a continuacién que ocurre en los
atomos complejos.
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6.2.1. Modelo vectorial del Atomo multielectronico

La descripcién exhaustiva de un atomo complejo a través del conocimiento
de los momentum angulares [; y 5; para cada electrén, no es necesaria como
lo demuestra el experimento. Resulta suficiente utilizar el modelo cldsico
vectorial, combinar asi los momentum angulares de los electrones, y obtener
las magnitudes totales que caracterizan a todo el dtomo.

El momentum angular total J es evidentemente el resultado de la combi-
nacién de los momentum I; y 5;, sin tener importancia la forma en que estos
se suman. No obstante, la forma en que esto se haga puede introducir distin-
tos tipos de ntimeros cuanticos, y depende de la relacion que exista entre la
interaccién coulombiana y la interaccién espin-orbital de los electrones.

Si la interaccién coulombiana resulta ser mucho mayor que la interaccién
“ls”, como ocurre en los dtomos ligeros, el momentum orbital total L y el de
espin S aportan buenos ntiimeros cudnticos. Esta forma de combinacién de
los valores [; v 5; se conoce como acoplamiento normal o acoplamiento de
Russell y Sanders, quienes lo introdujeron en 1925. En este caso:

L=UL+0L+..+1, , S=3%5+5+..+5, (6.23)
y el momentum angular total es
J=L+S (6.24)

A estos vectores les corresponden los nimeros cuanticos J, L y S; de-
finidos a partir de los valores propios de los cuadrados de sus operadores
cuanticos:

T=JJ+1) , I°=L(L+1) , §=S(5+1) (6.25)

en unidades de /#2. Notemos que para un ntimero par de electrones, los niime-
ros cuanticos J y S toman solamente valores enteros.

Los valores J, L y S corresponden a los valores maximos de las proyec-
ciones de los vectores J, L y S en una direccién determinada del espacio. Las
proyecciones de estos vectores en la direccion elegida como zeta son:

mJ:—J,...,O,...,J mL:—L,...,O,...,L mg:—S,...,O,...,S (626)

Siguiendo las reglas de la suma vectorial, cuando la interaccién “LS” es
considerada débil, se cumple:

J=L+S L+S—1, .., |L-S+1], |L—-S5| (6.27)

Consideremos los electrones ocupantes de las capas maés internas en los
atomos complejos. En estas capas que se encuentran llenas, los momentum
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angulares orbitales y de espin se compensan mutuamente, y por consiguiente,
los momentum totales de las capas internas se anulan. La determinacién de
los valores L, S'y J estd dada exclusivamente por los electrones externos en
un atomo, conocidos como electrones de valencia.

Los electrones en el atomo estan sometidos al campo eléctrico del ntcleo,
el cual como sabemos presenta simetria central. Esta condicion garantiza
la conservacién del momentum angular total J. Los vectores L v S no se
conservan debido a la presencia de la interaccién espin-orbital. Cuando la
interaccion es débil, podemos considerar aproximadamente la conservacion
de estos ultimos, lo que implicaria un movimiento rotacional de precesion de
ambos vectores alrededor del momentum total, en un cuadro cldsico. En la
practica, también se conservan bajo esta condicion las proyecciones de estos
momentos en la direccién J,.

El acoplamiento normal o “LS” constituye uno de los casos limites posi-
bles de acoplamiento de los momentum angulares en los &tomos complejos. El
otro caso limite recibe el nombre de acoplamiento “j, j7, y aparece cuando
la interaccion espin-orbital resulta mucho mayor con respecto a la interaccion
coulombiana de los electrones. Bajo estas circunstancias, el momentum orbi-
tal [; v el de espin 5; de cada electrén i se combinan en el momentum total
.. Los valores de estos momentum y sus correspondientes ntimeros cudnticos
caracterizan los estados de las capas electrénicas. El momentum total del
dtomo se obtiene de sumar todos los momentum totales j;, obteniendo asf a
J. Este tipo de acoplamiento se manifiesta en los dtomos pesados, y es menos
frecuente. En la practica, se manifiestan acoplamientos intermedios entre los
dos casos limites.

6.2.2. Notacion simbdlica en la espectroscopia

Similar a la notacién simbdlica introducida para los dtomos hidrogenoi-
deos, los estados de los electrones de valencia se pueden caracterizar como:

25+1LJ

donde L es la letra asociada a los estados con nimero cuantico L, J
es el momentum angular total, y 25 + 1 corresponde a la multiplicidad del
nivel en la mayoria de los casos. En efecto, 25 + 1 nos aporta el nimero de
componentes en las cuales se descompone el nivel L, debido a la interaccién
“LS” cuando S < L. Si S > L, el numero de tales componentes viene dado
por las proyecciones del vector L sobre el vector mayor S, y la multiplicidad
del nivel es 2L + 1.

Analicemos en detalles un sistema con dos electrones en su capa mas
externa. Se pueden presentar dos situaciones:
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1. Los espines de los electrones son antiparalelos.

S=0,J=L,254+1=1 = Los estados son singletes.

L=J 0 1 2 3 4 ) 6
150 1P1 11)2 1173 1G4 1H5 1]6

niveles

2. Los espines de los electrones son paralelos.

S=1,J=L+1,L,L—1;25+1 =3 = Losestados forman tripletes.

L 0 1 2 3
J 1 0 1 2 1 2 3 2 3 4
niveles 351 3P0 3P1 3P2 3D1 3D2 3D3 3F2 3F3 3F4

En espectroscopia los niimeros cuanticos J, L y S resultan insuficientes
para caracterizar los estados de las capas electrénicas, es necesario conocer
ademas el nimero de electrones en los estados s, p, d, etc.

6.2.3. Reglas de seleccion

Como se analizo en el capitulo anterior, no todas las transiciones entre
niveles de energia conducen a la emisiéon o absorcién de luz en los dtomos.
Existen reglas de seleccion que permiten o prohiben determinadas transi-
ciones, y constituyen manifestaciones de las leyes de conservacion en estos
sistemas. Analicemos a continuacion las emisiones o absorciones de un sélo
foton.

La ley de conservacion del momentum angular juega el papel mas impor-
tante en el establecimiento de las reglas de seleccion en los atomos complejos.
Denotemos por J al momentum angular del 4tomo antes de la emisién, J al
momentum después de la emision, y 55 serd el vector del espin del fotén. Se
cumple entonces:

J=J+3 (6.28)

Esta es una forma simbdlica de escribir la ley, pues los componentes del
vector J estdn determinados en una sola direccién. Sin embargo, esto no
introduce ninguna indeterminacién pues se refiere no a los vectores, sino a
Sus numeros cuanticos.

Una deduccion rigurosa de las reglas de seleccién debe hacerse utilizando
la mecanica cuantica, no obstante, el método vectorial a pesar de no constituir
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una deduccién, si demuestra su efectividad en el experimento y sirve para
recordar y utilizar estas reglas.

En el caso de transiciones dipolares como se demuestra en la electrodi-
namica el espin del fotén sy = 1. De acuerdo con la ecuacién 6.28 tenemos
las siguientes reglas de seleccion.

Supongamos que J = 0. Debido a que sy = 1, la magnitud J # 0 y la
transicion 0 — 0 esta prohibida.

Analicemos ahora los casos cuando J # 0 y J # 0. Supongamos primera-
mente que |J| > |J|. Entonces, cualquier lado del tridngulo que forman los
vectores sy, J'y J resulta menor que la suma de los otros dos. Se cumple:

TI<T+I5] = VIT+)<VIT+1)+V2 (6.29)

AJ = J — J sblo puede tomar valores enteros positivos o cero. Elevando
al cuadrado la ecuacién 6.29 y teniendo en cuenta que J'= J + AJ se tiene:

AT+ (2] + DAT —2<2y/2J(J +1) (6.30)

Para valores fijos de J, tenemos que los valores AJ =0y AJ = 1 satis-
facen la ecuacion 6.30, mientras que para AJ > 2 no la satisfacen.

Si [J] < |J|, intercambiando J'y J en los razonamientos anteriores se
obtienen los valores posibles AJ =0y AJ = —1.

De esta forma cuando J # 0 se obtiene la regla de seleccién: AJ = 0, £1.

Finalmente veamos que ocurre cuando J # 0 y J = 0. Obtenemos que
AJ = £1. AJ = 0 resulta imposible cuando uno de los momentum angulares
del atomo, ya sea el inicial J o el final J; es cero. En estos casos, el triangulo
que forman los vectores ¢, J'y J se transforma en dos segmentos de igual
longitud.

Para las proyecciones del momento no hay necesidad de utilizar el modelo
vectorial y se puede escribir directamente AM; = M;— M; =0, +1.

Observemos que las reglas para AM; coincide con las de AJ cuando
este 1ltimo toma sus valores maximos, sin embargo existen casos cuando no
coinciden.

Es importante senalar que los fotones correspondientes a AM; = +1
estan polarizados circularmente (o), mientras que para AM; = 0, la po-
larizacién es lineal (). Esto tdltimo parece entrar en contradiccién con el
hecho de que el espin del fotén es sy = 1 en una transicién dipolar. Pode-
mos explicar este resultado si suponemos que la superposicién de dos estados
con polarizacién circular, derecha e izquierda, aparecen con igual probabi-
lidad aportando +1 y —1 al momentum angular, lograndose un estado con
proyeccion del espin igual a cero.
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Veamos ahora que reglas de seleccién se establecen para los vectores L y
S.

La emision de ondas electromagnéticas esta provocada por las propiedades
electromagnéticas del electron: su carga y el momento magnético. La emi-
sién de fotones esta relacionada con cambios en el movimiento del electron,
es decir cambios de L, o por cambios en su momento magnético, su inversion.
La emision provocada por la inversién del espin es un efecto puramente re-
lativista. La teoria demuestra que en el diapason optico las interacciones del
fotén con la carga del electrén son mucho mas fuerte que con su momento
magnético, por lo tanto en el diapasén éptico se considera que S no varfa:
AS =0.

Haciendo un analisis similar al realizado para AJ obtenemos que de mane-
ra general AL = 0, £1. Si L o L’son iguales a cero entonces AL = +1 (AL =
0 también estd prohibida).

Recordemos que en los dtomos monoelectronicos AL = 0 nunca ocurre
debido a la conservacién de la paridad de la funcion de onda.

Las reglas de seleccién obtenidas, son sélo validas para la emision o ab-
sorcién de un fotén. No son validas para las emisiones de fotones multiples,
ni para las excitaciones por choques electronicos en descargas de gases o por
movimientos térmicos.

6.2.4. Efecto Zeeman

De acuerdo con la teoria clasica, la luz aparece como consecuencia del
movimiento periddico de las cargas en los atomos. Faraday en 1862 se propuso
influenciar a través de un campo magnético una fuente de luz con el objetivo
de cambiar las frecuencias de la luz que esta emitia, sin embargo no lo logré.
En 1896 Zeeman utilizando un instrumento de mayor resolucién descubrio
este efecto, que lleva hoy su nombre. Las lineas espectrales bajo la influencia
de la fuente de un iméan se dividen en varias lineas.

En el efecto normal, en la direccién perpendicular al campo cada linea
se divide en 3 componentes: vy — Avy, vy y 1o+ Avg, donde vy representa a la
linea en ausencia del campo magnético y Ayy = eH /4mm.c. En la direccién
del campo la linea se divide en dos: vy — Avg v v + Avy.

En el efecto anémalo las lineas se dividen en un ntimero mayor de
componentes siendo Av # Avy.

En el mismo ano 1896, Lorentz pudo explicar el efecto normal a partir de
razonamientos cldsicos, dando incluso resultados cuantitativos verificados en
el experimento. No obstante, no podia explicar el anomalo, que se encuentra
mas a menudo en el experimento y que como se verd es mas general.



6.2. PROPIEDADES MAGNETICAS. EFECTO ZEEMAN. 173

Para explicar este efecto debemos antes obtener el momento magnético
total i ; del atomo multielectrénico.

Consideramos que se cumple el acoplamiento tipo “LS”. El momento
magnético ft; sera igual a la suma de los momentos magnéticos orbital 7z, y
de espin fig :

Ay =T+ T = ~50L - 2508 (6.31)

Como se puede apreciar i, # J debido a las diferencias en las relaciones
giromagnéticas orbital y de espin (gs = 2-¢;). Haciendo un anélisis clasico, si-
milar al caso del &tomo monoelectronico, podemos considerar que los vectores
L y S giran alrededor del vector J en un movimiento de precesiéon. Nueva-
mente (ver la ecuacién 5.64) definamos el momento magnético efectivo
del atomo como:

g = |fig|cos (L-J) + |g|cos (S - J) = ppg/J(J + 1) (6.32)

donde la magnitud ¢ coincide con el factor de Lande. Pasando a los opera-
dores cuanticos tenemos:

iy=gsJ=—g"2J (6.33)

En un campo magnético débil H, la interaccién fi; — fig resulta mayor
que las interacciones i, — H y Jig — H, por lo tanto la energia involucrada
en este proceso serda AEy = — (ﬂj . ﬁ) = — pyy - H. Por otro lado, 1i; se
orienta en la direccién del campo segtin la ecuacion:

Wi = — Mg COS (7?) :_g,uBMJ > MJ:—J,...,O,...,J (634)

Como se senalo anteriormente, una consecuencia del principio de Pauli lo
constituye el hecho de que en las subcapas y capas internas los momentos
totales orbital y de espin, asi como el momento angular total se anulan. Por
tal razén ellos tampoco dan aporte al momento magnético..

Para calcular el momento magnético total de un atomo complejo es sufi-
ciente considerar a los electrones de valencia.

Supongamos que en ausencia de campo magnético, el &tomo se encuentra
en determinado estado con energia E;. Si colocamos a este en determinado
campo magnético H débil, de forma tal que predomine la interaccién “LS”,
la energia del 4tomo cambiard en una magnitud AEy tal que:

EJH:EJ+AEH:EJ+g/,LBHMJ 5 MJ:—J,...,O,...,J (635)

El nivel de energia E; se divide en 2J 4 1 subniveles con energias F;g.
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Esta division de los niveles de energia, provoca la aparicién de nuevas
lineas en el espectro, y por tanto de fotones con frecuencias diferentes a las que
aparecen en ausencia de campo magnético, cuando ocurren las transiciones.

Denotemos por vy a la frecuencia del fotén que aparece en la transicion
entre £y, y Ey,:

E; — Ej
h
Considerando ahora al campo magnético débil obtenemos:

(6.36)

Vg =

Epuw=FEj,+pupH-gM;, , Ejg=FE;+upH-gM; (6.37)

hv; = B, — By, + pgH - (92My, — g1 My,) (6.38)
- ,UBH . eH
h drmec

VvV, = 1) + AVO . (ggMJ2 — glMJl) s Al/[) (639)

Podemos ver que el factor de Lande juega un papel muy importante en
la descripcién del efecto Zeeman. Si los términos espectrales asociados a los
niveles de energia que se combinan tienen el mismo valor de ¢g y son iguales
a 1, el efecto Zeeman que se observa es el normal. Si por el contrario los
términos que se combinan tienen g; # go o iguales pero diferentes de 1, se
observa el efecto Zeeman anémalo. Analicemos algunos ejemplos:

1. Efecto Zeeman en singletes (S =0, g =1).

En el helio, el nivel bdsico es 1'Sy (L =0, S =0, J =0). Los préximos
niveles simples son 25y (L =0, S=0, J=0)y2'P (L=1, S=0, J=1).

De acuerdo con las reglas de seleccion (AL = £1, AS =0, AJ =41, AM; =0,+1),
la transicién permitida es entre los niveles 115, y 2! P, a la cual corresponde
en ausencia de campo externo la energia hu.

En presencia del campo H, el estado 115y no cambia:

J=0 = MJ1:0 = EJIH:EJI (640)
El nivel 2! P, por su parte se divide en tres:
L2:1, SQZO, J2:1 = MJ2:—1,0,+1 , g2:1

De acuerdo con la electrodindamica cuéntica, las lineas con AM; = 0 van
a estar polarizadas linealmente (7), es decir, el campo eléctrico de la onda
coincide en direccién con el campo magnético externo H. Las lineas que
tengan AM; = +1 estardn polarizadas circularmente (o). Como ademés, el
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H=1 H#+10
My
+1 — E+neH
Ex —1—2' 0 E-
-1 E-ieH
E, -~ 1's, E,
[ 11
hy = by

Figura 6.1: Efecto Zeeman simple.

momento magnético se orienta a lo largo del campo, en la direccién de H se

observan sélo dos lineas: v; v vyr. En la direccion perpendicular se observan
las tres lineas.

Las frecuencias emitidas seran:
vi=vg—Avy , vir=vy , vir=1V+ Ay (6.42)
2. Efecto Zeeman en multipletes. Doblete resonante del Sodio.

Este caso corresponde a las transiciones 32Ps 1 — 3251. Ambas tran-

siciones estan permitidas de acuerdo con las regiéfs de seleccién: AS = 0,
AL=41, AJ=4+1,0, AM; =0, +1.

nivel | L | S| J MJ g M]g ELJH
FS1 1053 £ [2] I Eg, + upH
1 1 1 2 1 1
3Py | 1] 5|5 £5.£5] 5| £5£2 Ep, + 3ppH, Ep, +2upH

Analicemos primeramente la transicién 32P: — 3251. De la tabla anterior

. . 2 . .
podemos apreciar que ambos niveles se desdoblan en dos. Las transiciones
posibles se muestran en la figura 6.2.
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H=0 H+0
iy
1
c z +-l-.2
Fr—— 4 B
+%
c
b
[T 11
=
ke

M3 — M} | Polarizacién | (M;g)° — (Mg)" = 2| No. de la linea
T T T — 7
S I B A S 1
i i :
= — o s+1= % 4
Las frecuencias de estas lineas seran:
; ; 2 4
vi=w+ Ay . A=Ay L T4 42 (6.43)
T T 3 3

La magnitud £ constituye una fraccién racional, y representa la distancia
entre las componentes del efecto Zeeman anémalo. Este resultado forma parte
de la Ley de Runge: La distancia entre las componentes del efecto Zeeman
anomalo son fracciones racionales de la distancia en el efecto Zeeman normal,
si el campo magnético es el mismo.

A las cuatro lineas obtenidas en esta transicién se acostumbra escribir
como %, donde entre paréntesis aparece el médulo de g correspondiente
a las transiciones polarizadas linealmente que ademas no se observan en la
direccion del campo.

Siguiendo un andlisis similar al anterior es facil comprobar que en la

transicién 32Ps — 3251 se obtienen 6 componentes, cuya representaciéon es
2 2
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(1),3,5
g

Debemos observar que si el acoplamiento que se pone de manifiesto no
es del tipo “LS”, sino intermedio o del tipo “j, 77, el resultado experimental
no puede ser descrito por las férmulas anteriores. No obstante, se pueden
obtener férmulas similares que tienen en cuenta el tipo de acoplamiento.
Ademas, hemos considerado al campo magnético como débil con respecto a
la interaccion “LS”, por lo tanto, la divisién de las lineas espectrales debido
al efecto Zeeman es menor que la divisién de la estructura fina.

La divisién en efecto Zeeman normal y anémalo es poco afortunada. En
la préactica, el efecto Zeeman andémalo es mucho més frecuente que el efecto
normal, y en este sentido es mas “normal”. Una clasificacién més adecuada
seria efecto Zeeman simple y complejo.

6.2.5. Efecto Pashen-Back

En 1912, los cientificos Pashen y Back encontraron que el complicado
cuadro del efecto Zeeman se simplificaba con el aumento del campo magnético
externo. Ellos encontraron que en campos fuertes, el efecto Zeeman andémalo
compuesto por muchas lineas se transformaba nuevamente en el triplete de
Zeeman y Lorentz.

En realidad, en las tres componentes que Pashen y Back observaron se
mantiene una estructura de lineas del mismo orden que la estructura fina
existente en ausencia del campo magnético, y no dependiente de la magnitud
del campo aplicado. Esta estructura es muy pequena en comparacién con la
separacion de las lineas en el nuevo triplete.

La explicacion de este fendmeno esta asociada al aumento de la interaccién
del campo magnético con el atomo que se torna del orden o resulta superior
que la interaccion espin-orbital. En tales casos, no podemos considerar el
comportamiento de cada componente del multiplete de la estructura fina
por separado, debemos analizar el multiplete como un todo y después, si
deseamos mayor precisién, considerar la estructura fina. El desdoblamiento
debido al campo magnético es mayor que el ancho de las lineas asociado a
la estructura fina.

Despreciemos la interaccién “LS”, y analicemos la interaccion de los vec-
tores L y S con el campo magnético, independientes uno del otro. Asi tene-
mos que de acuerdo con la ecuacion 6.31 la energia de los niveles en presencia
de un campo magnético fuerte es

E=FEo+ ’%B (L+25) - H = Eo + Avoh (My, + 2Ms) (6.44)
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Tomando en consideracién las reglas de seleccion AMp = +£1,0y AMg =
0 obtenemos:

AI/:A—hE:O, +Avy , Ay

_wupH  eH
b drmec

(6.45)

Resultado que corresponde al triplete de Zeeman y Lorentz.

Resumen

En los dtomos ligeros la interacciéon coulombiana resulta ser mucho
mayor que la interaccién “ls”. Los vectores [; v 5; se acomplan de forma
normal (L =1, +1lo+ ... +1,, S =3 + 3+ ... +5,). El momentum
angular total es J = L + S.

Regla de la suma vectorial cuando la interaccion “LS” es débil
J=L+S, .. |L-S5|

Los electrones de valencia solamente determinan los valores de L, S'y
J en los atomos complejos. Los estados se caracterizan con la notacién
simbdlica: 251

Reglas de seleccion para transiciones dipolares en el diapazén déptico
donde se emite o absorve un foton:

1. AJ=0,+1,siJ£0y J#O0.

2. AJ==1,8i J =00 J=0. La transicién 0 — 0 esta prohibida.

3. AM; =0, +1.

4. AS =0.

5. AL=0,+1,si L£0y L'#£0.

6. AL=+1,si L =00 L'=0. La transicién 0 — 0 esta prohibida.
Momento magnético total efectivo del atomo ,ﬁ g = —g’u—Bj Para su

calculo en atomo complejo es suficiente considerar a los electrones de
valencia.

Efecto Zeeman: Desdoblamiento de las lineas espectrales bajo la pre-
sencia de un campo magnético débil. En el efecto normal, en la direccion
perpendicular al campo cada linea se divide en 3 componentes: vy—Avy,
vy ¥ Vo + Arg, donde 1y representa a la linea en ausencia del campo
magnético y Ayy = eH/4mmec. En la direccién del campo la linea se
divide en dos: vy — Avg v vg + Ary. En el efecto anémalo las lineas se
dividen en un niimero mayor de componentes siendo Av = ZAuvy.



6.3. EL ATOMO DE HELIO 179

s El efecto Zeeman constituye una demostracion experimental de la exis-
tencia del momento magnético en los atomos y de su cuantizacién es-
pacial.

» Efecto Pashen-Back: En campos magnéticos fuertes, el conjunto de
lineas del efecto Zeeman anémalo se transforma en el triplete de Zeeman
normal. En estos casos, el desdoblamiento debido al campo magnético
es mayor que el ancho de las lineas asociado a la estructura fina.

6.3. EIl atomo de Helio

= Series espectrales
= Método perturbativo

= Aproximacién de orden cero. Ortoestados y paraestados. Prohibicién
de intercombinacion.

= Correcciones de primer orden.

Hasta el momento nos hemos limitado a la aproximaciéon de particulas in-
dependientes en los sistemas multielectrénicos. En los marcos de esta aproxi-
macién hemos logrado explicar el principio de Pauli, el sistema periédico de
Mendeliev, las propiedades magnéticas de los atomos, el efecto Zeeman, etc.

Pasemos a profundizar en el principio de indistinguibilidad de las particu-
las idénticas, estudiando los sistemas atémicos mas simples que existen des-
pués del atomo de hidrégeno: el atomo de helio y los dtomos andlogos a él:
Lit, Bett, BT, etc. Para esto utilizaremos uno de los métodos aproximados
mas socorridos de la mecanica cuantica: el método perturbativo.

6.3.1. Series espectrales

Las capas electronicas del helio y sus similares contienen solamente 2 elec-
trones. En sus espectros aparecen las mismas series que las de los espectros
de los atomos alcalinos, estando cada serie representada por dos ejemplares,
es decir, existen dos series fundamentales, dos series de Bergmann, dos series
difusas, etc. En una de estas series todas las lineas son singletes y en la otra
todas son tripletes.

La linea méas conocida del espectro del atomo de He es la linea amarilla
D3, gracias a la cual el helio fue encontrado por primera vez en el Sol en
el ano 1867. Cuando se analiza su estructura con méas exactitud, esta linea



180 CAPITULO 6. ATOMOS MULTIELECTRONICOS

resulta ser un triplete con longitudes de onda: 587,5963, 587,5643 y 587,5601
nm. Este es el primero de la serie complementaria de tripletes del helio.

En el experimento se observo ademas que no ocurren transiciones entre los
niveles energéticos singletes y tripletes, hecho conocido como prohibicién
de intercombinacién y que esta asociado a las reglas de seleccién como
se vera mas adelante. No obstante, en el momento de su descubrimiento, la
prohibicién de intercombinacién hizo suponer que el helio estaba formado
por dos elementos: el ortohelio y el parahelio.

6.3.2. Meétodo perturbativo

La ecuacién estacionaria de Schrodinger en el caso del atomo de helio se
escribe como:

av = (f[l v Hy 4 (712> U= Ev (6.46)

donde ¥ depende de las coordenadas de ambos electrones. fAfl y PAIQ son
los hamiltonianos de los electrones en ausencia de interaccion entre estos:
~ h? 7 e?

2m, T

Ui, representa a la interaccion entre los electrones,

e? e?

Up=—=— (6.48)

Ty |71 — T

El niicleo del atomo vamos a considerarlo como un punto material inmovil
debido a su gran masa con respecto a la de los electrones. El centro de
coordenadas se sitiia encima de él.

El problema que estamos analizando posee en realidad solucion analitica
ya que constituye un problema de tres cuerpos. Sin embargo, las series que se
obtienen no son practicas y no indican un método de solucién para problemas
con muchos mas electrones.

De forma general, el problema de resolver la ecuacién de Schrodinger
para sistemas mayores no posee hasta el momento solucién analitica y es
necesario recurrir a métodos aproximados. Las soluciones con estos métodos
se implementan en la computadora. Dos son los métodos mas frecuentemente
utilizados: perturbativo y wvariacional. Para resolver el problema del helio
utilizaremos el método perturbativo.

La teoria perturbativa se basa en el hecho de que la interaccion coulom-
biana entre los electrones es menor comparativamente que la interaccion de
los electrones con el nicleo. No es tanta la diferencia como la que existe entre
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las interacciones gravitatorias de los planetas con el Sol y entre ellos mismos,
donde la teoria perturbativa tiene mayor validez. No obstante, los resultados
que se obtienen en el a&tomo justifican su aplicacion.

El método perturbativo tiene varios grados de aproximacién. En la
aproximacion de orden cero, la interacciéon coulombiana entre los electrones
se desprecia del todo. La aproximacién de primer orden utiliza la solucién
obtenida, y considera la interaccion entre las particulas a través del elemento
matricial que se calcula con la solucién de orden cero. La nueva solucién es
utilizada de forma similar y asi se obtiene la solucién correspondiente al se-
gundo orden de aproximacion. El proceso continua hasta el orden de aproxi-
macién que se desee. La interaccion Upy es la magnitud considerada como
“pequena’ perturbacion. R

En la aproximacién de orden cero U;s se desprecia y obtenemos la siguien-
te ecuacion que determina la funcién de onda y la energia en esta aproxima-
cién:

A — (Eﬁ n 1%) W0 = FOg0 (6.49)

Al no tener en cuenta la interaccion, el problema se transforma automati-
camente en el problema de particulas independientes y se torna completa-
mente soluble desde el punto de vista analitico.

Supongamos que ¥ y E° fueron encontradas, entonces podemos pasar a
la ecuacion que determina las soluciones de la aproximacién de primer orden.
Buscaremos las soluciones en la forma:

=040 E=E"+E! (6.50)
Sustituyendo en la ecuaciéon de Schrodinger se obtiene:
(°+0z) (20 + 0') = (B + B') (3°+ 0) (6.51)
y tomando en cuenta la ecuacién 6.49
HOU! 4 Uy (9° 4+ 0Y) = E°0! + B (90 + 0') (6.52)

En esta ecuacién, las magnitudes U, ¥t y E'W! corresponden a correc-
ciones de orden mayor que los restantes términos y por lo tanto no se deben
considerar. Asi tenemos:

(ﬁo . E0> gl = (El - (712> gl (6.53)

La ecuacién 6.53 constituye una ecuacién no homogénea respecto a la
incégnita W si el miembro derecho es conocido. Se puede demostrar que esta
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ecuacién tiene solucién solamente para aquellos valores del pardmetro E' que
satisfagan la siguiente condicién de ortogonalidad:

/ PO <E1 - (712) TOdF,dry = 0 (6.54)

Si la funcién W0 estd normalizada a la unidad, la energfa en primer orden
de aproximacién es:

E' = / U0 U, UOdr, drs (6.55)

Podemos apreciar que la correcciéon a la energia de primer orden es igual
a la energia potencial de interaccion entre los electrones promediada por las
funciones de onda de la aproximacién de orden cero.

Una vez se ha obtenido el valor de E!, la ecuacién 6.53 puede ser resuelta
respecto a la correccién de la funcién de onda W',

De forma similar se procede en la obtencién de aproximaciones superiores.
En el caso concreto de la aproximacién de segundo orden, las soluciones se
buscan en la forma:

U =0+ ¢! g2 , E=E"4+E' + E? (6.56)

6.3.3. Aproximacion de orden cero

Comencemos sin considerar al espin del electrén. La ecuacion 6.49 adopta
la forma concreta:

<ﬁ1 + ﬁg) \DO (Fl,Fg) - EO\IIO (Fl,Fg)

Como se discutio en temas anteriores, aqui podemos aplicar el método de
separacion de variables:

VO =u(m) () ,  E'=E)+E)
HUO () =B (7)), HyU (7)) = EOUO () (6.57)

Las dos tultimas ecuaciones son iguales, y solo se diferencian en las notacio-
nes de las coordenadas del primero y segundo electron. Los valores de las
constantes EY y EY son en general distintos, y reflejan la ocupacién de los
electrones de estados diferentes monoelectrénicos. De acuerdo con 6.47, cada
ecuacion describe el estado del electron en presencia solamente del nticleo

Las soluciones de estos problemas corresponden a las funciones propias
y los valores propios del a&tomo hidrogenoideo, estudiadas por nosotros en el
tema anterior.
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Analicemos ahora por qué ocurre la duplicacién de las series espectrales.
Lo primero que debemos senalar es que las series se obtienen debido a la
excitacién de uno de los electrones, y no de los dos a la vez, proceso este
ultimo de muy baja probabilidad.

Consideremos en la aproximacion de orden cero, un estado del 4tomo con
un electrén excitado y el otro en el nivel monoelectrénico basico. Los estados
serdn representados como WY (T5) y WY (7;) respectivamente, donde el indice
inferior se refiere a los nimeros cuanticos (n, [, m) que caracterizan los estados
del electrén en un dtomo hidrogenoideo. El subindice 1 corresponde an =1,
[=0ym=0.

La funcién ¥° = ¥ (7,) U9 (73) no satisface el principio de indistingui-
bilidad de los dos electrones. Intercambiando 1 y 2 obtenemos la funciéon
U (72) W9 (71) que describe el mismo estado de los dos electrones en el &to-
mo, hecho que conocemos como degeneracion de intercambio. Mediante la
combinacion lineal se pueden obtener un conjunto de estados posibles con
la misma energia, sin embargo, se podran realizar s6lo aquellos estados que
correspondan a funciones de ondas simétricas y antisimétricas:

U0 (71, 7) = WO (71) U0 (7y) 4+ WY (7)) U9 (7)

Wo (71,T) = U (71) W} (7o) — WY (72) R (1) (6.58)

Recordemos que estamos analizando solamente las funciones de onda de-
pendientes de las coordenadas espaciales. Del principio de antisimetria para
los fermiones, tenemos que las funciones de onda completas sélo pueden ser
antisimétricas. Considerando ahora el espin, introduciremos un nuevo grado
de libertad. Tomando en cuenta la funciéon que depende del espin:

U0 (1,2) = U0 (71,72) S (ms,, ms,) (6.59)

Representemos por S* a la funcién monoparticular espinorial correspon-
diente a la proyeccién 1/2 iy por S~ a la de proyeccién —1/2 k. Son posibles
las siguientes funciones de onda S:

ST()St(@) , ST(1)S(2) , S(1)ST®R) , ST1)S (2
(TN 2 A & R N0 (6.60)

y se pueden entonces obtener las siguientes funciones de espin simétricas
y antisimétricas:

S =5t (1)st(2) , SP=5(1)S(2)

S

S® =5t (1)S™(2)+ 5 (1)ST(2)
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S.=S*(1)S™(2) — S~ (1)S* (2) (6.61)

De acuerdo con el principio generalizado de Pauli, 1a funcion total podra
ser representada por las siguientes 4 funciones antisimétricas:

S, o wisw . wis® | wis®) (6.62)

El estado fundamental del dtomo de helio en la aproximacién de orden
cero corresponde al estado en que ambos electrones tienen la misma energia
monoparticular, es decir, se encuentran en el estado 1s (ny,ne =1, l3,lo =0
y m1,my = 0). En este caso los nimeros cudnticos de los estados espaciales
de los dos electrones coinciden, y las proyecciones del espin de los electrones
son diferentes. Esta situaciéon corresponde a la funcién ¥9S,. Notemos que
si tomamos los otros tres estados, la funcién espacial ¥ se anula. De esta
forma el estado basico del helio en la aproximacion de orden cero es:

Uo =5 [PF (1) U} (T2) + 0Y (F2) W (70)] [ST (1) S (2) — S~ (1) S*(2)]
(6.63)

Los estados excitados en la aproximacion de orden cero vienen dados por
las expresiones 6.62. Los estados con funciones espaciales antisimétricas W?
se denominan ortoestados, y los que poseen funciones espaciales simétricas
Y son los llamados paraestados.

Por lo tanto, el helio como una composiciéon de dos elementos quimicos
no existe, es un soélo elemento con dos tipos de estados cuanticos.

Esto explica también porque aparecen dos tipos de términos espectrales,
que conducen a su vez a dos series de espectros. Las funciones simétricas por
el espin (ortoestados) determinan estados con espin total 1, y proyecciones
en una direccién determinada del espacio +1, 0 y —1. Las funciones anti-
simétricas de espin, correspondientes a los paraestados, tienen espin total 0.
La interaccién espin-orbital provoca el desdoblamiento en forma de tripletes
para los ortoestados, mientras que los paraestados se conservan en forma de
singletes. La prohibicién de intercombinacion se explica facilmente si recor-
damos que para las transiciones dipolares la regla de selecciéon es AS = 0,
que presupone no existen cambios en los momentos magnéticos y no per-
mite entonces las transiciones entre los ortoestados y los paraestados como
consecuencia.

N —

6.3.4. Correcciones de primer orden

Las funciones de onda obtenidas deben estar normalizadas. Represente-
mos los coeficientes de normalizacion por Cy y C,,.
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De acuerdo con la condicién de ortogonalidad, las primeras correcciones
a la energia (ver 6.55) seran:

2
E; = \CS\Q/WS*Ulz\Ideﬂd% = ICS\Q/G—llllg’FdﬂolF2 (6.64)
T12

2
Bl = |2 / PO 07, W0y Ty — |Co? / 100 2 dr (6.65)
T12

Sustituyendo las expresiones de U0 y W9 para los estados con un electrén
excitado en el nivel monoparticular k, y llevando a cabo la multiplicacion,
obtenemos:

Esl = |C’s|2 (J+K) ) E; = |C(a|2 (‘]_K) (666)
donde )
(&
7 =2 [ S0 ) P9 () P, (6.67)
12
€% 0% (= \ 0% (= \ GO (7 GO (7 e
K=2 [ S0 )W ) W (r) W () dridrs (669
12

De las relaciones 6.64 y 6.65 se tiene que J + K >0y J — K > 0.

Se puede observar que los paraestados, cuyas funciones de onda espaciales
son WY(7{,7y), presentan una correccién de primer orden a sus energfas de
orden cero mayor que la correccién E! existente en los ortoestados. Por ende,
los paraestados estan por encima energéticamente de los ortoestados.

Al término J (ecuacién 6.67) podemos darle una interpretacién clasica.
En efecto, la carga de uno de los electrones esta distribuida en el espacio
con la densidad p; = ¢|U? (71) |, v la del otro electrén tiene una densidad
pa = €| ¥V (T5) |2. La expresién que aparece dentro de la integral representa la
energia potencial de repulsién coulombiana entre las cargas p;dr, y podrs. La
integral es por tanto la energia potencial coulombiana de ambas cargas
que se encuentran distribuidas por el espacio.

El término K no posee andlogo cldsico, y es una energia puramente cuanti-
ca. Este término surge como resultado de que cada electrén se encuentre en el
estado ¥§ y ¥¥ al mismo tiempo. K recibe el nombre de energia de inter-
cambio, y la correspondiente supuesta interaccién que provoca la aparicién
de este término se denomina interaccion de intercambio. Evidentemen-
te, la causa real de la aparicion de esta energia es la necesidad de satisfacer
el principio de indistinguibilidad. La misma no es exclusiva de la interac-
cion de Coulomb, aparece en cualquier sistema de particulas idénticas que
interactuen, por ejemplo, en el nicleo atémico cuando se consideran a los
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nucleones (protones y neutrones) se produce la conocida saturacién de las
fuerzas nucleares debido a este principio.

Resumen

= En los espectros del atomo de helio y sus similares, aparecen duplicadas
las series de los espectros de los atomos alcalinos: unas compuestas por
singletes y las otras por tripletes.

s Prohibicién de intercombinacién: Las transiciones entre los niveles ener-
géticos singletes y tripletes estan prohibidas.

» La ecuacion de Schrodinger en sistemas complejos no posee solucién
analitica y es necesario recurrir a métodos aproximados. Los métodos
mas utilizados de este tipo son el variacional y el perturbativo.

= La teoria perturbativa considera a la interaccion coulombiana entre los
electrones como una pequena perturbacion comparada con la interac-

cion de los electrones con el niicleo. En la aproximacion de orden n, las
soluciones se buscan en la forma:

U =040l 924 4" , E=E+F'+E*+ .. +4E"
» Estado basico del helio en la aproximacién de orden cero:

Wy = o [0 (71) W (72) + OY (72) OY (7)) [S* (1) 8™ (2) = 5™ (1) 5™ (2)]

DO | —

= Los estados del atomo de helio con funciones espaciales antisimétricas
0% se denominan ortoestados, y los que poseen funciones espaciales
simétricas WY, paraestados. El helio es un sélo elemento con dos tipos
de estados cuanticos.

= La prohibicién de intercombinacion es consecuencia de la regla de se-
leccion AS = 0.

» Primeras correcciones a la energia: E! = |C,|? (J + K) (paraestados),
E! = |C,*(J — K) (ortoestados). J es la energia potencial coulom-
biana, mientras que K no posee analogo clasico y recibe el nombre de
energia de intercambio.
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6.4. Aproximaciéon de Hartree-Fock

= Unidades atomicas.

= Método variacional.

= Aproximacién de Hartree y Fock.

= Energia de Hartree-Fock.

» Ecuaciones de Hartree-Fock. Operador de Fock.

= Método de soluciéon de las ecuaciones de Hartree y Fock.

La solucién exacta de la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo
en sistemas complejos es imposible de obtener analiticamente. Nos propone-
mos ahora introducir el otro método ampliamente utilizado en la mecanica
cuantica para resolver esta ecuacion: el método variacional.

6.4.1. Unidades atomicas

El problema que nos ocupa de forma general, es el correspondiente a un
atomo con carga nuclear Ze que posee n electrones. La ecuacién de Schrodin-
ger estacionaria es la siguiente:

HY (%1, Ty, ..., Tp) = BV (T1, To, ..., T (6.69)

donde el Hamiltoniano electrénico es:

ZVQ ZZ Yy C (6.70)

=1 zlszrlU

En la fisica atémica es comun trabajar con las llamadas unidades
atémicas. En estas unidades se toman igual a la unidad las magnitudes
h, m. vy e. En correspondencia, la unidad de longitud resulta ser el radio de
Bohr ag = 0,529 A, y la unidad de energia es el Hartree (1 Hartree = 27.21
eV) que corresponde a dos veces la energia del dtomo de hidrégeno en su
estado fundamental (—13,6 eV').

En unidades atomicas el Hamiltoniano 6.70 adopta la forma:

n

YOI WD 3D DL SRS 9D DL

’Lljl+1 =1 j=i+1 T
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6.4.2. Meétodo variacional

El método variacional se basa en dos teoremas que veremos sin demos-
tracion. El lector interesado puede encontrar sus demostraciones en el libro
de mecanica cuantica del autor A. Messia.

Teo. I: Sila funciéon de onda W satisface la ecuacién de Schrodinger estacionaria
6.69, el valor medio de la energia

[ HVdz,dT...dT,
[ U*Udz,dTs...dT,

E (U] (6.72)

presenta un extremo (0E = 0) en la funcién de onda W, siendo el valor
propio E el valor del funcional E [¥]. Y viceversa, si el funcional E [¥] es
estacionario en una funcién de onda ¥ (0 E = 0) esta constituye una solucién
de la ecuacion 6.69, siendo el valor E' el valor propio del operador H.
Simbolicamente el teorema I puede ser escrito como:

HU = BV < §E[¥] =0 (6.73)

Este teorema nos indica que la soluciéon de la ecuacién de Schrodinger
independiente del tiempo es equivalente a la busqueda de los extremos del
funcional de la energia E [V].

Teo. II: Cualquier funcién de onda ¥ perteneciente al espacio de Hilbert deter-
mina un valor del funcional de energia 6.72 que satisface la inecuacion:

E[¥] > E, (6.74)

donde Ej constituye la energia del estado fundamental del sistema.

Este segundo teorema garantiza que en el método variacional, cualquier
funciéon que se utilice al simular el estado basico, nunca proporcionara una
energia menor que la energia exacta FEj.

De manera general se procede de la siguiente forma cuando se utiliza el

método:
Basandonos en el teorema I, buscamos al estado béasico y su energia re-
solviendo el problema variacional dF [U] = 0. Para esto proponemos una

forma concreta de la funciéon de onda que represente a este estado, y que
llamaremos funcion de prueba. La misma dependera de un conjunto de
parametros a determinar de la condicién de extremo. Una vez resuelta es-
ta condicién, habremos encontrado la funcion que nos interesa, y al evaluar
E [W,ueba) Obtenemos el valor de la energia en el estado bésico para esta clase
de funciones propuestas.
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El éxito del método radica en la eleccién de la funcion de prueba lo mas
cercana posible a la funcion real, lo cual es sélo indicado por el sentido fisico
comun y no existe otra forma légica de proponerla.

El teorema II por su parte garantiza que siempre alcanzaremos un minimo
en la energia correspondiente a la mejor solucién posible en el marco de la
forma especifica propuesta para la funcion de prueba. Nunca se podra obtener
una energia menor que el valor exacto Fj, correspondiente al valor real que
se busca.

6.4.3. Aproximacion de Hartree y Fock

Esta aproximacion fue introducida por D.R. Hartree en 1927 (Proc. Cam-
bridge Philos. Soc. 24, pégina 89) y completada por V.A. Fock en 1930 (Z.
Phys. 61, pagina 126). Es hoy en dia la aproximacién mas utilizada en la
fisica atomica y molecular, o sirve de base como punto de partida en otros
métodos aproximados mas exactos.

La aproximacién consiste en tomar como funcién de prueba a la funcion
de onda de particulas no interactuantes del sistema correspondiente. En el
caso de un atomo complejo se toma un determinante de Slater:

X1 (fl) X2 (fl) o Xn (?1)
Uprcta (T1, Ty ooy T) = \/% X1 (Z2) X2 (Z2) Xn (Ta) (6.75)
X1 (En) X2 (En) - Xn (fn)

donde las funciones {x; (Z;)} conforman un conjunto completo y ortonor-
mal de funciones de onda monoparticulares:

/ X, (Ti) Xjo (T2) dT = 05,5, (6.76)

El factor v/n! garantiza que Wp,,ep, €sté normalizada a la unidad.

Son precisamente las funciones x; (Z;) los “parametros” a determinar de
la condicion de extremo del funcional de energia.

Debemos senalar que se trata de una aproximacién del estado bésico, que
como sabemos es bien descrito por el modelo de capas segin demuestra el
experimento. Desde un inicio se estd tomando la funcién de onda errénea,
ya que la funcién 6.75 nunca sera solucién de la ecuacion de Schrodinger
debido a la presencia del tltimo término en el Hamiltoniano 6.71. Es muy
importante senalar que este término se mantiene al evaluar la energia.
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Para simplificar los cdlculos, introduciremos ahora el llamado operador
de antisimetrizacion A:

-~

A= \/2_!;(—1)1’13 (6.77)

donde P es el operador de permutacion de las variables T; por las n
: P . ‘4

funciones x;. (—1)" nos aporta la paridad de la permutacion.
Utilizando este operador la funcién de prueba se puede reescribir como:

- % Z (1) Plxs (@1) o xn (@a)] = A1 (71) - X ()] (6.78)

El operador de antisimetria satisface las siguientes propiedades, cuyas
demostraciones dejamos al lector:

LA2=vVnlA |, 2.At=A4 | 3. Ah=0A (6.79)

donde @ es un operador totalmente simétrico respecto a las coordenadas
electrénicas. Ejemplo de este operador lo constituye el operador biparticular:

-1 n n
ézzz ;Zri (6.80)
—1 Tig I ij
i=1 j=i+1 i,j=1

donde la prima significa que se excluyen los términos ¢ = j.

6.4.4. Enmnergia de Hartree-Fock

Pasemos a calcular el funcional de energia de Hartree y Fock. El hamil-
toniano 6.71 puede ser transformado a:

Zh+ Z L 040, (6.81)

2,7=1 U

donde #; y 65 son operadores simétricos respecto a las coordenadas electroni-
cas.
La energia del sistema es:

EHF =L [\I[prueba] = /\D;ruebaH\ijruebadfldEQ-'-dfn =

/\Ij;rueba (é\l + 52) \Dpruebadfldf}“dfn =
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= / |:A\X1---Xn]* <§1 + /9\2) [A\X1~~-Xni| dz,dT>...dT,, (6.82)

Calculemos primeramente el término que incluye a 6; :

/ [A\Xl (1) .- Xn (fn)} * /9\1 [A\Xl (T1) ... Xn (fn)i| dzy...dT, =

/ @) s @a)] ATBA D (1) oo (T)] AT

Val [ @) o @) B [ (@) oo (@) dd, =

/XT (Z1) ... X (Tn) <Z > ( Pﬁ) X1 (T1) .. Xn (T)] dZTy...dT,, =

> [ @in.. [ @@ | 3@ -

= Z/X: (fz)ﬁzXz (z;) dz; (6.83)

donde se tuvieron en cuenta la ortogonalidad de las funciones mono-
electrénicas (cualquier permutacién conduce a que aparezca al menos un
producto del tipo [ x} (7;) x; (T:) dT; = 0) y las propiedades del operador de
antisimetrizacion:

AT, A =0, AT A = 0,A% = Vnlt, A (6.84)
El término que incluye a 52 sera igual a:

/ [A\Xl (1) - Xn (Tn)} * 52 [ﬁxl (Z1) .- Xn (En)} dz,...dT, =

Val [ @) i @) B [t @) oo (@) d..d, =

5 [ @) @) (Z'%) ( | <—1>P13> N (@1) X (7)) 1.l =

r
ij=1 Y pP=1

5 Z /X1 T1) X, (Tn) <i> (1—?(2’,3’)) X1 (Z1) .- Xn (Tn)] dTy...dT,

i,7=1 Tij
(6.85)
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donde P (1,7) representa al operador que realiza una sola transposicién
de las coordenadas 7; y ¥;. Cualquier permutacién diferente de la unidad y

de P (1,7) conduce a la aparicién de al menos un producto del tipo

/X? @) x; (7)) dz; = 0

Desarrollando atn mas la ecuacién 6.85 obtenemos:

- % Z {/Xik (1) x1 (71) dfl-"/X: (i) X (T5) Ti;1Xi (7;) x; (T;) dT;dT; ...

ij=1

/ X (Tn) Xor (Tr) T — / X (@) x1 (@) da...
/ X () X (@) i () x () A / X (Za) Yo (Tn) AT} =
= 5 Do 0 )75 (g () -
[ @ @)t @) v () o) (6.56)

En la obtencién de esta ecuacién se tuvo en cuenta que las integrales entre
llaves son iguales, y por lo tanto, el término ¢ = j se anula, se puede excluir
asi la prima en la sumatoria. De esta forma, la energia de Hartree-Fock es:

Fup = 2:; hy + %;: (T — Ky) (6.87)
donde
b= [ X @) B ) o (6.39)
Iy = [ 3 @) @) it @) (@) dds (6.89)
Ky = [ X @) () i (m2) x (@) dmds (6.90)

El primer miembro de la ecuacién 6.87 corresponde a la suma de los va-
lores medios de las energias monoparticulares h; por los n estados ocupados
de los electrones. Estas energias coinciden con las obtenidas en el modelo de
particulas no interactuantes, y serfan las mismas de los dtomos hidrogenoi-
deos si y; son las funciones de onda del hidrégeno. hy representa al operador
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de las energias cinética y de interaccién coulombiana de los electrones con el
ntcleo.

El segundo término representa a las energias de interaccion coulombianas
entre dos electrones que se encuentran en los estados x; y X;j, y se suma por
todos los pares posibles de estados ocupados. Si recordamos que |y; (Z) [*dT
representa la probabilidad de encontrar un electrén en el punto T en el estado
17, podemos escribir:

Jij Z/!Xi @) Ix; (Tz)\zfﬁldfldfzz/m (1) pj (T2) r1y dT1dT>  (6.91)

Al sumar por todos los estados ocupados 7 y j obtenemos la interaccion
coulombiana cldsica de todos los electrones del sistema.

El tercer miembro es mucho mas complicado de interpretar, ya que se
encuentran los pares de electrones en ambos estados ¢ y 7 a la vez. Se dice que
existe una interaccién puramente cuantica que los intercambia, y se denomina
a esta energia como de intercambio. La misma no tiene andlogo cldsico y es
consecuencia del principio de indistinguibilidad.

Notemos que la aproximacion de HF aporta una energia que coincide por
su significado fisico con el de la teoria de perturbaciones en el primer orden
de aproximacién, como fue visto en el epigrafe anterior para el atomo de
helio. Sin embargo, las funciones de onda alli utilizadas corresponden a las
funciones de onda monoparticulares de particulas no interactuantes. Aqui, el
conjunto de funciones {x;} resultan de solucionar las ecuaciones de extremo
del funcional de energia que obtendremos a continuacién, lo cual mejora
considerablemente el resultado numérico.

6.4.5. Ecuaciones de Hartree-Fock. Operador de Fock

Una vez obtenido el funcional podemos obtener las funciones monoparti-
culares (pardmetros) de la funcién de onda del sistema que minimizan a este.
Las funciones {x;}, conocidas también como los orbitales, deben satisfacer
la condicién de ortonormalidad 6.76. Estamos en presencia de un proble-
ma de extremos condicionados, para cuya solucién utilizaremos el método de
multiplicadores de Lagrange.

El funcional que debemos minimizar es el siguiente:

F il = Bar [l - 3 ey / Y@ @dr  (6.92)

1,j=1

La condicion necesaria de extremo es:
n

0F =0 — 0Eur[{xsxi} =) &io ( / X: (T) x; (T) df) (6.93)

ij=1
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Los coeficientes de Lagrange {¢;;} suman un total de n?, igual al niimero
de condiciones del tipo 6.76, y conforman una matriz hermitica ¢ = €*. Esto
ultimo es facil de demostrar a partir de naturaleza real de la energia F y por
ende de su variacion. Al restar la ecuacién 6.93 y su complejo conjugada se
obtiene la condicién hermitica de la matriz €.

Como es bien conocido del algebra, para toda matriz hermitica existe
una base de funciones {x;} en la cual esta matriz adopta su forma diago-
nal (¢;; = €;0;;). En adelante, nos referiremos sélo al problema de Hartree-
Fock donde la matriz € es diagonal. Los orbitales {x;} que garantizan esta
condicién son denominados orbitales candénicos de Hartree y Fock. La
ecuacion 6.93 se simplifica a:

sEur it = 302 ([ xi @ v @) ar) (6.94)
i=1
El cdlculo de las variaciones conduce a:

SEur = [ 16 @) (@) do +
i=1

T12

1 - * (= * (= 1- ﬁ — — — —

2 Z{/ [0x; (T1)] X (T2) 12Xi (71) x; (T2) dZ1dTo+
ij=1

1— Py

12

Xi (1) X; (T2) dT1dT }+

/ \; @) [ox: (@2)]

2 / XE (@) T [0 ()] dy+

1 & 1-P
B) Z{/ Xi (T1) xj (T2) 1o 2 [6x: (7)) X;j (T2) dZ,dTo+
ig=1

1— Py

T'12

/X? (T1) X (72) Xi (1) [0x; (T2)] dT1dz2 } (6.95)

En la ecuacién anterior, las sumas entre llaves contienen dos términos
idénticos, por lo tanto el factor 1/2 desaparecerd. La ecuacién 6.94 toma la
forma:

> / 16X (@) {Tzl +Y / X (72) 1;—5% (%) dFs — ez} i (T1) dTy +
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Z/Xf (71) {ﬁl + Z/X; (T2) ! ;151290 (T2) dzs — Ez} [0xi (T1)] dTy =0

(6.96)
Las funciones incégnitas x; y x; se consideran independientes, lo que im-
plica que la variacién 6.96 se torna cero solamente cuando las integrales que
contienen a dx; y 0x; se igualan a cero. Del lema fundamental del calculo
variacional tenemos que esto es sélo posible cuando las expresiones entre lla-
ves se igualan a cero para variaciones arbitrarias de dyx; y 0x;. De esta forma
se obtienen dos conjuntos de ecuaciones, unas que contienen a Y; y otras
que contienen a x;. No obstante, el hecho de que el operador de Hamilton
es hermitico y que los valores de g; son magnitudes reales conduce a que
el segundo conjunto de ecuaciones es el complejo conjugado del primer con-
junto, cuestién facil de demostrar y que proponemos al lector. Finalmente,
obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones que determinan los orbitales
canénicos de Hartree y Fock:

~

hefecXi (fl) = &iXi (El) ) L= 1,_TL (697)

donde

- ~ & 1- P ~ T s
hefee = h1 + Z/X; (T2) 7’—1212Xj (T2) dTy = hy + Z [Jj (1) — K; (1)]
j=1 Jj=1
(6.98)

es el operador de Fock. R
El seqgundo término del operador efectivo h.f.. puede ser escrito como:

fj(l)Z/pj (To) rip dT2 = 1:2@(1):/p(f2)7~;;d@ (6.99)
j=1

Este término representa al potencial coulombiano que actiia sobre cada electron.
El mismo se obtiene como el promedio de la interaccién de Coulomb 775" por
la densidad electrénica de los n — 1 electrones y del propio electron. Este
potencial como se observa es un operador local.

El operador K 1

K, = Z[? Z/XJ T2) —Xg (ZT2) dTo (6.100)
=1

presenta ademas de la interaccién coulombiana 7y, , el operador de inter-
cambio Pis, el cual justifica claramente la procedencia del nombre dado a
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este operador y a la energia con este involucrada. Como consecuencia, este
resulta ser un operador no local.

La ecuacién 6.97, tiene un gran parecido con la ecuacién de Schrodinger
que determina las funciones monoparticulares en el modelo de particulas
no interactuantes. Sin embargo, debemos observar que tanto J; como K;
dependen de las funciones a determinar {x;}, y esto las hace diferentes. Las
ecuaciones que determinan a los orbitales de Hartree-Fock son no lineales.

6.4.6. Meétodo de solucion de las ecuaciones de Hartree
y Fock

Senalemos algunos de los aspectos mas importantes a tener en cuenta al
solucionar las ecuaciones de Hartree y Fock.

Debido a que el operador efectivo 6.98 no actua sobre las variables de
espin, estas ecuaciones pueden transformarse en ecuaciones que determi-
nan solamente a funciones dependientes de las variables espaciales ® (F), y
que forman parte del orbital original x (Z) = ® (7) S (ms), también llamado
espin-orbital.

Las funciones que dependen solamente de las coordenadas espaciales se
acostumbra a seguir llamandolas orbitales. Debido a la simetria radial del
campo nuclear se pueden introducir los nimeros cuanticos n, [ y m. Los
orbitales ®,,;,,, (T) se expanden sobre una base conocida de funciones en la
forma:

P im (T) = Z Crar: * Prim (T) (6.101)
k

Aqui, el subindice £ se refiere a la funcién base de simetria [ y subespecie
m, que tiene el nimero de orden k. Entre las funciones de base mas utilizadas
en la realizacion de célculos atomicos se encuentran:

1. Orbitales de tipo Slater
Pkim (F) = Nkl . Tnlileigk”jmm (‘9, gO) (6102)
_1 1
Ny = [(2m)1]7% (26)" "2
2. Orbitales gaussianos

Ouim (F) = Nig - eV, (6, ) (6.103)

2043

Ny = 2772 [(20 + 1)1 2 (27) T )
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Existen otras bases conocidas como son las bases geométricas, los orbitales
gaussianos en representacion cartesiana, los orbitales de tipo Slater oscilantes,
etc.

Una vez que se desarrollan los orbitales, se obtienen nuevas ecuaciones
para determinar a los coeficientes C,;; que serian las nuevas incdgnitas.
Comunmente, este procedimiento se realiza siguiendo el método iterativo
introducido por Roothaan (Rev. Mod. Phys. 23, pagina 69, 1951) y conocido
como método analitico de Hartree-Fock. Su esencia consiste en generar
los operadores J y K para unas funciones de partida a través de los coeficien-
tes {CY,}, se dice entonces que se genera el campo. Con el operador efectivo
obtenido, se resuelve un problema de vectores y valores propios, que genera
nuevos valores de los coeficientes {C},.} v de las energfas monoparticulares
{e}}. Con los nuevos vectores, se repite el proceso de generar el campo y se
obtienen a su vez nuevos vectores que determinan los nuevos orbitales. El
proceso se repite hasta alcanzar la convergencia, y se conoce como procedi-
miento del campo autoconsistente.

Resumen

= Unidades atémicas: h = m, = e = 1. La unidad de longitud es el radio
de Bohr ag = 0,529 A y la unidad de energfa es el Hartree = 27,21 eV.

= El método variacional se basa en dos teroremas que simbdlicamente se
expresan como:

I HU = EV < §E[¥]=0 , 1L E[¥]> E,

En esencia se busca al estado basico y su energia resolviendo el proble-
ma variacional 0F [U] = 0, para lo cual se propone una funcién de
prueba. El éxito del método radica en la eleccion de esta funcién lo mas
cercano posible a la funcién real. El teorema Il garantiza que nunca se
podra obtener una energia menor a FEj.

= La aproximaciéon de Hartree y Fock toma como funciéon de prueba a la
funcién de onda del sistema con las particulas no interactuantes. En un
atomo multielectrénico esto equivale a tomar un determinante de Sla-
ter, siendo los parametros a determinar las funciones monoparticulares
que lo conforman.

{ . I O o K inci ioni-

= Laenergla Eyp =3 hi+ 35>, (Jij — Ki;) coincide por su signi
ficado fisico con el de la teoria de perturbaciones en el primer orden de
aproximacién: y ., h; representa la suma de las energfas cinética y de

interacciéon coulombiana de los electrones con el ntcleo, %2?3:1 Jij



198

CAPITULO 6. ATOMOS MULTIELECTRONICOS

son las energias de interacciéon coulombianas entre los electrones y
157 ) . .
3> i.i=1 Kj es la suma de las energlas de intercambio.

= Ecuaciones que determinan los orbitales candnicos de Hartree y Fock:
{hefecxi (1) = eixi (1) ,1 = L_n} donde h,.. es el operador de Fock.

~

T12

» Operador de Fock: /f;efec = Dy + S [ X (T2) Xj (T2) Ty =

~

ﬁl 4 Z [:]; (1) — K; (1)] = ﬁl + jl + [?1. jl y [/(\’1 dependen de las
j=1

funciones a determinar {y;}. Las ecuaciones de Hartree-Fock son no
lineales.

= Método de solucién de las ecuaciones de Hartree y Fock:

1. Expansion de los orbitales espaciales sobre una base conocida de
funciones

2. Procedimiento del campo autoconsistente.
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