Fisica Estado Sélido I Examen parcial tema 5
ELECTRONES EN CRISTALES

Las puntuaciones se refieren a ejercicios completamente resueltos, incluyendo
valores numéricos finales y unidades (si corresponde), con soluciones razonadas.

1. (50 puntos) Se considera un cristal bidimensional con red cuadrada de
pardmetro a = 3A.

= (5)Obtener los vectores de la red reciproca y dibujar la primera zona
de Brillouin.

= (15) La energia cinética, en la aproximacién de electrén libre, en el
corner de la 1* Z.B. es mayor que el centro de la cara en un factor C.
Calcular el valor de C. Representar en el esquema de zona reducida
las bandas (1,0), (1,0), (0,1) y (0,1) en la aproximacién de electrones
libres, verificando que las cuatro bandas son degeneradas en el punto
T'(0,0).

= (15) El potencial en el cristal se describe por:
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Obtener el valor aproximado del gap de energia en el punto X =
s
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= (15)Escribir la matriz 4 x 4 que serd preciso diagonalizar para conocer
las energias y funciones propias en un entorno del punto I' en la
aproximacién de campo débil.

2
V(z,y) = —2V,(cos % + cos

Solucion:

e Los vectores de la base directa son a1 = a(1,0) y a2 = a(0,1)
referidos a un sistema (i,j). Los vectores reciprocos son by =
27(1,0) y by = 22(0,1).

La energia F = %(j:G)2 es degenerada para G = £27(1,0) y
G = +27(0,1). También para kFG conk = Z. E = %(—%)2 =
n? (T — 2m)2
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e En el modelo de electrén libre la energia cinética F ~ k2. Para
el corner de coordenadas M = (m/a)(1,1), kny = (Z)V2 y para
el medio de la cara en el punto X (7/a)(1,0), kx = (%) de donde
obtenemos F); = 2Ex con lo que tenemos C = 2.

e El potencial en el cristal podemos expresarlo como combinacién
lineal de ondas planas:

V(l‘,y) — _Vo eZm’x/a +e—2m‘x/a + 62m‘y/a + e—2m'y/a

donde intervienen ondas planas con los vectores de la red recipro-
ca K1 = 25(1,0), Ko = —22(1,0), K3 = 22(0,1) y K4 =
—%”(07 1) y con el mismo coeficiente —V;. En el punto X = 7,
la energia es degenerada para kx, kx — K7 y, en la ecuacion
de Schrodinger en k se mezclan dichos vectores, asi como los
coeficientes de la funcién de onda ci y cr—k, a través de corres-

pondiente coeficiente del potencial. Esto nos lleva a 2 ecuaciones:

(€ =& k)on—r: = ) Uk;—kiCh—k; (1)
K;
con K; =0, Ky:
(€ =& = U-k ch-k, (2)
U_kion = (E=&_k,)o-x, (3)

Cuya solucién viene dada por:

E-E -U.g,

=0
_U*K1 E_El(c)—Kl

Para k = 7/a, B} = E}_y, v U_k, = =V, de donde
(EZ:TF/G - E)2 - V02 =0

Cuya solucién lleva a que el gap que se abre en X es |2V,

e E, el entorno del punto I' se mezclan las funciones de onda con
k—Kl, k+K17 k‘—Kg, k-I—Kg, con Kl = 2%(1, 0) y Kg = %TW(O, ].)
Construimos las ecuaciones correspondientes a estos coeficientes:

(€ =& k)ev-k, = ) Uk,—K.Ch-K, (4)
K;

cuya solucién viene dada por la condiciéon:

E— B g, 0 0 0
0 E— B} g, 0 0 o
0 0 E— B} g, 0
0 0 0 E— By g,

que para k = 0 muestra una unica solucién trivial con degene-
raciéon. para ese punto, en la aproximacién de primer orden, el
potencial dado no rompe la degeneracion.



2. (50 puntos) Considerar un cristal unidimensional con dtoms separados
regularmente una distancia a. Las funciones de onda que describen el
electrén 1s del dtomo vienen dadas por ¥(r — R,,) donde R,, = na es la
posiciéon del atomo en la celda n. En un modelo de ”tight-binding” tenemos
las siguientes integrales de solapamiento:

/\1/*(7« CR)HU(r— Ry)dr = B, (5)
/\I'*(T CR)HU(r — Rusi)dr = —V (6)
/\IJ*(rfRn)H\I/(rme)dr = 0,n#mm=l (7)

donde h es el Hamiltoniano. Calcular:

= (25) La relacién de dispersién € (k)

= (25) La densidad de estados electrénicos

Solucién:

» Las funciones de onda del electrén en el cristal son funciones de Bloch:

Op(r) = \/—lﬁ ZeikR"\Il(r —R,)

donde N es el niimero de celdas (dtomos). La ecuacién de Schrodinger
H® = E(k)® proyectada sobre < ®| nos lleva a:

1 .
B(k) =< O3 HOj >= > e ) < By (r—Ry) | H[W (r—Rpy) >=

=< Op(r—R,)|H|¥(r—R,) > +e** < &y (r—R,)|H|¥(r—R,_1) > +
+e ™ < Op(r — Ry)|H|U(r — Ryyr) >=
= E, — 2V cos(ka)
= Los valores de k vienen dados por k& = mm/Na donde m=entero.
El ntimero de estados hasta un valor de k es N(k) = k/(n/Na) =
(Na/m)k de donde N(k)dk = (Na/m)dk y, la densidad de estados
p(k)dk = (N(k)/Na)dk = dk/n. Para electrones con dos valores de

spin por estado tenemos p(k) = 2/7. Para calcular p(E) tenemos en
cuenta que p(k)dk = p(E)dE con

dE = 2aV sin(ka)dE = 2aV /1 — (EOZ;E)sz
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