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azul, referencial propio RP
rojo, referencial ligado al sélido RS
linea de nodos, N, corte de los planos XY de ambos referenciales

fi=8 (nutacion}, angulo entre ejes z
a=¢ (precesion) angulo entre el eje x del RP y la linea de nodos
v=1 (rotacion propia) angulo entre la linea de nodos y el eje x del RS
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El sisterna de ejes de partida es ] OXVZ. Las tres rotaciones sons

1, Una rotacién de dngulo ¢ en tomo & OZ pasa ol sistema O£ 1y'C -
2. Una segunda de dngulo @ en torno 4 OF puss a OInC.
3. Otra de dngulo yren torno @ O pasa & O

El eje (3¢ coi
la sstronomia.

de con OF" y se Nama linea de los nodos. denominacion gue proviens de
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Figure 10.10  Definition of the Euler angles ¢, ¢, and . Starting with the body axes g, &,, &4
and space axes %, ¥, £ aligned, the three successive rotations bring the body axes to any

prescribed orientation,
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Los elementos diagonales de esta matriz, [y, Iz e {3 reciben el nombre de mo-
mento de inercia respecto de los ejes xi, % v 20, respectivamente y los opuestos de
los elementos no disgonales, [z, T, etc, el de productosde inercia.®  Evidente-
mente el tensor de inercla es simétrico, es decir,

Fy =I5 (12.14)

¥, por tanto, {1} posee sélo seis componentes independientes. Ademds, el tensor
de inercia es aditivo; o sea, el tensor de inercia de un cuerpo puede considerarss
formado por la suma de los tensores de inercia de las distintas porciones del mis.
mo. En consecuencia, si suponemos que un cuerpo es una distribucion continua
de materia con una densidad mésica p=p (1}, serd

k

I;= ._,T, () Tc Yox—x .L i ﬂ

donde dv=dx; daz dxs es el elemento de volumen en el punto definido por el vectar
vy Vel volumen del cuerpo,

% Ejemplo 12,2 Tensor de jvercia de un cubo

Como gjemplo de céleulo de las componentes del tensor de inercia, consideremos
un cubo hemaopgéneo de densidad p, masa & v arista de longitud & Situemos el origen
de coordenadas en uno de los vérlices v los tres eles de coordenadas sobre las tres
aristas contiguas correspondientes & dicho vértice {véase figura 12-1). (Evidenlemente,

X3

Fua, 11

* Introcducidos por Huvoers en 1673: TuLer acuid el nombre.

Oindmica de sistemas rigidos 415

com los ejes dispuestos de esta forma el origen ya no coincide con el centro de masa;
valveremas sobre este extremo més adelante.)
De acucrdo con 12.13, tenemos

" b 4
Bi=p | an| detd+ ] a
v [ do
~ ipb* = 1hb? "
ak & b
h.."_"I__u_. H.h_m_..unh“- .Hun_..x.h‘ axs
a Ja Ja
= —{pb® = —FMD? ()

Es féeil ver que todos los elementos diagonales de la matriz son iguales y que,
avensis, tambidn lo son los elementos no diagonales, 51 hacemaos 8= ME, tendremos

ln=lu=la =4

h.uuhziaum .||.|H__m. Auu_
¥ el fensor de inercia quedard
[ B —if 3B
M= -3 8 -8 &
- -1 B

En_secciones poslericres prosegoiremos con el estudie del tensor de inercia cde
un citbo,
12.3  Momento cinético

El momento cinético del cuerpo respecto de un punto O, fijo en el sistema de
coordenadas del cuerpo, es

L=jrxp,

o

(12.16)

El lugar méds conveniente donde se sitie el punto © dependerd de cada prohlema
particular. Unicamente existen dos posibilidades de verdadera importancia: (a)
Cuando uno o més puntos del cuerpo son fijos (en el sistema de coordenadas fijo), O
se hace coineidir con uno de éstos (tal es el caso de la peonza giratoria, sec. 12.10);
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que, descompuests en factores, nos da
(8 —niEd — DL -1 =10 (7t

.}m_.. pues, obtenemoes las raifces siguientes, gue nos dan los momentos principalss de
inercia

L=i h=Hg L= L

y el tensor de inercia queds, ya diagonalizado:

(8 0 0 __
=10 Hg 0
0 0 Hp |

i

Al ser iguales dos de las rafces, [z=1s, ¢l ¢je principal asociado & [, debe ser eje
de simetria,

Para determinar la direccién del eje principel de inercia ascciado a Iy, sustiluya-
mos { opor f=0=1p en la ecuacidn 12.27:

(38 — 2ty — ez — §Bws, =0
— 4Py, (58 — WBeqy — $fwy, =0 {10
|*.—m_“_._._._. |w._®._.,....._.“_ +._“w_m|.__..___n.ﬁ_”_._u_. =0

donde el segundao subindice 1 en las o significa que cstamos considerando el eje prin-
cipal ascciado a /.
Dividiendo por 2704 las dos primeras de estas ccuaciones, fenemos

J
Doy g =gy — g = .__

(i

—uy g+ Dargp — gy |._u;

Sioen estas ccuaciones restamos de la primera la segunda, encontramos eog, = o,
Utilizando este resultado en cualguiera de las ecuaciones 11 resulta cyy =< way o= oy,
siende los cocienizs buscados

@y iy Tt =173171 [12%)

Por lo tanto, cuando el cubo givs alrededor de un gje al cual estd asocindo el
momento de inercia [y=3}f=2:MH2, las provecciones de w sobre los tres ejes coordenn-

Trati

T T s e e R e S =T ——— ST

] e

o
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dos son todas iguales. Consscuentemente, este eje principal de incrcia corresponde a
la diagonal del cubao.

Como los mementos I; & {2 son iguales, la crfenlacion de los ejes principalss azo-
ciados a estos momentos es achiteariz; (nicamente es necesario que estén en un plane
normal a la diagonal del cubo,

12.5 Momentos de incrcia para distintos sistemas de coordenadas del cuerpo

Para que la energfa cinélica sea separable en las dos parles correspondientes
a la traslacion v a la rotacitn del cuerpo (véase 12.5), serdl necesatio en general
lotuer un sistema de coordenadas del cuerpo cuyo origen sea el centro de masa
del mismo. En el caso de determinadas formas geométricas puede que no sea
siempre conveniente caleular las componentes del tensor de inercia utilizendo
un sistema de coordenadas como ése. En consecuencia, supongames olio sigtema
de coordenadas X;, fijo también respecio del cuerpo y cuyos gjes tengan la misma
arientacién que los x;, pero cuyo origen Q no coincida con el origen O (sitvado en
el centro de masa del cuerpo), @ puede enconlrarse tanlo en el interior como en €]
exterior del cuerpo en cuestion,

Las componentes del tensor de inercia referidos a los ejes X pueden escribirse

Fip= ¥ ._:_HT:_ Y X — Xk L (12.2%
& k 4

Entonces, si el vecior que une @ con O es a, ¢l vector de posicion R de un punto

cualguiera respecto de @ podrd escribivse (véase la figura 12-3)

R=a+r (12,300

¥ HUS COMPOnenles

(12.30a)

H\"_b.m .T.H_

Utilizando 12.30a, el elemento [y de la matriz del tensor se transfora en
Jop= 2 mg| by D (Nan + ag)’ = (g + @)Xy o+ _:._.L
x E

a@

|
il 3 - ; . 2
& En—m: XXk _.Hq.__‘w + 2 __:n_4 iy M_ (2, ay + ai)
a [

Iﬁ.mqwf.+5.,_r;+n."5; (12.31)
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