Capitulo 2

Elementos de circuito

A lo largo de la historia de la Teoria de circuitos eléctricos y en especial del
desarrollo de la FElectronica, se han planteado y utilizado una enorme cantidad
de elementos de circuito, sea para modelizar fenomenos fisicos, para servir de
ayuda en el proceso de diseno de circuitos reales, etc.

El presente Capitulo pretende hacer una clasificacion general de todos los
elementos de circuito de pardmetros concentrados (p.c.), de acuerdo con sus
propiedades analiticas mds relevantes (ineales/no lineales, t-variantes/t-inva-
riantes, y finalmente, la no menos importante, algebraicos/dindmicos). Antes
se comparardn las descripciones de circuito y sistema, relacionando esta asig-
natura con la mds general Teoria de Sistemas.

Al final del Capitulo se demuestra que todo elemento de pardmetros concen-
trados se puede descomponer en una conexion de elementos algebraicos. Esta
cuestion es de indudable interés en modelizacion y diseno, ya que con ellos se
puede modelar cualquier dispositivo fisico o disenar de cualquier circuito real.

2.1. Conceptos generales

Como se mencioné en la Introduccion, estamos interesados en circuitos cons-
tituidos por la interconexion de elementos de parametros concentrados (p.c.).
Desde un punto de vista eminentemente fisico, esto significa que su longitud L
verifica L < X\ = ¢/ fnax, siendo fia. la maxima frecuencia de operacion! y
A la longitud de onda asociada a la propagacion electromagnética, o también
L < c¢- At, siendo At el més pequeno intervalo temporal de interés.

Ahora bien, dado el caracter abstracto de la Teoria de Circuitos, la afirma-
cion anterior es imprescindible establecerla en términos matematicos, lo que
haremos en el presente capitulo. Esto es asi porque también se dan otros casos
de parametros distribuidos en ciertos casos (modelizacion de la base del BJT,
canal de un FET, etc.).

1Es ilustrativo representar en unos ejes sean (L, fmaz) a diferentes dispositivos fisi-
cos reales, para comprobar que la casi totalidad de los dispositivos eléctricos —incluye los
electréonicos— estan en la zona de validez de la aproximaciéon de pardmetros concentrados.
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Con caracter general, la descripcién de modelos matematicos de elementos
de circuito en el dominio del tiempo puede contener otras variables indepen-
dientes continuas, ora espaciales (en una mas dimensiones), ora temporales
(en integrales de convolucion con retardos continuos), e incluso de otros ti-
pos (temperatura, etc.). En ocasiones basta una aproximacion de tal modelo,
discretizando las variables independientes en un ntmero finito?.

Definicion 1 (elemento de pardmetros concentrados): Se dice que un ele-
mento E de una puerta es de pardmetros concentrados sit su relacion constitu-
tiva es de la forma

h(v,5, 007, 0@ (5O B 4y =0 (2.1)

siendo o, B,7v,0 € N. En el caso de una m-puerta (o de un elemento de m+1
terminales), m es finito y tanto h como v e i son m-dimensionales. Un elemento
que no verifica esta definicion se dice que es de pardmetros distribuidos.

La definicion solo permite que v e i solo pueden aparecer directamente o en
forma de derivadas o integrales respecto del tiempo, en cualquier orden finito.

Desde comienzo del Capitulo 1 se ha supuesto que todos los casos a consi-
derar seran de parametros concentrados, en este sentido la definicion (2.1) se
introduce con el tnico objeto de resolver algunos ejercicios que aclaren algu-
nos casos fronterizos a esta categoria. A este respecto debe recordarse que en
general la funcion h(-) puede tener m + M componentes, con M también fini-
to, siempre que se hayan utilizado M wvariables internas (que también pueden
aparecer integradas o derivadas con cualesquiera 6rdenes) y que no siempre
pueden eliminarse analiticamente.

En lo que a los circuitos se refiere, recordando que las ecuaciones LK son
lineales (y homogéneas) de coeficientes constantes —las més simple posibles— se
puede decir que el tipo de circuito en general debe recibir el nombre del elemento
mas complejo que contenga, con las matizaciones que veremos. Extendiendo
la definicién, un circuito es de parametros concentrados sii sélo esta
constituido por elementos de p.c., sino es de parametros distribuidos.

Respecto a los modos de representacion grafica de los bloques constitutivos
del sistema completo es preciso hacer una clasificaciéon previa relativa a ciertos
aspectos gréaficos y analiticos de la misma.

» Representacion grdfica circuital: Es la mas utilizada para los sistemas y
subsistemas de tipo eléctrico, aunque puede utilizarse para cualquier otra
clase de sistema. En esta representacion se utilizan elementos de circuito
LK-conectados por sus nodos, es decir, caracterizados por sus variables
de puerta (v, i), formando circuitos. La Teoria de Circuitos en general se
basa en esta representacion.

2En general deberia exigirse que la discretizacion sea convergente y numéricamente esta-
ble (que el calculo no amplifique los errores). En casos particulares pueden existir soluciones
analiticas. En este contexto un problema (modelo matemaético) se dice bien propuesto (well-
posed) si su solucién es tnica y depende de forma continua de las condiciones de contorno e
iniciales.
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= Representacion grdfica como sistema: Es una representaciéon mas general
que soOlo pretende caracterizar cada bloque, a veces el sistema completo,
como un operador I'[-], que transforma una senal u(¢) denominada en-
trada, eventualmente vectorial, en otra denominada salida y(t), también
eventualmente vectorial. Las representaciones graficas méas comunes son
el diagrama de bloques y el diagrama de flujo de senal, estas representa-
ciones aplicadas a circuitos no se preocupan en general de las variables
internas de cada uno de los bloques constitutivos del sistema completo.

Un circuito, un diagrama de bloques y un diagrama de flujo de senal pueden
considerarse equivalentes, siempre que representen el mismo sistema mateméa-
tico, es decir el mismo operador T'[-].

A continuacién se hacen algunas precisiones acerca de los conceptos de
elemento, circuito y sistema.

2.1.1. Definiciones de elemento y circuito

Con la notacion introducida en el Capitulo anterior, revisemos en primer
lugar con mas precision los conceptos de elemento y de circuito, a los tnicos
efectos de establecer una clara distincién entre los mismos.

Definiciéon 2 (elemento): Un elemento de circuito es una entidad deter-
minada por m puertas (o m + 1 terminales®) con m > 1, sobre las que es-
tdn definidas las 2m variables de rama asociadas v = (v1,v2,...,vm)T € i =
(1,42, ....,79m) T junto con la relacion constitutiva m-dimensional®

h(v,i,t) =0 con h = (hi,hg,...hp)" (2.2)

5

donde en general cada h; puede ser no algebraica® en sus variables.

En cada h;(v,,t) = 0 pueden figurar no solo las variables de la puerta j, es
decir (vj,i;), siné también las variables de otras puertas del mismo elemento®,
con las que se dice que la puerta j esta acoplada.

Con objeto de economizar el nimero de casos a tratar, se pueden considerar
una sola vez aquellos elementos que estén definidos por la misma funcién, pero
que los papeles de 7 y v estén intercambiados. Para formalizar esta idea se
introduce la definiciéon siguiente.

Definicion 3 (elemento dual): Se dice que un elemento de pardmetros con-
centrados Ey es el dual de uno dado E1, notado a veces por E5 = D(Ey), sii

3Dado que todo elemento de m + 1 terminales se puede reducir a uno de m puertas
(con un nodo comun), omitimos en lo que sigue la referencia a los mismos, salvo cuando sea
realmente necesario.

4 Aceptamos que (2.2) pueda realmente estar definida por m-+p ecuaciones, con p variables
adicionales “paramétricas” que no puedan ser eliminadas analiticamente.

5Por el momento basta con que aceptemos que una expresioén es no algebraica cuando
ademas de las operaciones algebraicas usuales contiene operaciones de tipo derivada o integral
de orden finito; la llamaremos algebraica cuando carece de estas dos tltimas.

6La relacién constitutiva de un elemento es invariante frente a cualesquiera conexiones
(LK-compatibles) a otros elementos que con €l se realicen.
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la relacion constitutiva de Ey se puede obtener de la de Eq por intercambio de
las variables v; por i; e i; por vj para todo j =1,2,--- ,m.

De la propia definicién se deduce que D(D(FE;)) = D(E;) = E;. Debe
advertirse que en muchas ocasiones se utiliza el concepto de dualidad en sentido
genérico, p. ej. dado el elemento i = Cdv/dt, de tipo hy (v(T1) i) = 0, se dice que
un dual del mismo es el elemento v = Ldi/dt, elemento de tipo ho (it v) =0,
aunque hy y hsy se distingan en que numéricamente sea L # C.

Es interesante hacer las matizaciones siguientes a la definicién de elemento:

= Con caréicter general, de las 2m variables, m cualesquiera de ellas to-
madas una por puerta se denominan a veces excitaciones (o entradas) y
las restantes respuestas (o salidas). Con caracter mas particular se suele
reservar la primera denominacién solamente para las variables de puerta
que puedan tener la consideracion analitica de variables independientes.

» Existen elementos de circuito orientados a definir excitaciones indepen-
dientes, de tipo y forma especifica, tales elementos se denominan fuentes
de excitacion independientes y son de dos tipos:

e Fuente (o generador) de voltaje independiente, definido como

vj = ug;(t) Vi (2.3)
e Fuente (o generador) de corriente independiente, definido por

i; = usi(t) Voj (2.4)

Notese que para una fuente de voltaje independiente, considerada como
un elemento, su excitacién sblo podria ser i;, ademas Vi; con la que se
le excitase responderfa con v;(t) = us;(t). Una fuente de voltaje inde-
pendiente no puede excitarse con otra fuente de voltaje independiente ya
que tal conexion no seria LK-valida, por la misma razén no deben estar
conectadas en forma de bucle”. Consideraciones duales pueden hacerse
respecto de las fuentes de corriente independientes®.

» Las interconexiones posibles LK-vélidas de elementos seran estudiadas
al final del capitulo y tendran efecto sobre toda la Teoria de CLNL. La
entidad resultante se denomina elemento compuesto y su estudio establece
los fundamentos de la SCNL (Sintesis de Circuitos No Lineales).

= Desde el punto de vista de la notacion textual, un elemento compuesto
queda definido con una lista textual de los elementos interconectados,

"Realmente hay que excluir por la misma razon toda conexién de elementos a los que se
le quisiera asignar en un to dado una v(tg) # v;(t), por ejemplo un condensador (o un bucle
de condensadores).

8Ello impide la presencia de conjuntos de corte de fuentes de corriente y de inductores.
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como se dijo en el capitulo anterior para spice. De aqui hemos tomado

para prespice, ver Glosario, la denominacién de subckt en la forma?:

subckt nombre nodos _externos
(cod__elemento) (nodos_internos_o_ext.) (ecuaciones) (2.5)

ends

Notese que si tenemos muchos subcircuitos (elementos compuestos) ya
definidos, incluidos en nuestro Catélogo de elementos, serd mas facil des-

cribir uno nuevol9.

Definiciéon 4 (circuito): Un circuito es toda interconexion LK-vdlida de
elementos de modo que estén definidas todas las fuentes de excitacion que pueda
contener —aunque sus valores sean nulos— y que pueda representarse por las
2b+ (n — 1) ecuaciones

Ai=0
—ATe4+v=0 (2.6)
fv,i,t) = us(t)

en las 2b+ (n — 1) variables fundamentales (e, v,1)
o textual equivalente.

T 0 por un esquema grdfico

Veamos algunas observaciones aclaratorias tanto de la formulacion del enun-
ciado anterior como de su significado:

» La tercera de las expresiones anteriores, con f = (f1, fa, ..., )1y us =
(0,0,...,0,usk11,.--Usp), N0 €s Mas que el conjunto de todas las expresio-
nes (2.2) de todos los elementos del circuito (b ramas), con la particulari-
dad de que b — k provienen de generadores independientes, cuyos valores
se suelen escribir en el segundo miembro a modo de funciones forzantes
externas (constantes o t-dependientes).

= Un circuito puede verse como un elemento compuesto excitado por gene-
radores independientes!! .

9Las sentencias internas pueden referirse a elementos simples o a otros elementos com-
puestos (pero no al mismo elemento compuesto, ya que tales llamadas recursivas no tendrian
sentido).

10La representacién prespice no contempla pase de parametros, pretende ser una repre-
sentacion genérica textual vinculada con la analitica (tableau) y la grafica usual.

H Como se ha dicho se refiere al tipo de excitacion, no al valor. En este sentido, a titulo
de ejemplo, un elemento de una puerta excitado por una fuente de tensién independiente
constituye un circuito diferente -el sistema de ecuaciones (2.6) es distinto- que si est4 excitado
por una fuente de corriente independiente, aunque ambas fueran de valor cero.
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» Debemos evitar confundir ambos conceptos (elemento y circuito); asi un
elemento de m puertas s6lo podemos considerarlo un circuito si aceptamos
expresamente que cada una de sus puertas estd en cortocircuito o en
circuito abierto.

= A expensas de completar més adelante la notacion textual de los diferen-
tes elementos que pueden formar parte de un circuito, utilizaremos para
el mismo la siguiente notacion textual

circutt nombre.cir
(cod__elemento o sbckto) (nodos _circuito) (ecuaciones) (2.7)

end

siempre que se den por conocidas las ecuaciones de los elementos y subcir-
cuitos codificados (p. €j. dado un Catalogo de referencia para los mismos).

Definicién 5 (circuito dual): Se dice que dos circuitos son duales entre si las
ecuaciones que describen cualquiera de ellos pueden obtenerse de las ecuacio-
nes que describen el otro, después de sustituir entre si todas las corrientes y
tenstones en tales ecuaciones.

Este concepto es consecuencia de la dualidad de la existente en la TC entre
axiomas (LCK/LVK), magnitudes (v/i), topologias, (paralelo/serie), elementos

(cortocircuito/circuito abierto, resistencia/conductancia) y otros'2.

2.1.2. Concepto de sistema

El concepto de circuito o el de elemento son una particularizaciéon de un
concepto de uso mas amplio denominado sistema que se definird formalmente
en lo que sigue.

En primer lugar introducimos la denominada representacion externa de un
sistema denominada asi porque lo caracteriza como una caja negra.

Definiciéon 6 (sistema): Un sistema se define como una transformacion,
mediante un operador I'[-], que actia sobre una senal de entrada u(t) € R™
para producir una senal de salida y(t) € R™2, pudiendo ser desde ambas esca-
lares (sistema SISO), hasta ambas vectoriales (sistema MIMO), en la forma

y(t) = T fu(t)] (2.8)

Nos interesan solamente de sistemas continuos definidos como aquellos en
los que tanto las senales de entrada como las de salida son funciones continuas

12No definidos todavia en este contexto, pero de hecho ya conocidos por el lector para los
circuitos lineales y planares como impedancia/admitancia, Thevenin/Norton, etc.
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del tiempo. Incluso los sistemas digitales son eléctricamente continuos, a me-
nos que se utilicen modelos excesivamente simplistas para representarlos, casos
que serian los extremos matemaéticos (que también contemplaremos) de los de
interés real.

Adelantandonos a algunas consideraciones que veremos con mas detalle, nos
interesa por el momento notar que u(t) e y(t) estan en el caso més general liga-
dos por alguna forma de ecuacion diferencial, de modo que dado u(t) desde!?
t = —00, las ecuaciones (2.8) nos proporcionan y(t) Vt.

En ocasiones, todas las excitaciones que tengan lugar desde ¢ = —oo hasta
t = 0, se pueden englobar en una respuesta inicial yy que recoge los efectos
de u(t) en —oco < t < 0, y cuyo conocimiento permite normalmente!* obtener
y(t) ¥t > 0 con el tnico conocimiento adicional de wu(t) para t > 0.

El concepto de estado en un sistema dindmico esta vinculado precisamente
con la pretensioén de reunir en un niimero limitado!® de variables internas, vector
de estado x(t), los efectos de la historia pasada de wu(t) sobre el sistema, de
modo tal que la salida pueda representarse en cualquier ¢ como una funcién de
la entrada en ese mismo instante u(t) y del estado actual z(t), y eventualmente
de t.

Esta idea conduce a la representacion interna de un sistema que se formaliza
en la definicion siguiente.

Definicién 7 (representacion de un sistema en variables de estado): Un sis-
tema dindmico de dimension finita que evoluciona continuamente en el tiempo
es el sistema de ecuaciones en las variables de estado x(t)

2D (1) = fi(z(t), ult),t)
y(t) = fa(2(t), u(t), ) (2.9)

donde t € R es el tiempo, x(t) € R™ es el estado en el tiempo t, con z(0)
sus n condiciones iniciales, u(t) € R” es la entrada en el tiempo t, y(t) € R™
es la salida en el tiempo t, y fi: R"T" Tl R™ es continua y continuamente
diferenciable respecto de x, fo: R*T"+1— R™ es continua y u(t) es asimismo
continua.

En Teoria de sistemas la representacion de (2.8) mediante bloques interco-
nectados es una practica comun que como sabemos permite incorporar en una
misma representacion sistemas de naturaleza muy diferente (eléctricos, neu-
maticos, fluidicos, mecénicos, etc). Un problema de sintesis clasico es el de la

13Supondremos que el sistema estd en reposo en t = —oo, por analogia con los sistemas
reales o fisicos en los que su conexionado inicial se hace con los elementos almacenadores de
energia desenergizados (p. €j., los condensadores reales se fabrican descargados, ...).

1La causalidad permite generalizar esta idea ya que todos los sistemas fisicos represen-
tables en la TC son causales (la respuesta nunca precede a la excitacion).

15Los circuitos formados por un ntmero finito de elementos de parametros concentrados,
representados cada uno de ellos por un namero finito de variables asociadas, se llaman a veces
sistemas dindmicos de dimensidn finita para distinguirlos de los de pardmetros distribuidos.
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descomposicién de I' mediante bloques I';, I's, ... interconectados'®, En general
para este problema existen infinitas soluciones. Por su parte la representaciéon
(2.9) es muy util para la resolucion numérica del problema.

Pues bien, en relacién con los conceptos de elemento y circuito se puede
decir lo que sigue:

» Un elemento en general es un sistema MIMO (multiple inputs multiple
outputs), con m entradas y m salidas, en el que no se ha definido todavia
el tipo de elementos de excitacién. A este respecto obsérvese que (2.2)
representa un sistema siempre que indiquemos cuales de sus variables son
las entradas u(t) = us(t), lo que equivale a definir el tipo de excitaciones.

= Todo elemento puede obtenerse como LK-interconexion de otros elemen-
tos, y esta sintesis no es unica.

» Un circuito es un sistema con sus excitaciones completamente definidas.
Obsérvese que un circuito es (2.6), de las cuales es deducible (2.8).

» Todo circuito admite en general una representacion en la forma (2.8) e
incluso en la forma (2.9), como se vera al final de este Capitulo. A su
vez toda expresion (2.8) o (2.9) admiten una sintesis circuital, formada
por elementos LK-interconectados, como se demostrara en el siguiente
Capitulo.

En lo que sigue haremos especial énfasis en el concepto de elemento y sus
propiedades, por ser precisamente el elemento la pieza basica de la Teoria de
Circuitos. Como acabamos de ver utilizaremos a veces excitaciones para ca-
racterizarlo y en tal caso no debe perderse de vista que estaremos hablando de
circuito o de sistema indistintamente.

2.2. Clasificaciéon fundamental de elementos y circuitos
de p.c.

La maxima divide y vencerds aplicada a los elementos de parametros con-
centrados, y por extension a los circuitos de parametros concentrados, permite
separar con claridad eficientes métodos de trabajo, como veremos.

2.2.1. Elementos y circuitos lineales y no lineales

La mas clésica (y util desde el punto de vista del calculo analitico) de las
propiedades de los elementos es la linealidad o no linealidad.

16Un ejemplo muy conocido es el de la topologia estandar de sitema realimentado, que
puede definirse como y(t) = I'1 [x(t) — 'z [y(t)]], que puede representarse por I' = (Ffl +
I';)~ 1, siempre que los operadores inversos existan.
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Definicion 8 (elementos lineales y no lineales): Un elemento E es lineal si
h(v,i,t) es una funcion lineal respecto de las variables v e i. En otro caso se
dice que E es no lineal.

La linealidad es equivalente a la validez del principio de superposicion.
Es decir, si utilizando (2.8) es y1(t) = I' [u1(t)] e y2(t) = I" [ua(t)], entonces se
debe cumplir!” Vei,co € R

r [01u1 (t) + CcoUs (t)] = 01F [ul(t)] + CQF [UQ (t)] (210)

supuestas nulas todas las condiciones iniciales de todas las variables de puerta
que las exijan.

La forma general de la ED (ecuacion diferencial) de un elemento lineal de
una puerta en la que v(t), i(t) sean las variables de puerta es!®

h(-) = i a;(t)yv") + i br(t)i®) =0 (2.11)
k=0

=0

de modo que se puede escribir 'y [v(t)] = Ty [i(t)], o v = T'7  {T2 [i]}, si I}
existe, es decir v = T'[i]. Si el elemento es de m puertas, para cada una de
sus variables de salida tendriamos un sumatorio adicional para cada una de
las entradas posibles, uy, p. €j en la forma ), I'; [i;(t)] si las salidas fueran las
corrientes.

En lo que sigue supondremos que a;(t) y b;(t) son continuas para todo ¢ de
interés del problema en consideracion.

Por extension, un circuito es lineal sii todos sus elementos (las fuentes
de excitacion independientes se consideran externas) son lineales, sind es no
lineal.

2.2.2. Elementos y circuitos t-invariantes y t-variantes

Una tercera clasificaciéon de interés especial en circuitos de alta frecuencia
(mezcladores, ...) es la asociada a la definicion siguiente.

Definicion 9 (elementos t-invariantes): Se dice que un elemento es t-
invartante st su relacion constitutiva no depende explicitamente de t. En otro
caso se denomina variante con el tiempo o t-variante.

Para un elemento t-invariante (2.2) se escribe h(v,i) = 0. Pues bien, defini-
das m excitaciones (una por puerta) u(t) = us(t) y denotadas las m respuestas
por y(t) es y(t) = T' [u(t)] y al haber desaparecido la dependencia temporal ex-
plicita de h, desaparece la del operador I' de modo que en un elemento (sistema)
t-invariante es

17 A veces esta propiedad se desglosa en dos propiedades més simples: a) Homogeneidad,
la que se obtiene con ca = 0, y b) Aditividad, la que se obtiene con ¢; = c2 = 1.

I8No6tese que no posee término independiente. Asi, el elemento algebraico de relacion
constitutiva ¢ = kj (t)v(Q) + ko so6lo es lineal si ko = 0.
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No lineales
Lineales

t-invariantes

t-variantes

a) Clasificacion fundamental de los elementos de p.c.

LTI NL

A

LTV

b) Categorias fundamentales de ELEMENTOS y CIRCUITOS

Figura 2.1: Categorias de Elementos y Circuitos

I [u(t - to)] = y(t - to) (212)

es decir, un desplazamiento de la excitacién a un t, arbitrario produce un
desplazamiento de la misma respuesta a tal t,. Esta conclusion encierra la idea
de que el sistema no cambia con el tiempo, es decir, esta caracterizado por las
mismas ecuaciones desde t; o desde to aun cuando t; # ts.

También por extensiéon diremos que un circuito es t-invariante sii to-
dos sus elementos, excluidas las fuentes de excitacidon, son t-invariantes, sind
diremos que es t-variante.

Tomando el universo de los posibles circuitos de pardmetros concentrados,
se puede hacer la representacion de la Figura 2.1b) en la que se agrupan desde
un punto de vista muy pragmético, cual es el de la posibilidad de utilizar
herramientas adecuadas en su estudio.

1. Elementos LTI, es decir lineales y t-invariantes
2. Elementos LTV, lineales y t-variantes
3. Elementos NL, no lineales

En todos los casos las propiedades de los distintos tipos de circuitos, Teoremas
de la Teoria de Circuitos Lineales y No Lineales, pretende aportar ayudas para
dicha tarea, como se apunta a continuacién.
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Observaciones

La Linealidad es la mas significativa de las propiedades ya que el principio
de superposicion facilita el estudio separado de multiples excitaciones (o de una
sola, descomponiéndola en forma aditiva). En particular, en el caso LTI la t-
invarianza en el caso de circuitos resistivos se convierte en un sencillo problema
de Algebra.

Cuando el circuito es LTI dindmico la t-invarianza permite la utilizaciéon de
herramientas tan eficaces como los fasores (frecuencia tnica) o la transformada
de Fourier en régimen permanente (estable), mientras que la transformada de
Laplace!® permite tratar los circuitos en cualquier régimen e incluso cuando
son inestables.

En el caso LTV la linealidad facilita las cosas en el sentido que se ha di-
cho, pero ya no es posible utilizar las herramientas citadas. En este caso existe
la posibilidad de utilizar técnicas analiticas en algunas situaciones (variacion
periddica de los pardmetros), pero omitimos esta posibilidad®®, haciendo des-
cansar la busqueda de la solucién en métodos numéricos.

Por dltimo el caso NL descansa en métodos numéricos, lo que no excluye
una abundante cantidad de posibilidades analiticas logicamente dependientes
del problema, tanto en casos de analisis como de sintesis de circuitos.

2.2.3. Algunas particularidades de elementos y circuitos

En el presente pardgrafo sélo se pretende recopilar e introducir conceptual-
mente, mas que formalmente, algunas propiedades y aproximaciones, junto con
el interés de las mismas.

De los elementos

De la misma manera que hemos introducido el concepto de dualidad, a
continuacion se citan algunas propiedades y aproximaciones de interés.

» Causalidad: Un elemento y = I'[u(t)] es causal sii para toda entrada
posible los valores de u(t) correspondientes a t > t; no producen efecto
alguno sobre la salida y(¢1). Es decir, su salida en cualquier instante de
tiempo no depende de los valores futuros de la entrada. Los sistemas
fisicos, salvo en ambitos muy restringidos de la mecanica cuantica, son
causales (no anticipativos) por lo que supondremos en lo que sigue que
todos los elementos cumpliran esta condicién. Esta propiedad introduce
una restriccion en el tipo de ecuaciones “validas” que pueden utilizarse
para representar elementos.

19T,a Transformada de Laplace es la firma de todo ingeniero electrénico. En nuestro caso
damos por conocida esta herramienta.

20 Aunque L. A. Zadeh introduce el concepto de funcién de transferencia de un sistema
para el caso LTV, permitiendo que también dependa del tiempo (como sus parametros),
omitimos esta consideraciéon en todo lo que sigue.
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= Pasividad: Es un concepto energético, un elemento se dice que es pasivo
si no genera energia en ninguno de sus posibles puntos de trabajo, es
decir si v(t)i(t) > 0, Vt. Todo elemento no pasivo se dice activo®!. En
particular, si v(t)i(t) > 0, Vt, excepto en el origen (se permite v =i = 0)
se dice que es estrictamente pasivo. Si v(t)i(t) = 0, Vi, se dice que es un
elemento sin pérdidas (lossless) o no energético.

= Reciprocidad: Este concepto aparece en muchos campos de la Ciencia y
de la Ingenieria y en términos generales podria ser enunciado asi: Sea
el elemento lineal** y; = T1(z1,22) yo = Ta(x1,22) en el que (z;,y;)
representan las variables de la misma puerta®?, se dice que es reciproco
sii el efecto que sobre y, produce una z1 = us(t) en una puerta con zo = 0
en la otra, es el mismo que se obtendria en y; cuando se aplicara en la
segunda la misma xo = us(t), con 1 = 0, 6 I'2(us,0) = I'1(0, us). Para
elementos no lineales, lo que precede se exige a sus versiones linealizadas.

= Linealizacion: Méas que una propiedad es una aproximacion que se realiza
sobre elementos no lineales cuando sus variables trabajan en un entorno
tan pequeno que sus variaciones pueden relacionarse entre si linealmen-
te. En Electronica se llama pequeria senal a la condicion (amplitud) de
validez de esta aproximacion?®*. Se utilizara en este Capitulo aplicada a
elementos.

De los circuitos

Quizés una de las caracteristicas mas importantes de un sistema y por
consiguiente de un circuito sea su estabilidad. Los conceptos relativos a esta
propiedad cualitativa se suponen conocidos, no obstante por el momento se
revisa su definicién mas elemental.

En otro orden de cosas y dado que estamos tratando con circuitos eléctricos
que operan en régimen continuo, no debemos descartar que en los mismos
aparezcan eventualmente discontinuidades en tensiéon o en corriente, incluso
valores impulsivos.

» FEstabilidad: Fijado el tipo?® de excitaciones de un circuito, se dice que

21 A veces se habla de elemento activo para pequefias sefiales, p. ej. un diodo ttnel en su
region de resistencia negativa. Realmente es un elemento pasivo, aunque relajando el lenguaje
podria decirse que en dicha regioén es localmente activo o activo para las pequenas senales (a
costa de las grandes sefnales del punto de operacion).

225j fuera dinamico lo que sigue se aplica s6lo a las respuestas obtenidas suponiendo cero
todas las condiciones iniciales.

23El caso en que (z;, y;) representaran la entrada de una puerta y la salida en otra posee
en el caso de los circuitos eléctricos sutiles connotaciones que podemos omitir en lo que sigue.

24Como veremos, esta aproximacion depende de la amplitd de tales sefiales y de la no
linealidad local de la funcién sobre la que se producen.

25La estabilidad es una propiedad de circuito, no de elemento, (o de sistema, no de bloque
ya que en ella interviene el acoplamiento entre bloques, p. €j. el tipo de excitaciéon). Es decir,
un elemento que es estable excitado por una fuente de voltaje puede dejar de serlo si se excita
por una fuente de corriente; tal es lo que sucede al alimentar con una fuente constante no
nula a un elemento compuesto definido por el acoplamiento serie de una R con una C.
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con ellas es estable si para cada valor posible de las mismas, acotadas
todas ellas en valor absoluto, |us(t)] < M) < oo Vk, cualquier salida
considerada también esta acotada®® en valor absoluto, |y(t)| < M’ < oo.

= Memoria: Se dice que un elemento no posee memoria, es un elemento sin
memoria (memoryless) si y(t1) sélo depende de u(ty), tal es el caso de los
circuitos llamados resistivos, en los que el valor de cualquier salida en un
instante depende solamente del valor de la entrada en ese mismo instante.
La presencia de condensadores (resp., inductores) dotan al circuito de
memoria a través de sus v o sus qo (resp., i, 0 ¢r) o de sus energias
almacenadas; este es el caso de los llamados circutos dindmicos.

» Continuidad: Consideremos un C' lineal que recibe una corriente i (t)
que presenta una discontinuidad de salto en t = T, pero acotada en
[T — €, T + €¢]. En consecuencia es

1 T+E

v(T+e)—v(T—e):5 .

i(T)dr
Si ahora se toma el limite de ambos miembros para ¢ — 0 lo que se
obtiene es un principio de continuidad segun el cual

ve(T+) = ve(T—)

es decir aunque i¢c(t) sea una discontinuidad de salto, si es acotada, la
respuenta en t = T' es continua (dualmente para una vy, (t) acotada). Ello

otorgaré a los circuitos de interés con excitaciones realistas la propiedad

de responder en los intervalos de interés con seriales continuas®”.

A este respecto, debemos ser muy cautelosos con representaciones circui-

tales excesivamente no fisicas®®.

26 A veces se designa como estabilidad “bibo” (bounded-input bounded-output).

2"Incluso ciertos comportamientos aparentemente discontinuos no son mas que extremos
matematicos de situaciones realistas. Tomemos un ejemplo, sea un generador de voltage
escalon “no ideal”, con subida en rampa desde 0 V, de anchura At = e y de altura FE,
conectado a un C lineal inicialmente descargado (obsérvese que para € — 0 representa un
escalon ideal). Pues bien, la ic = C'dvc /dt resultante es un pulso de area CFE = @ constante,
independiente de ¢, cuya altura tiende a infinito en el limite ¢ — 0. Incluso después de tal
impulso, la discontinuidad vo(0+) = ve(0—) + Q/C es finita. En suma, se percibe una
tendencia a la continuidad en v, frente a variaciones incluso impulsivas, de area finita, de
ic (resp., para iy, y vy en una L).

28Un C con vc(0) = Vo > 0 y con un interruptor ideal en paralelo que se cierra en
t = 0 es una construccién no LK-valida: a) Si se modela el interruptor con una r > 0,
aunque sea r — 0, se ha restablecido la la continuidad de vo, es decir la consistencia LK;
en efecto, es vo(04+) = ve(0—) = Vo e ic(0+) = Vo/r, y parat > 0, con 7 = rC, es
vo(t) = Voe t/7 e ig(t) = —ve(t)/r. b) Con r — 0 el impulso i (t) = —(VoC)d(t), incluso
con area finita, podria tener efectos inductivos sobre los conductores del circuito fisico de
referencia, representémoslos por I (H). Con tal I # 0 el circuito oscilaria con una frecuencia
natural f oc 1/\/@, disipando en r su energia de forma amortiguada, pero tan alta f (al ser
I — 0) nos hace considerar el tamafo fisico del circuito, L. ¢) Si se viola Leir + fmge << €
no seria vélida la aproximaciéon de p.c. y tal condicién implicaria pérdida de energia por
radiacién EM, en suma se violaria el Teorema de Tellegen (otra vez el problema deja de ser
LK-valido).
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Algebraicos: Si /(-) = 0 posee un tnico orden

- para cada variable de corriente de puerta, y

- para cada variable de voltaje de puerta
Dinamicos:

- Al menos una de sus variables de puerta aparece
con dos 0 mds 6rdenes

Algebraicos
Dinamicos

Figura 2.2: Clasificacion universal de elementos

2.3. Clasificacién universal de los elementos de p.c.

Quizés una de las clasificaciones de mayor interés en el estudio de los ele-
mentos de circuito y su utilizacion en modelizacién sea la que establece la
definicién siguiente.

Definiciéon 10 (elemento algebraico y elemento dindmico): Un elemento de
m puertas (m+1 terminales) es algebraico sii su relacion constitutiva puede ser
expresada por relaciones algebraicas que tnvolucren a lo sumo a las dos varia-

bles dinamicamente independientes {vj(.aj),z'gﬂj)} por cada puerta j =1,2,...m,
siendo o y B; dos enteros cualesquiera. Un elemento es dindmico sii es no al-
gebraico.

La mayor parte de los modelos de dispositivos electronicos estan represen-
tados por por modelos matematicos que contienen por cada puerta méas de dos
variables, es decir son elementos dindmicos. No obstante, adelantamos que en-
tre los elementos algebraicos esté el conjunto basico de elementos precisos para
modelar cualquier dispositivo, como se demostrari en su momento.

En lo que sigue se estudian con todo detalle todos los elementos algebraicos
posibles, Fig. 2.3 y Fig. 2.4 entre los que estan sin duda los simbolos particulares
que se han utilizado con mas profusion a lo largo de més de un siglo de Teoria
de Circuitos y en sus diversas aplicaciones (Electrotecnia, Electronica, etc.),
asi como otros que puedan proponerse en el futuro.

2.3.1. Elementos algebraicos de una puerta
2.3.1.1. Elementos algebraicos de una puerta basicos
Con caracter general son aquellos definidos por
Ao B 1) =0 con «a,8 € {0,-1} (2.13)

con h, v e 1 escalares.
Si son de tipo autdnomo, es decir invariantes con el tiempo, responden a

h(v(®),i8)) = 0.
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Resistor

Su relacion constitutiva esta definida por a = § = 0, es decir
hr(v,i,t) =0 (2.14)

si t no figura explicitamente, h(v,i) = 0, se dice que es independiente del
tiempo, o autonomo, caso al que le prestaremos mayor atencion inicial.

El conjunto de puntos del plano (v,i) que satisface su relacién constitutiva
se denomina caracteristica del resistor o curva de nivel cero de la funcion h(-).
Un valor del voltaje v se llama admaisible si existe al menos una corriente que
la satisfaga, y reciprocamente.

Si para cualquier valor de la corriente 7 no existe méas que un valor admisible
de v, entonces existe la funcion

v = f(i) (2.15)

y se dice que es un resistor i-controlado. Anédlogamente, la existencia, en su
dominio admisible, de la funcion

i=g(v) (2.16)

significaria que el resistor es v-controlado.

Ejemplos de resistores no lineales son: el modelo de Shockley de la union
pn, el modelo de continua del diodo ttnel, el diodo de cuatro capas, etc.

Consideremos varios casos particulares. El mas conocido es el resistor [i-
neal, cuya caracteristica es una linea recta que pase por el origen. Si puede
expresarse v = Ri, al pardmetro R se denomina resistencia, ohms (2), de ser
R # 0 el resistor también es controlado por voltaje en la forma i = Gv, el pa-
rametro G = R™! se denomina conductancia, siemens (S). Notese que R = 0
representa el resistor controlado por corriente v = 0 V7, usualmente denomi-
nado “cortocircuito”, mientras que su dual, ¢ = 0 Vv, se denomina usualmente
“circuito abierto”. Otros casos particulares desde un punto de vista formal son
los siguientes.

» Fuentes independientes de tension: En el caso més general la relacion
constitutiva es?’
v—us(t) =0 Vi(t) e R (2.17)

y corresponde a lo que se llama usualmente una fuente de tensién cons-
tante si us(t) = E o fuente independiente de tension dependiente del
tiempo o t-dependiente3?. También se llega al cortocircuito como el caso
particular us(t) = 0.

29Una posible forma (innecesaria obviamente) para disponer una expresiéon cerrada para
h(v,i,t) = 0 podria ser (v —us(t))? + (i —a)® = 0, Va € R, siendo « la excitacion de
corriente debida a los elementos externos.

30Es inevitable llamarla asi (es un elemento t-dependiente). No obstante no depende de
ninguna otra variable del circuito (ni siquiera de su propia corriente), al contrario de lo que
sucede con las fuentes dependientes (o controladas) que revisaremos mas adelante.
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» Fuentes independientes de corriente: Corresponde al dual del caso ante-
rior tanto en su definicién como en su significado (resp., circuito abierto).

i —us(t) =0 Yo(t) € R (2.18)

Estas dos fuentes o generadores de excitacion son generalmente los tinicos ele-
mentos no auténomos (cuando dependen de t); nétese también que salvo casos
degenerados son no lineales.

Condensador

Es un elemento circuital de una puerta, dos terminales, definido por una
relacién constitutiva algebraica de la de forma

h(iD v) =0 (2.19)

donde a veces se utliliza la carga, que no es otra cosa que i{~Y = ¢. Los
conceptos de voltaje admisible y carga admisible se introducen de modo similar.
También, si fuera posible expresar la ecuaciéon anterior en una de las formas
siguientes

v=f(qg) q=g) (2.20)

se dirfa que estamos ante un condensador controlado por carga, o por voltaje,
respectivamente. En todo caso la caracteristica es h(v,q) = 0.

Ejemplos de condensadores no lineales son: el modelo de un condensador
de placas paralelas con un material ferroeléctrico no lineal (por ej. titanato de
bario) entre ambas, el modelo de un diodo varactor, etc.

En particular un condensador lineal es a la vez controlado por voltaje y
por carga, ya que verifica que ¢ = C'v siendo la constante C' la capacidad del

condensador, faradios (F'). Si v = Sq, a S se le denomina capacidad reciproca
(F1).

Inductor

Este elemento es el dual del anterior. Reproducimos su relacion constitutiva
(también para el caso autéonomo) en la forma

h(v=V i) =0 (2.21)

notada esta vez como h(¢,7) = 0, o en sus variantes i-controlada, ¢ = f(i) o
¢-controlada, i = g(¢).

En particular para un inductor lineal es ¢ = L1, siendo L la autoinduccion,
henrios (H). A veces es necesario utilizar la autoinduccion reciproca, T = L1,
de unidades H 1.

Ejemplos de inductores no lineales son: el modelo de la unién Josephson
(dos superconductores separados por una capa aislante), etc.
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Memristor
Propuesto por Chua en 1971, este elemento se define®' como
h(vD iy =0 (2.22)

Si h es lineal es equivalente a un resistor lineal, pero si no lo es es un dispo-
sitivo totalmente diferente, es decir, no se puede obtener del resistor mediante
los operadores integracion o derivacion. Obsérvese también que el dual de un
memristor es otro memristor.

Propiedades y linealizacion

Consideraremos ahora algunas particularidades de estos elementos. Logi-
camente se suponen todos ellos de caracteristicas h(v(®), i(%)) = 0 continuas
(eventualmente lineales a tramos) y por supuesto causales. Como se observaré,
se pueden extender en su caso a propiedades similares cuando se consideren
elementos algebraicos mas complejos.

= Memoria: Un resistor no posee memoria. Por el contrario, un condensa-
dor, supongéamoslo v-controlado, verifica ¢ = f(v) y también i = dq/dt

por lo que es ¢ = (df (v)/dv)dv/dt de donde se deduce
i =C(v)dv/dt (2.23)

siendo C(v) la capacidad no lineal dependiente de la tension que posea
el elemento en cada instante. Por consiguiente

/O’U(t) C(v)dv = /_too i(T)dr (2.24)

Y suponiendo C(v) = Cy constante es

1 /t 1 t
v(t) = — i'rdT:vO—i——/deT
0=g [ imdr=20+g [ i
lo cual lleva implicito®? que es un elemento de memoria. (guarda infor-
macion en ve(t) o q(t)). Se puede hacer un estudio dual para el inductor.
A su vez el memristor es un elemento que también posee memoria.

3lEste elemento se basa en la ultima relacién posible entre v e i, en los elementos de
dos terminales basicos. Hasta 2008 no aparecié un elemento fisico con tal propiedad; fue en
los laboratorios HP donde se comprobé que una pelicula delgada de diéxido de titanio se
comportaba de tal manera. Hoy (2014) existen interesantes perspectivas para su uso como
memoria nanoelectrénica y como circuito neuromdrfico, entre otras.

32Una transformaciéon de interés derivada de la expresiéon anterior se puede enunciar,
dada su v(0) = Vp conocida. En efecto, tal condensador con una Vo # 0 es indistinguible
externamente en cualquier circuito para t > 0 de otro condensador con la misma capacidad
C descargado en serie con una fuente de tension de valor v(0) = Vp, ya que ambos responden
a

! Y = i tiT T
v(t):v(O)—l-C—O/O z(T)dT_VOJrCO/O (r)d

Se puede hacer un enunciado dual para el inductor LTI
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» Continuidad: Esta propiedad ya ha sido comentada. Recuérdese, la pre-
sencia de un inductor en un circuito tiende a impedir que su corriente
cambie bruscamente, aun cuando su tension lo haga (resp., su dual para
un cond