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1. LA GENERACION Y DISTRIBUCION DE LA RENTA, LA CURVA DE LORENZ Y EL RATIO
GINI.

1.~ Introduccién

En los (ltimos afios la investigacién econémica sobre la distribucién de la
renta ha mostrado un interés creciente en la posibilidad de conseguir una
base tebrico-econdémica para la distribucién de la renta personal, y una re-
lacién explicativa entre la distribucién funcional y personal de la renta.
Los mAas interesantes estudios de la primera incluyen las contribuciones de
Thurow (1970), Metcalf (1972), Beach (13976}, y Dagum (1978). Entre los au-
tores que se ocupan de la segunda podemos nombrar a Lebergott (1964), Tuck-
man y Brosch (1974), y Dagum y Théorét (1978).

Con este estudio, se propone ofrecer un marco para el analisis de la dis-
tribucién de la renta, empezando con el concepto de la "funcién de genera-
cién de renta" o "funcidén de produccibén de renta" presentada en Dagum
(1978) . Aquel articulo expone un modelo macroeconémico integrado con una
base microeconémica, que se caracteriza como un juego de produccién y dis-
tribucién de suma-no-constante para m-personas. El marco de este estudio
incluye también a la formalizacién y andlisis conceptuales de la funcién de
la distribucién de la renta, la curva de Lorenz y el ratio Gini, respecti-
vamente. A continuacién se aplica al estudio de varios modelos de la dis-
tribucién de la renta. Para la evaluacién del rendimiento relativo de los
modelos, se utiliza el test de la bondad del ajuste de Kolmogorov-Smirnow,
y también se examina un test de la bondad del ajuste propuesto por Gast-
wirth.

Este estudio estd organizado de la siguiente manera: La Seccién 2 se ocupa
de 1la funcién de la generacién de la renta; la Seccién 3 introduce la fun-
cién de la distribucién de la renta como transformacién de la funcién de la
generaciétn de la renta; la Seccién 4 se ocupa de la curva de Lorenz, y la
Secciébn 5 e ocupa del ratio Gimi; la Seccién 6 demuestra la relacién mate-
matica entre el ratio Gini y la diferencia media de Gimi; la Seccién 7 in-
troduce una medida de desigualdad de renta en funciédn de la longitud de la

curva de Lorenz. Los conceptos y los resultados matematicos obtenidos en
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las secciones anteriores se usan en la Seccién 8 para estudiar los modelos
Pareto y Gini, el logaritmico normal, el gamma, la funcién de relacién pro-
porcional de fallos (Singh y Maddala, 1976), vy el modelo especificado por
Dagum (1977). Este Gltimo se analiza en sus tres variantes: (a) el modelo
de tres parametros (&= 0), (b) el modelo de cuatro parametros, donde 0<«
<1; y (c) el modelo de 4 paréametros, donde o< 0. La Seccidén 9 se ocupa de
las aplicaciones del modelo y la Seccién 10 ofrece la conclusién del estu-
dio.

2.- La funcién de generacién de renta doméstica.

Dos de las variables mas relevantes que explican el nivel de la renta de
una familia y por unidad de tiempo son los recursos humanos h y el patri-

monio total k de esa familia.

Por lo tanto:

y = &b k), (hKk)e(0, ) x (0, ), (2.1)

donde ¢ se toma como una funcién continua y dos veces diferenciable. Se
puede obtener una comprensién mas profunda de 1la estructura de la funcién
de generacién de renta llévando a cabo una desagregacién adecuada de h y k,
mediante la cual se convertirian en vectores. Los componentes de h tendrian
en cuenta la formacién profesional, la experiencia (formacién préctica in
situ) y la situacién de los agentes econémicos. De la misma manera, los
componentes de k incluirian a las categorias principales de posesiones de
patrimonio y de endeudamiento, tales como activos disponibles, activos fi-
nancieros no disponibles, valores de mercado estimados de vivienda ocupada
por sus propietarios, viviendas de veraneo y automéviles, y participaciones
familiar. Ademas, se puede emplear la misma representacién, mutatis mutan-

dis, para el estudio de 1la macroeconémica funcién de produccién. En este

(1) Empleamos el concepto de la unidad familiar como concepto microecond-

mico Gtil. Podria valer cualquier otra unidad econémica bien definida.
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contexto, tropezaremos con el problema de la medicién de los recursos huma-
nos y de los activos fisicos (patrimonio). Aunque la controversia dos-
-Cambridge concentré su polémica en el significado y la medicién de éste
Gltimo, es el significado y la medicién del primero el que resulta mas com-

plejo.

Observaciones empiricas apoyan las siguientes propiedades estilizadas de la

funcién de generacién de la renta (2.1):
¢y =04/0h 20, ¢, =8¢/3k 20, (2.2)

por lo tanto, es una funcién no decreciente de recursos humanos y patrimo-

nio, respectivamente.

Puesto que los niveles mayores de k pueden facilitar la formaci6én de una
cartera mas rentable, mejor distribucién de riesgo y economias de escala en
su inversién productiva, mientras los valores crecientes de h, dado k, no
van seguidos necesariamente de aumentos proporcionales en y, podemos dar

por sentado:

b = 07¢/0h2 S0, &y = D¢/0K? 20, (2.3)
de donde¢ seria céncavo con respecto a h y convexo con respecto a k.
También:

P = dun > 0. 2.4
Se deduce de (2.2) y (2.3) que, a lo largo de la funcién de identidad h =k
en el plano (h,k), tenemos 4)1,, >¢kpara valores pequefios de h (es decir, pa-
ra todo h inferior a un h* dado) y¢k<c|>,‘ para valores grandes de h (es de-
cir, para todo h > h*). (*) La suposicién (2.4) dice que la funcién de ge-
neracién de renta no es desglosable. Simbolizando y(h) e y(k) como las fun-
ciones de renta incondicionales generadas para cada recurso individual, y

y(h/k) e y(k/h) como las funciones condicionales de generacién de renta de
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cada recurso dado el nivel del otro, deducimos:

yth) # y(hlk),  y(k) # y(kih) (2.5)

day(hlk)/oh > 0,  dy(kjh)8k > O, (2.6)
dy(hjk)/ok > 0,  Dy(kjh)/6h > 0.

Es decir, las funciones condicionales de generacién de renta son funciones
crecientes del recurso variable y se trasladan hacia arriba con respecto a
los valores crecientes del recurso condicionado (vea figuras 1 y 2). Las
funciones incondicionales de generacién de renta y(h) y y(k) estan entre

sus respectivas funciones condicionales.

Puesto que la funcién de generacién de renta (2.1) es una superficie en un
espacio tridimensional, podemos derivar tres curvas como resultado de la
interseccién de la funcién y=th,k) con un plano perpendicular a cada com-
ponente del sistema de coordenadas (h, k, y). Los resultados de estas in-

tersecciones son, respectivamente:
(i) La funcién condicional de generacién de renta de k dado h=h; (fig.l)

Esto es el resultado de la interseccién de y=¢ﬂnkﬂ con un plano perpendi-
cular a h en hy

(ii) La funcién condicional de generaci6én de renta de h dado k=k; (fig.2).
Esto es el resultado de la interseccién de y=¢(h,k) con un plano perpendi-

cular a k en kj.




yik/h)
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y (k/hy)
y {kihy)

y{kih,)

Fig. 1
Funciones condicionales de generacidn de renta de k dado h(h,<hz§hs).
. ./Y’¢(bh“°

(iii) La funcién isorenta. Esta es la interseccién de la superficie con un
plano perpendicular a y en y,. Por lo tanto, su forma matematica implicita
es yo=d>(h,k)=constante. Se deduce de (2.2) y¢K'st que la funcién isorenta
h = h(k) es una funcién estrictamente decreciente, pues dh/dk<0, pero no
necesariamente estrictamente convexa, a menos que dh<‘ en (2.3) fuera tam-

bién negativa.
3.- La funcién de distribucién de renta de la familia.

Se deduce de (2.2) y de la aceptacién de la funciédn continuamente diferen-
ciable y=(h,k), que la funcién de generacidn de la renta aumenta estricta-
mente con dominio R:=(pﬂﬂ)x(pxw) y rango R:=(pan), es decir, el cuadrante
no-negativo en el plano cartesiano y el conjunto no-negativo de nimeros

reales respectivamente. Por lo tanto:

¢ :Rj — R". (3.1)

yih/k}
y (h/ky)
y {hik,)

y (hiky)

Fig. 2

Funciones condicionales de generacitén de renta de h dado k(k,< k,<k,).
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La probabilidad de observar a una familia con renta Ygy, es decir,
F(y)=P(¥<y), es la funcién de la distribucién de la renta acumulativa de la
familia, que es una aplicacién de R+éobre el intervalo de unidad (0,1). Por
lo tanto:

F:R* ——[0,1), (3.2)

donde F(y) es una funcién de distribucién acumulativa, no-decreciente y
continua (cdf = cumulative distribution function).

Puesto que todos los modelos especificados de distribucién de renta son
funciones diferenciales y continuas, la cdf de renta de la familia es con-
tinua y estrictamente creciente, y F en (3.2) es una funcién biunivoca (uno

-4 ., .
a uno y sobre). Por lo tanto, su inverso F es también una funcidn.

En general, el inverso de una funcién p = F(y) es:

F'(p) = irylf {yiF(y) 2 p}, (3.3)

y dada la aceptacién de F como una funcién de renta continua y estrictamen-

te creciente, tenemos:

F'(p) =yandp = F-F~!(p) = F(y), (3.4)
donde

F!:[0,1) ———— [0, ). (3.5)

4.- La curva de Lorenz.

La curva de Lorenz (Lorenz 1905) es una funcién de valores reales que apli-
ca la distribucién acumulativa de familias, ordenadas por tamafio creciente
de sus rentas (es decir, p=F(y)) sobre la distribucién acumulativa de su

renta total correspondiente, es decir:

Ly) = Fy(y) = I; xdF(x)/E(Y), (4.1)
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donde F,(y) es la funcién de distribucién de primer momento de F{y). En ge-

neral, la funcién de distribucién del r © momento es, por definicién

y
Fly) = I x"dF(x)/E(Y"), (4.2)
0
siempre que exista el r? momento.

Como ambas coordenadas de la curva de Lorenz son funciones de distribucién

acumulativas, tenemos:

L :[0, l)"_"‘—'"—’ [0» l)r (4-3)
donde L es funcién biunivoca. Su representacién paramétrica:

L = {(F(y), Lyye[0, c0)} (4.4)

se deduce de (3.2) y (4.1). La representacién cartesiana de la curva de Lo-
renz se deduce de (3.4) y (4.1), es decir:

Ly) = J: F~'(q)da/E(Y) = L(p). (4.5)

Se puede hacer facilmente esta transformaciédn cuando p=F(y) tiene una solu-
ci6én matemdtica explicita para y en funcién de p. Este es el caso para el
modelo Pareto y el modelo especificado por Dagum (1977). Puesto que los mo-
delos especificados de distribucién de renta son funciones continuamente
diferenciables de renta y tienen una esperanza matematica finita, se deduce
que F(y) y L(y) son funciones estrictamente crecientes y continuamente di-

ferenciables de y. Por lo tanto,
F{y) = fly) and L'(y) = yRy)/E(Y). (4.6)

no desaparecen nunca para todo y positivo. Y asi, la curva de Lorenz es una

curva regular para todo y>0.

La distancia dirigida s({y) a lo largo de la curva regular L de Lorenz con

parametrizacién (4.4) es, por definicién,
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S0y) =[: [1 + (dL/dF)] 1 dF.

Usando (3.4) y (4.6) se convierte en:

sy) = I:[x’ +(E(Y))‘]; f{x)dx/E(Y), (4.7)
y en el limite:
b= timst) = [ 060+ EOOFD 3 OewECY) (4.8)
yso “°

Esta claro por la definicién de la curva de Lorenz que es una funcién es-
trictamente creciente y convexa (Fig.3). De hecho, como las unidades fami-
liares estén ordenadas por tamafio creciente de renta, a incrementos iguales
de F (por ejemplo, a cada percentil de familias) corresponde cuotas cre-
cientes de renta. Si p;=F(y¢)« i=0,1,2 , son tres percentiles consecutivos

y equidistantes, entonces:

Lp:) — Upy) 2 Lipy) — Lipo). (4.9)

La desigualdad estricta es aplicable a menos que todas las familias tengan
la misma renta. Dado que F y L son funciones continuamente diferenciables
de y, la siguiente es una prueba matematica sencilla del teorema de que la

curva de Lorenz es una funcién estrictamente creciente y convexa:

(i) Prueba de que la curva de Lorenz es estrictamente creciente. Aplicando
a F(y) el teorema de diferenciabilidad de las funciones inversas, ¥y utili-
zando (4.6), deducimos:

dL _dL . dF Yy (4.10)

(ii) Prueba de que la curva de Lorenz es convexa. Se deduce de la diferen-
ciacién de (4.10) y la aplicacién del teorema de diferenciabilidad de fun-

ciones inversas, que:

d’L 1 dy

L 1 dy 1 (4.11)
dF?  EY) dF  E(Y)Xy)

>0,y>0,




y asi se demuestra el teorema.
De (4.10) deducimos:

(a) Para cualquier renta yek*, la pendiente dL/dF de la curva de Lorenz es

igual al ratio entre renta y, y su esperanza matematica.

(b) lim dL/dF = lim dL/dF = L'(0) = 0
F-0* y—-0* © (4.12)

(c) lim dL/dF = lim dL/dF = L(1) = oo
. y = % (4.13)

Se deduce de (4.12) que la abscisa es tangente a la curva de Lorenz en el
origen y, de (4.13) que la paralela al eje vertical en el punto F=l es tan-

gente a la curva de Lorenz en el punto (1.1). Ademds:

DL: [0, 1) ——— [0, ®), (4.14)

donde D es el operador de diferenciacién, por lo tanto la pendiente de la

curva de Lorenz se dibuja en el intervalo de wunidad sobre el grupo de nua-

meros no-negativos. Mediante 1la aplicacién del teorema de valor medio,

existe un valor de F tal que dL/dF=1. En este punto de F la tangente a la

curva de Lorenz es paralela a la linea de igualdad pefecta, es decir, la

funcién de identificacién L = F. De acuerdo con (4.10), este punto es la
LiF)

renta media E(Y). . "

L = L{F)

/ Fiy) '
Figura 3

La curva de Lorenz, L’[F(y;)]=tan 6=y;/E(Y).
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5.- E1 ratio Gini.

Hay muchas medidas escalares de la desigualdad de renta, entre las cuales
podemos mencionar el ratio Gini (Gini, 1912), la varianza del logaritmo de
la renta, el coeficiente de variacién, el indice de entropia de Theil
(1967) y el indice de Atkinson (1970). Estas son medidas de desigualdad es-
calar de las diferencias interfamiliares (en general, entre unidades econb-
micas) de renta dentro de una poblacién dada de familias o, en general,
unidades econémicas. Estos ratios son medidas del grado relativo de desvia-
cién de una poblacién de la situacién de igualdad perfecta, es decir, cuan-
do todas las familias tienen la misma renta. De éstos, el mds empleado es
el ratio Gini,VQuizés porque contiene varias propiedades intuitivas, geomé-
tricas, matematicas y econémicas. Algunas de ellas ya fueron estudidas por
H. Dalton (1920).

La interpretacién geométrica del ratio Gini se esclarece con la ayuda de la
curva de Lorenz (Fig.3). De hecho, es una funcién creciente de la zona en-
cerrada entre la curva de Lorenz I=L(F) y la funcién de identidad L=F (la
linea de equidistribucién). Por lo tanto, es una funcién creciente del gra-
do de desviacién de la curva de Lorenz de la funcién equidistribucién. La
interpretacién geométrica se da con el cociente entre la zona de concentra-
cién (la zona entre I=F y L=L(F)) y la zona del tri&ngulo OAB (Fig.3). Dado
que la zona del triangulo OAB es igual a 1/2, el ratio Gini 1iguala a dos
veces la zona entre I=F y L=L(F), es decir, dos veces la zona rayada en la
Figura 3. Ello implica que el ratio Gini toma valores en el intervalo
(0,1). Puesto que F y L son funciones integrables, tenemos la siguiente re-
presentacién matematica para el ratio Gini G:

1
G = 2j (F-L)dF = lrz}‘ LdF. (5.1)
1] 4]

Integrando por partes, deducimos:

1
G=—1+2J. FdlL., (5.2)
0

y, sumando (5.1) y (5.2):
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G =JquL—J‘l LdF. (5.3)
[+ (1]
El primer término en el lado derecho de (5.3) es la zona del cuadrado de
unidad a la izquierda de la curva de Lorenz, es decir, tomamos la funcién
inversa de L(F) e integramos con respecto a L; el segundo término es la zo-
na a la derecha de la curva de Lorenz. Por lo tanto, la diferencia es dos
veces la zona entre la funcidén de identidad y la curva de Lorenz. Las tres
férmulas  (5.1), (5.2), (5.3) son representaciones equivalentes del mismo
concepto. Utilizando el concepto de la integral como zona, cada una de
ellas tiene una interpretacién geométrica clara en la Figura 3. Por lo tan-
to, el coeficiente de Gini es un funcionalvn que aplica el conjuntoSL(F)‘

de curvas de Lorenz sobre el conjunto GLl) de nimeros reales, es decir:

G : {L(F)} [0,k (5.4)

Especificamente, a cada curva de Lorenz, se le asocia un solo namero real
entre (0,1), pero lo reciproco no es verdad, pues cada escalar entre (0,1)
puede tener asociado m&s de una curva de Lorenz. La correspondencia biuni-
voca solo se verifica para el subgrupo de curvas de Lorenz L(F) derivado de
un modelo de distribucién de renta cuyo coeficiente de Gini asociado es una
funcién mondtona de un solo pardmetro. La limitacién de esta familia de mo-
delos es que no pueden explicar la intersecci6én con las curvas de Lorenz.
Este es el caso para los modelos de Pareto (véase seccién 8.1), Lognormal

(véase seccién 8.2) y Gamma (véase seccién 8.3).

(1)La transformacién f:X — Y es una funcién, solamente si el dominio de
f es X y para cada ng,f(x) es un solo elemento de Y. Un funcional es una
correspondencia que asigna un nimero a cada funcién (o curva) perteneciente
a un grupo. Asi, se podria decir que un funcional es un tipo de funcidn,
donde la variable independiente es una funcién. En (5.4), el grupo de fun-

ciones es el grupo de curvas de Lorenz.




6.— El1 ratio Gini y la diferencia media de Gini.

No es necesario enunciar el ratio Gini en funcién de la curva de Lorenz,
aunque es cierto que esta ultima permite una interpretacién intuitiva vy
geométrica importante. Gini (1912) presenté su medida de desigualdad de
renta en funcién de su medida de dispersién, o la diferencia media de Gini.
Gini (1914) ha demostrado el notable teorema que relaciona la diferencia
media de Gini con la zona de concentracién (la zona entre la linea de equi-

distribucién L=F y la curva de Lorenz).

Dejemos que 134 simbolice la diferencia media de Gini, definida como la es-
peranza matemitica de la diferencia absoluta de todos los pares posibles de

valores variables de renta y. De ahi,

4, = E(|Y-X)) = L dF(y) J‘: (ly-+3dF(x) (6.1)

G = A,2E(Y) = A,/2, (6.2)

donde p=E(Y) y X e Y son variables aleatorias de distribucién idéntica.

Teorema. La diferencia media de Gini dividida entre dos veces la renta me-
dia es igual a dos veces la zona entre la curva de Lorenz y la funcién de

equidistribucién. Es decir:

1 1
G =4,/ =J' FdL - I Ld¥. ' (6.3)
0

(1]

Demostracién: Se deduce de (4.1) vy (4.10) que:

G = :1 I: yF(y)dF(y) - J.: L{y)dF(y) (6.4)

= l-r, ydF(y) j’ dF(x) - !jw dF(y) J.' xdF(x).
n 0 RJo o

[+]

De ahi deducimos:
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uG = f : dF(y)ﬁ(y-x)dF(x). (6.5)

De {6.1) obtenemos:

s (7 aror [ emarey + o [T oo 6.6

Y

y de E(Y-X) = 0, puesto que X e Y son variables aleatorias de distribucién

idéntica, tenemos:

f " dFy) j " (aaF) = j'"’ dF() r (x-3)dF(x). (6.7)

Sustituyendo (6.7) en (6.6) y llevando este resultado a (6.5), obtenemos
zSA/%,‘quedando demostrado el teorema. Del siguiente teorema deriva una im-

portante nueva relacién para la diferencia media de Gini.

Teorema. La diferencia media de Gini es igual a cuatro veces la esperanza
matematica del producto de la variable renta Y y su cdf F(y), menos dos ve-

ces la esperanza matemdtica de Y. Es decir,
A, = 4K(YK(Y)) - 2E(Y) (6.8)

Demostracién. Se deduce de (6.1), (6.6) y (6.7) que,
© y
A, =2 J dF(y) J (y-x)dF{(x) (6.9)
1] ]
-2 f yF(y)dF(y) — 2 f X dF(y)f' xdF(x).
[} 1] (1]

Aplicando (4.1) y la definicién de esperanza matemidtica, deducimos:

Al' - 2E(YF(Y)) - 2E(Y) J.: L(y)dF(y). (6.10)

Integrando por partes el segundo término en el lado derecho de (6.10) de-

ducimos (6.8), quedando el teorema demostrado.




7.- Una medida de desigualdad de renta basada en la longitud de la curva
de Lorenz.

La interpretacién geométrica del ratio Gini lo relaciona con la zona entre
la linea de equidistribucién y la curva de Lorenz. Como es una funcién cre-
ciente del grado de desviacién de la curva de Lorenz de la linea de equi-
distribucién, cuanto mas grande sea la desviacién de L(F) de la funcién de
equidistribucién F = L, mayor es la longitud de la curva de Lorenz. De esto
se puede deducir una medida de desigualdad de renta en funcién de su longi-
tud. Observamos que cuando existe una igualdad perfecta, la curva de Lorenz
coincide con la funcién de equidistribucién y su longitud es igual a.{} (la
longitud del segmento OB en la figura 3). Por otra parte, cuando existe de-
sigualdad perfecta, se extiende de 0 a Ay de A a B, y su longitud es igual
a 2. Por lo tanto, la(s) longitud(es) de la curva de Lorenz toma(n) valores
dentro del intervalo ~f§<3<2 . Entonces su medida normalizada en el inter-
valo ELI) es:

S=(s-2/2-2 (7.1)
con la forma matematica de s dada en (4.8).
8_ - Analisis de cinco modelos de distribuci6én de renta.

En esta seccién explicaremos las aplicaciones de la curva de Lorenz y ratio
de Gini a cinco modelos de distribucién de renta: El Paretiano, el lognor-
mal, el gamma, el modelo especificado por Dagum (1977) y el modelo propues-
to por Singh y Maddala (1976).

8.1. E1 Modelo de Pareto.

Pareto (1895), 1896, 1897) empezd el analisis cuantitativo sistematico de
la distribucién personal de renta. Basdndose en la regularidad observada y
la permanencia de la elasticidad en la cola superior de la distribucién de
la renta, Pareto especific6é su modelo (tipo I), que generalizé mas con la
especificacién de tipos IT y III. El modelo de Pareto Tipo I tiene la si-

guiente forma matematica:
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Gly) =1 -Fy) =(y/yo)™ y2yo>0ba>1 (8.1)

donde F(y) = P(Y<y) es el cdf. De ahi, la correspondiente funcién de den-
sidad de probabilidad (pdf) se convierte en:

fy) = [:yay"".y 2y,>0 5.2)
s Y <Yo

La esperanza matematica es:

E(Y)=«y%j’ y o dy = ——y, (8.3)
vo a—1
y la curva de Lorenz se da con:
y
LFy) = («— l)ya“j x7%dx =1 — (y/yo)™**! (8.4)
Yo

La representacién paramétrica de la curva de Lorenz viene dada por (8.1) y
(8.4). Por lo tanto, la representacidén cartesiana se convierte en:

{F) = 1—(1-F)e- 1w (8.5)

y de (8.5), deducimos el modelo de Gini (Gini, 1909):

(8.6)
F(L)y=1-(1-Lf, & =afa—1),
donde O es la delta de Gini, que juega un papel decisivo en la interpreta-
cién  del ©% de Pareto, resolviendo de una manera inequivoca la controversia
sobre el significado de & como medida de la desigualdad de renta. Se deduce
de (8.6) que, cuando X — o0 , entonces S»1 y F =1L, y por lo tanto, te-
nemos igqualdad perfecta. Por otra parte, cuando p(-M*, entonces S.-—yoo y
tenemos desigualdad perfecta. En general, dado el valor de L, cuando S au-
menta, la parte de las familias con renta superior a y decrece, es decir,
cuando © crece, la curva de Lorenz se desplaza a la derecha. De esta mane-
ra, Gini invirtié la interpretacién de Pareto de & como medida de la desi-

gualdad de renta.




. 2
Sustituyendo (8.5) en (5.1), deducimos el ratio de Gini: )

1
G = 1—2J( [1—(1-F)'*) dF = 1/2x—1). (8.7)
/]
8.2. - La Distribuciétn Lognormal

McAlister parece haber sido la primera persona que estudié y especificéd la
distribucién lognormal. Esta contribucién fué el resultado de la sugerencia
de Francis Galton a McAlister. En 1931, Gibrat public6é su contribucién cla-
sica al analisis de la distribucién y desigualdad de la renta, aplicando el
modelo lognormal (La contribucién de Gibrat fué su disertacién de Doctorado

de Filosofia que present6 en "L’Ecole Nationales Supérieure des Mines". Pa-

ris).

Su funcién de densidad de probabilidad es:

expl — == (logy—u)|,y>0

= 8.8
fly) 0, y 50 (8.8)
La cdf correspondiente es:

F(y) = Aly; i, o) = N((log y—n)/o:9, 1) (8.9)

donde A(Y:}l,ﬂz) simboliza la cdf con parémetrosp y 52, vy N((log yju)(i‘;o,l)
es la cdf normal con media cero y varianza uno. Se puede demostrar que u

es el logaritmo de la media geométrica, es decir, E(log Y) y que 6% es la
varianza de log Y.

La esperanza matematica es:

l @©
E(Y) = ———J exp(—(log y — p)*/2c My
J2Mo Jo ( (8.10)

= Jzino J.: exp (x —(x—p)*/207)dx = "P(u + %O’).

(i) Se puede obtener el mismo resultado sustituyendo (8.6) en (5.2).
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El momento de orden r sobre el origen es igual a la funcién de generacidn

de momentos de la distribucién normal con pardmetro r, es decir:
1 \
E(Y') = E(c"") = exp{rn + r’cz/? (8.11)

y, para r = 1, tenemos E(Y).
La curva de Lorenz deducida de (4.1), (8.8) y (8.10) es:

1 ! 1, 192
F(y)) = j. exp[—p —~ - 0* — (log x—u)/20? | dx (8.12)
HF = e o 2
y, tras algunas transformaciones algebraicas, deducimos:

llF(y)) = 75;_‘(; J.: ,-l‘ exp[—(logx—p—~ o’)’/‘)q’] dx

(8.13)
= A(y;p + 0% 0%,

que es la cdf lognormal con parémetrosl.l +G* yG‘z. Por lo tanto, la repre-
sentacién paramétrica de la distribucién lognormal se da con (8.9) y
(8.13). Se pude obtener la correspondiente representacién cartesiana en
forma implicita de la representaciédn paramétrica. Asi, deducimos de (8.9) y

(8.13) respectivamente:

(log y—p)/o = N~! (F), (8.14)
(log y—pu—o?)o = N~* (L), (8.15)
y restando (8.14) de (8.15),

N-'(L) = N“!(F) - o, (8.16)

que es la representacién cartesiana de la curva de Lorenz para la distri-

bucién lognormal.
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El ratio Gini se deduce de (5.1) y (8.13). De ahi:
G = 1~2j Ay, p + 02, 6))}A(y, b, 0°). (8.17)
0

La integral en (8.17) es la convolucién de la variable aleatoria x/y<l,
donde x e y se distribuyen log-normalmente con las log-medianas A +G? y )1
respectivamente, y varianza coman de los logar1tmos¢ Por 1lo tanto, es
también una distribucién lognormal con log-mediana G? y varianza de los
logaritmos igual a 26?2 > es decir:

G = 1-2A(1; 0% 20%). (8.18)

Llevando a cabo en (8.18) la sustitucién z = (log v- U’)/G‘\E deducimos:
G = 1-2N(~0/\/2;0, 1) = 2N(0/,/2;0,1) — 1. (8.19)
Se puede obtener el mismo resultado de (8.17) y las sustituciones

u = (log x—p—o?)/oand z = (log y—p)/o, (8.20)

que dan la convolucién de dos distribuciones normales correspondientes a la

variable aleatoria u-z<-(, donde u y z son N(0,1).

De ahi:

G=1-2 IO N(z-0,;0, 1) dN(z; 0, 1)

-

= 1-2N(-0//2;0, 1), (8.21)

puesto que la convoluci6étn de dos distribuciones normales es también una
distribucién normal con media y varianza igual a la media y la varianza de
la nueva variable aleatoria que corresponde a la convoluci6én | (H. Cramer,
1946, p.212). Por lo tanto, para las variables aleatorias uy z en (8.20),
que son N(O,1), e deduce que la variable aleatoria u-z es también normal
con E(u-z) = 0 y var(u-z) = 2, es decir, u—z’l_-. N(0,2). (El simbolo g re-

presenta "igual en distribucién").
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8.3 La Funci6én Gamma

La funcién gamma, una contribucién de L. Euler (1707-1783), se define con
la integral

M(n) = J.n y* le’’dy, n>0. (8.22)
o

La funcién gamma es una funcién continua del pardmetro m y tiene derivadas

continuas de todos los érdenes.

Se puede demostrar, mediante la integracién parcial, la validez de la si-

guiente ecuacién en diferencia finita:
Mn +1) = nf(n), n>0. ” (8.23)

La pdf gamma asociada es, para todo (&,A)>0,

A

el T3 P2 >0
r(x)y ¢y
fly; @A) = 0 ys0 (8.24)
La cdf correspondiente es:
A Y.
Ny; @A) m — | xr-te-e (8.25)
(y; o 2) yv *dx, (@, 1) > 0.

0. Ammon (1895) aparece como el primero en proponer la pdf gamma (8.24)
como modelo descriptivo de la distribucién de la renta. Fué aplicado por L.
March (1898) para adaptar la distribucién salarial de varias categorias
profesionales en Francia, Alemania y EE.UU. Una pdf gamma generalizada fué
especificada por Amoroso (1924-1925), y es:

al
W00 (y=h@*~" exp (—-cfy —h)™), (8.26)
y>h(a,2)>0,8#0,a+s>0

fly; o, A h,s) =

(1) Se puede demostrar que I(ntl) = nI(n) es valida para toda n real tal

que n¢[0,1,2,...7,
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Cuando 8 = 1 y h = 0 obtenemos, como caso concreto, la pdf gamma (8.24).

Salem y Mount (1974) utilizaron la pdf gamma (8.24) y Bartels (1977) hizo
un estudio comparativo detallado de la gamma, lognormal y otras pdf como

modelos de distribucién de renta.

El momento de orden r sobre el origen es:

S R Fr+2)
E‘Y’"ﬁﬂj&’ ey =

(8.27)
a'T(A)
Se deduce de (8.23) y (8.27), parar=1y r = 2:
E(Y) = Ma, E(Y?) = MA + 1)a? (8.28)
y
var Y = Afal (8.29)
La correspondiente curva de Lorenz es:
al#l @ X
1{F(y)) = o= P :
{F(y)) M‘(X)-J'o ¢ " dx = INy; a, A+ 1), (8.30)

que también es una funcién de distribucién gamma. La representacién para-

métrica de la curva de Lorenz es:
(F(y), L{y)) = (I(y; &, &), Ny; o, A+ 1)) (8.31)

El ratio de Gini se deduce de (5.2), (8.25) y (8.30):

G=-1+ 2J I(y; «, A)dI(y; @, A+ 1), (8.32)
0

donde la integral del lado derecho es la composicién de dos distribuciones
gamma correspondientes a la variable aleatoria xgy. La distribucién de x se
da en (8.25) y la de y en (8.30). Asi que,




G=—142Pxsy)=1+ 2P(x/(x+y) < .‘2.)
| i (8.33)
= ~1 +2B(5;L1+1).

mediante la aplicacién del siguiente:

Teorema. Si x e y son variables gamma aleatorias e independientes con el
mismo pardmetroof, y con los paradmetros /\3»\+l respectivamente, el cocien-

te x/(xty) es una variable aleatoria beta con parametro /\?/\ +1.

La funcién beta se debe a Euler y se define:

B(m, n) -J. y* ! (1-y)" ' dy, (m, n) > 0. (8.34)
1]

Se puede demostrar que:
B(m, n) = I{m)[(n)/[(m+ n). (8.35)

La cdf beta asociada es:

y

Nﬁmm-Jx”m—W”Man (8.36)

Cuando m = X r D =2+l e y = 1/2, tenemos la cdf beta que aparece en
(8.33).

8.4. Un modelo Nuevo de Distribuci6tn de la Renta.

C. Dagum (1977) especificd un nuevo modelo de distribucién de renta que
ofrece una adaptacién excelente a las distribuciones de renta observadas
tanto en los paises desarrollados como en los paises en vias de desarrollo.
Este modelo da un alto rendimiento al aplicarlo a la particién de un con-
junto de unidades econdémicas de acuerdo con ciertas caracteristicas socio-
econbmicas y geograficas (por ejemplo, particién por regiones econémicas de

un pais, sexo y zonas urbano-rurales).
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8.4.1. Especificaci6én del Modelo.

La especificacién del modelo es la representacién teérica de las caracte-
risticas de regularidad y permanencia de elasticidad de renta en distribu-
ciones de renta observadas. El an&lisis de las distribuciones de renta ob-
servadas muestra sistematicamente una elasticidad de renta decreciente de
la cdf F(y) como funcién de F(y) (Figura 4). En general, esta elasticidad
es una funcién cébncava de F. La especificacién matemitica de esta elastici-

dad es:

d log F(y)

eF,y) = dlogy = Bn(l“‘(F(Y))h): y >0, (p" Pa) > 0. (8.37)

of. vl

ps

& Fly}
Figuré 4
Elasticidad de renta de la cdf F(y) en funcién de F(y).

Al solucionar esta ecuacién diferencial obtenemos el modelo de tres para-
metros:

. -5-p
y) = [mxy yhooy>0 @AY>0 oo

0, ysoO

donde F(y) es la cdf de renta, A es un parametro de escala y positivo pues

es la exponencial de una constante de integracién,- y:

B =1/8; 8=pPa (8.39)

son pardmetros de desigualdad.
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Se puede demostrar, analizando la segunda derivada de orden en (8.37) que:

(i) cuando 0 </5< 1, la elasticidad de renta & (F,y) es una funcién cénca-

va y decreciente de F(y):;
(ii) cuando /5> 1, la elasticidad de la renta es convexa;

(1i1) cuando/b= 1, la elasticidad de renta es una funcién lineal y decre-~
ciente de F. Este caso concreto se corresponde con las distribuciones del
cuadrado de la secante hiperbélica (Fisk, 1961) y loglogistica (Dagum,
1975) .

Obtenemos una especificacién mas general cuando tomamos desviaciones de
F(y) de un origen A< 1, A ;4 0, derivando asi un modelo de cuatro paréme-
tros. El pardmetro A juega un papel importante en la modelizacién de las
distribuciones de renta observadas. Si existe un porcentaje discreto de
unidades econémicas con renta nulas y negativas, entonces Of serd signifi-

cativamente mayor que cero (0 <A< 1).

Su valor responderd de las unidades econémicas desempleadas y no cubiertas
por ningin sistema de seguridad (renta nula), y de los propietarios de em-
presas no incorporadas con pérdidas netas (renta negativa) duante el perio-
do fiscal. Si existe una renta minima garantizada o una cobertura universal
del seguro de desempleo, entonces la distribucién de renta observada empie-
za a partir de una renta positiva y. Este es el caso también cuando la en-
cuesta solo incluye a las unidades econémicas empleadas. De ahi, y 2y, >
0, donde y, es la renta minima, por lo tanto & < 0. En este caso, X = F(0),
que es la extrapolacién de F(y), para y = 0, Yy Yo es la solucién de F(y,) =
0, es decir, cuando F(y) intersecta la abscisa y.

La especificaci6én matematica del modelo de cuatro parametros es:

Y2y 20, a<l, (Bu.B)>0 (8.40)
F(yo) = 0ifa <0, andy,=0Gi0sa<L
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Resolviendo la ecuacién diferencial (8.40) obtenemos el modelo de cuatro

parametros:

Fiy)=a + (1-a)(1 +Ay™) "y 2y, 20,
B = I/ﬁb& = Blplvl > 0,(1 < L

(8.41)

El modelo (8.41) genera tres casos importantes y altamente relevantes para
describir las distribuciones de renta observadas. Estos han sido expuestos

arriba, pero los repasaremos aqui.

Caso 1: @ = 0 (El modelo de tres parametros). Este es el modelo (8.38), ge-
nerado por la ecuacién diferencial (8.37). El rango de renta es el interva-
lo infinito abierto (0,%). Este es el caso considerado por todos los mode-
los alternativos de distribucién de renta en sus aplicaciones, con la ex-

cepcién de las distribuciones Paretianas y log-normal desplazadas.

Caso 2: 0 <X <1 (El modelo de cuatro parametros para tratar las rentas
nulas y negativas). Este caso es relevante cuando observamos a un porcenta-
je finito (estimado mediante ®) de unidades econdémicas con rentas nulas y
negativas. La especificacién del modelo correspondiente a este segundo caso
se da con la ecuacién diferencial (8.40) con la restriccién anadida 0<X<1.
Su resolucién se da en (8.-41) y, teniendo en cuenta que &% es positivo y
menor que uno, podemos expresarlo de acuerdo con el teorema de descomposi-
cién de Jordan, que declara que toda distribucién de probabilidad es mezcla
de distribucién atémica @ y distribucién continua de la forma:

F(y) = aFy) + (1-a)F(y),0 s« < I (8.42)

Si oA = 1(o{= 0), entonces la distribucién es puramente atémica {continua).
Observamos que, cuando 0 <A<1, [Fly) -dF, (y)1/(1 -al) es una distribu-
cién continua. Podemos extender el teorema de descomposicién de Jordam a la
formacién de una funcién de distribucién de probabilidad como combinacién

convexa de dos o mas funciones de distribucién atémicas y/o continuas.

Se deduce de (8.41), (8.42) y 0 < A< 1, que
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F(y) = aF(y) + (I-a)F(y), O<a <
= o+ (1-a)(1 + Ay, (B,18) >0,
F0) = 1,F(y) =0 ify <0, (8.42.a)
F{y) =0ify s O,F{y) = (1 + Ay ) Pify > 0.

La pdf correspondiente a este caso es:

a, ify =0
fly) = | (1-)pRy™*"' (1 + Ay %P1, ify > 0, (8.43)
0, fy<o0

Caso 3: o < 0 (El1 modelo de cuatro parametros para tratar de la renta es-
trictamente positiva por encima del umbral de y o> 0). Las bases empiricas
para este caso se dieron al principio de esta seccién y la representacién
matematica se da con la ecuacién diferencial (8.40), y la restriccién A<

0. Su resolucién es:

Fly) = a + (1-a)(1 + Ay~%)"%y 2 yo, F(yo) =0,
a < 0,(B,%8) > 0, (8.44)

que se puede escribir como:
F(y) = (1 + My—yo) )" (8.45)
La pdf correspondiente a este caso es:

ﬁlﬁ(ywo)"“ (14 My=§y P)"t-Ly & Yo, (8.46)

fly) =
0, Y £ Yo,

yo = MB[(1—1/a)'?~ 1] A (8.46.a)

(1) Un punto y es un atomo si lleva masa positiva. La distribucién F es
atémica si estd concentrada en un conjunto de sus atomos. Una distribucién

sin atomos se llama continua (W. Feller, 1971, pp. 137-138).
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8.4.2. Valores Modales y Percentiles de la Distribucién.

Los valores modales (maximos interiores) para la funcién de distribucién en
los casos 1 y 2 se obtienen resolviendo la ecuacién F o "(y) = 0, como F.(y)
y F.ly) = F¢' (y) son funciones continuamente diferenciables para todo y>0.
Se deduce de (8.38) y (8.42.a) que F(y) es unimodal (tiene maximo interior
dnico) cuando/; 2>1 y que es ceromodal (no tiene maximo interior) cuando
Aﬁ} < 1. En este Gltimo caso, el maximo estd en y =0, y por lo tanto, la
pdf es una funcién estrictamente decreciente. Se puede demostrar, resol-
viendo la ecuacién Fc®(y) = 0, que el maximo Gnico ¥y de la distribucién

en los dos casos 1y 2, es:

AR[(BS— 1)AS + 1)]'A, BS > laad

Yu = (8.47)
0, pédsl
De la misma manera, se puede deducir que en el Caso 3 tenemos un maximo
Gnico yys (unimodal si ,Gb)l, y ceromodal si,B % & 1). Se deduce de (8.45) y
(8.47) que:

Yo + Y thnrﬂG > 1,and
(8.48)

Yus =

Yo when §5 < 1,

por lo tanto, el maximo para el Caso 3 se obtiene afiadiendo las unidades y,
al maximo correspondiente para Casos 1 y 2 dado en (8.47).

El percentil pe, Ypr es la solucién de la ecuacién F(yp) = p. Entonces se
deduce de (8.38) (8.42) y (8.49),

Yp = xl/l(p-l/ﬂ_ 1)'-llﬂ.a = (8'49)

ASS[((1 wer(p & ) P 1]TAR, Ok o2y

Caso 2 (8.50)

Yo =
0, psac<l.

caso 3 Yp = Yo + Ap 1P —1)"'8,y, > 0. (8.51)




35

Cuando p = 1/2, obtenemos la mediana de la distribucién.

8.4.3. Momentos de la Distribucibén: Caso 1 ( = 0)

De (8.38), la definicién de momentos de orden r sobre el origen y la susti-

tuciédn:
R A (R Vo i
AL _ (8.52)
dy = _8__ x-l—lll(l__x)—n-lndx'
deducimos:
! +ep-1
p, = E(Y') = pA'? J‘ox""(l—;x)’ A-ldx (8.53)

= PAPB(1—1/8,B + 1/6),t < &.

Es decir, el momento de orden r existe para todo «r < $. Haciendo r = 1 en

(8.53), obtenemos la esperanza matemdtica de la renta

= E(Y) = BA'AB(1—1/8,p + 1/8),8 > 1, (8.54)

donde B(1 - 1/6,(5 + 1/8) es la funcién beta de Euler (8.34) con parémetros
m=1—1/6yn=(}+1/b.

8.4.4. Momentos de la Distribucién: Caso 2 (0< <1)

Se deduce de (8.42), (8.43) y de la definicién de momentos de orden r sobre

el origen, que
B, = EY') = (1 —a)pAd I: y oM 4+ Ayt dy (8.55)
y llevando a cabo la sustitucién (8.52) obtenemos:
#e = (1—)prA* B(1—-1/5,B + 1/0),r < 8. (8.56)

Haciendo r = 1, tenemos la esperanza matematica:
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p=EY)=(1-o)pr'"*B(1-1/5,p + 1/5). (8.57)
8.4.5. Momentos de la distribucién: Caso 3 ( < 0)
Cuando A< 0, el rango de la renta es yo< y <&, con yo > 0. Por lo tanto,

comienza desde un valor positivo de renta y. De (8.46) y la definicién de

momentos de orden r sobre el origen, se deduce que

e = E(Y) = P23 r Fy=yo) M1 + My—yg) %) * ! dy. (8.58)

Yo

Llevando a cabo las sustituciones u = y-y, y (8.52) respectivamente, dedu-

cimos:
n=p ’Zo () yo  MPB(1-3/8,B + j/8),r < 8. (8.59)
Para r = 1:

p=EY) =y, + BA'P B(1-1/5,8 + 1/8),8 > 1, (8.60)

que es igual a la esperanza matemidtica correspondiente al Caso 1 &o=0)
deducida en (8.54) mis el desplazamiento yq de y.

8.4.6. Enfoque econométrico al Caso 3 ( < 0)

El siguiente es un método econométrico que utilizara los mismos programas

de ordenador necesarios en Casos 1y 2:

Paso 1: Aplicando el programa de ordenador para el Caso 2, calcular los pa-
rametros usando la especificacién (8.44) de este modelo.

Paso 2: Si @ es negativo, encontrar la raiz y, de la ecuacién F(y) = 0.

Paso 3: Trasladar el origen al punto y = Y,y calcular el nuevo modelo de

tres parametros de la forma (8.36) con respecto a la nueva variable renta y

- Yo
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Paso 4: Usando la férmula (8.53), computar el momentOJnr,r<6. Simbolizando
a este momento mediante m(r; o =0), y mediante m(r; A <0) cuandooX <0, dedu-
 cimos de (8.53) y (8.59):

Mria <0 = 5 (yo'pfe=0 (8.61)
j=0
Para r = 1, obtenemos:

Mha<0) =y, + Wl;a = 0), (8.62)

es decir, son iguales a los resultados obtenidos en (8.59) y (8.60) respec-
tivamente.

8.4.7. La curva de Lorenz: Caso 1 ( =0).
Resolviendo para y en (8.38), tenemos:
y = )«.”‘(F_ e __ l)-lll. (8.63)

Sustituyendo (8.38), (8.54) y (8.63) en (4.5) y 1llevando a cabo la susti-
tucién:

z2=F'" dF =g 14z (8.64)

LF) = B(F'*;B + 1/5,1—-1/8),5 > 1. (8.65)

De (8.36) vy (8.65) se deduce que la curva de Lorenz es una cdf beta con
respecto a la variable z = F‘ﬂg

8.4.8. La curva de Lorenz: Caso 2 (0<¥1)

Resolviendo para y en (8.41) obtenemos:

y = M1 —a)(F—a)#~1]"'5,F 2 o (8-66)
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Sustituyendo (8.41), (8.57), (8.66) en (4.5) y llevando a cabo la sustitu-

cibén:

z = [(F~a)(1-a)]'"

(8.67)
dF = (1-a)pz?~'dz

tenemos:

L{F) = B[((F—a)(1—a))'®; B + 1/5,1-1/8],8> L. (8.68)

Por lo tanto, la curva de Lorenz es una cdf beta con respecto a la variable

z segin se especifica en (8.67).
8.4.9. La curva de Lorenz: Caso 3 ( <0)

Se puede demostrar de (4.5), usando (8.45), (8.60) y aplicando métodos de
integracién similares a los de antes, cuando 8 > 1, que
y F Bl‘“
LF) = == + = BB + 18, 1= I/SB(F'™; + 15, 1-18),  (8.69)

donde pm =m(1;9<0) =y, +/u(1;d= 0), como se deduce de (8.54), (8.60) y
(8.62). Por lo tanto, para > 1,

yOF p(l;a=0)

F) = ", -
8.4.10 El1 ratio de Gini G = G({ = 0): Caso 1.
Diferenciando (8.65), tenemos:
FI/%(1 — F\#)~ \R4F

L= BB + 175, 1=1/9) " (8.71)

y sustituyendo en (5.2), deducimos:
G = -1+ 2 j.‘ Fllpl(lw‘:lll)-llld‘:. (8 72)
BB + 1/5,1-1/8) ) o '
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LLevando a cabo la sustitucién X = F"ﬂ, obtenemos:

G = -1+ B(B,2p + 1/5)/B(2B, B + 1/3). (8.73)
Se deduce de (8.73) y (8.35) que,

G = Gla = 0) ’»"1 + B(B, B¥/B(B, B + 1/3), (8.74)

donde el simbolo G(o{ = 0) indica que el ratio de Gini se obtiene del modelo

de tres parametros {(caso 1).
8.4.11 El ratio de Gini G = G(0<%{1): Caso 2.

Diferenciando a (8.68), obtenemos:

(F—a)'/#((1 —a)'® —(F —a)'?)" ' *dF

db = ——(Zp BB + 15, 1-1/9)

(8.75)
Sustituyendo (8.75) en (5.25) y llevando a cabo la sustitucién:
x = (F—a)'®/(1-a)'®, (8.76)
deducimos, utilizando (8.35):
G =GO <a<)=@a-1)+(1-xBBBBBB+ 18} (8.77)
Cuando X = 0, obtenemos (8.74).

8.4.12. El ratio de Gini G = G¢<0): Caso 3.

Diferenciando a (8.70) y utilizando (8.54), (8.60) y (8.62), deducimos:

1

dL= —
Yot+u(l; @ = 0)

(Yo + AIBFUSY( _ F19)- ”’)dF. (8.78)

De (5.2) y (8.78) y llevando a cabo la sustitucién x = F'//s,
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1

G =Gl <0) =—"—-
<0 = Fulia=0

[—Nha=m
+ 2BA'B(2B + 1/5, 1 - l/&)] (8.79)

Al multiplicar ambos lados de (8.73) por/p(l;a&== 0), cuya expresién mate-

matica se da en (8.54), tenemos:

#l;a =0)Gla =0) = —p(l;a = 0)

+ 2BASBB + 1/5, 1 1/8)) (8-80)
Se deduce de (8.79) y (8.80) que
Gla < 0) = Wi =06k =9) (8.81)

Yo + Wl =0)

Se puede obtener el mismo resultado aplicando el teorema que se demostré en
la seccién 6, que expresa el coeficiente de Gini en funcion de la diferen-

cia media de Gini, es decir:
G = A2, (8.82)

donde G y pm simbolizan el ratio Gini y la esperanza matematica de renta pa-

ra este caso.

Se deduce de la definicién (6.1) de la diferencia media de Gini‘Auque es -
invariante con respecto a los desplazamientos del origen de y. Por lo
tanto:

Afax =0) = Aj(x < 0) = A, (8.83)

De (6.2), (8.54), (8.60) y (8.83) se deduce que

A, A, B
W(l; @ <0) 2y, + 2p(l; @ = 0)

G(a <0)= (8.84)
Dividiendo tanto el numerador como el denominador. entre gn(l;d=0), obtene-
mos el resultado dado en (8.81).

Ademas de la importancia teérica del resultado obtenido en (8.81), éste
tiene un papel clave en la estimacién del ratio Gini cuando A <0. En este

caso, aplicamos el modelo de tres parametros a la distribucién de u =y - Yo
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, donde F(yo) = 0. El programa de ordenador estimar4 los valores de G(%=0<)
y )u(l;d=0) para la distribucién de y =~ yo. Sustituimos estas estimaciones
en (8.81) y obtenemos el calculo del ratio de Gini cuando@< 0.

8.5. Una funcion de la proporcién de fracasos como modelo de distribucién

de renta.

Basadndose en el concepto de la funcién de la proporcién de fracasos (PFR),
que se ha aplicado extensivamente para deducir las distribuciones en la
teoria de la fiabilidad y las distribuciones de tiempo de vida, Singh y
Maddala (1976) derivaron un modelo para la distribucién de 1la renta que
pertenece a los sistemas de funciones de distribucién acumulativa desarro-

llados por Burr (1942). Por definicién
PFR = (dF/d log y)/(1-F).

La PFR o el modelo Singh-Maddala de distribucién de renta es la solucién de
una especificacién de PFR creciente y acotada y puede expresarse de forma
equivalente como la combinacién de elementos de las distribuciones de Pare-
to y de Weibull, es decir,

dF/dy = ay’(1-Ff,y >0,a >0,b > —1,¢c > |, (8.85)

mientras la distribucién de Pareto puede representarse con la ecuacién di-

ferencial
dF/dy = a(1-F)!*'*y 2y, > 0,a > 0,
y la distribucién de Weibull con

dF/dy = ay*(1-F)y > 0,b > —1.

A diferencia de la especificacién de Singh-Maddala, el modelo de Pareto co-
rresponde a una constante, y el modelo de Weibull corresponde a una especi-

ficacién PFR creciente.
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La solucién de la ecuacién diferencia (8.85) es

Fiy) =1 — (1 +2,y%)™, y 20,2, =alc—1)(b + 1) > 0,(8386)
a; =b+1>0a, =1fc-1)>0 (8.86)

La diferenciacién de (8.86) da la pdf

fly) = 2,250,571 + 2y%) 7 (8.87)

Para analizar las propiedades de este modelo, como se ha hecho con los cua-
tro anteriores, se deducen aqui los momentos de orden r sobre el origen,

la curva de Lorenz y el ratio de Gini.

Por definicién del momento de orden r sobre el origen, obtenemos para este

modelo,

»

E(Y') = a,45a, J Y+ ey T dy (8.88)
4]
LLevando a cabo la sustitucién de la variable
x = a,y"/(1 + 8,y%) (8.89)
deducimos
. r
}l(Y) = ;2_3—"/7‘ B(r/az.a, - r/a,), (8.90)
que claramente existe para r<aza3.
Para r = 1 obtenemos la esperanza matematica
E(Y; = : B(1
(Y; = 2l (1/az, a5 — l/a,), (8.91)

que existe para a3a1>1.

La solucién de (8.86) con respecto a y es,
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y = a-llox [(I_F)-llq_ l]”" (8.92)
Sustituyendo (8.92) en (4.1) obtenemos para la curva de Lorenz,

P
L{p) = a,~ ”"J (1= (1=F) Yo _ 1] gE/E(Y) (8.93)
0
LLevando a cabo la sustitucién de la variable

vl (1-F)e (8.54)

y utilizando (8.91) deducimos,

(8.95)
L{F) = B(1— (1-F)'/®; 1 + 1/a,, 4, — 1/a;)

que demuestra que la curva de Lorenz es una funcién de distribucién beta
acumulativa con respecto a la variable dada en (8.94) y con los parametros

1+ 1/a, y ag-1/az, tal que a,a;>1.
De (8.93) y (8.91) se deduce que,

dL/dF = a,~ "% [1—(1—F)!s]te (1 — F)~ Measy/E(Y), (8.96)

Colocando dL segun se dedujo en (B.96) en la definicién del ratio Gini como
se especificé en (5.2), obtenemos, después de llevar a cabo la sustitucién
(8.94),
1
G = -1+ 2a;,~ '™ J‘o (vl — v~ tima (8.97)
— via(] —y)2e e Dy/E(Y)

La forma final del ratio de Gini para la forma paramétrica (8.86) se deduce
de (8.91) y (8.97). Es,

G = 1—-B(a,, 2a; — 1/a,)B(2a;,a, — I/a,) (8.98)
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9. Aplicaciones

Las pruebas empiricas demuestrasn que la distribucién de Pareto es el mo-
delo de los grupos de renta alta. Esto tiene un apoyo aplastante en la in-
vestigacién teédrica y cuantitativa (Davis, 1941; Mandelbrot, 1960; y Budd,
1970) . Davis (1941, p. 387) establece la necesidad de especificar un modelo
mas completo, el cual tendria que incorporar el de Pareto para comprender
plenamente los fenémenos asociados con la distribucién de la renta total.
Esta circunstancia manifiesta motiv6 la especificacién de modelos alterna-
tivos de distribucién de renta.

Cuatro de éstos son: el log-normal (Gibrat, 1931), el Gamma (March, 1898, y
Salem y Mount, 1974), el modelo especificado por Singh y Maddala (1976) y
el modelo propuesto por Dagum (1977). Estos son los modelos mas usados o
mas prometedores que ofrecen una descripcién precisa de todo el rango de la
renta. También cubren en distinta medida, varias propiedades importantes
(Dagum, 1979). Con el fin de hacer analisis y evaluacién comparativos, es-
tos cuatro modelos se aplican a la misma distribucién de renta observada,
es decir, la distribucién de la renta familiar en los EE.UU. en 1960 y 1969
(U.S. Bureau of the Census, 1962 y 1970).

Las estimaciones de los pardmetros de los modelos log-normal y gamma se ob-
tienen con Salem y Mount (1974), empleando el método de probabilidad maxi-
ma. Singh y Maddala (1976) calculan los parametros de su modelo utilizando
el método no lineal de minimos cuadrados y aplicando el algoritmo de David-
son-Fletcher-Powell. Dagum (1977) calcula el parametro de su modelo usando
el método no lineal de minimos cuadrados y aplicando un algoritmo (Birta,
1976) que busca la minimizacién de la suma de lo$ cuadrados de las desvia-
ciones de la cdf real de la cdf aplicada. Las estimaciones correspondientes

aparecen en la Tabla 1.

La Tabla 2 resume el analisis comparativo de la bondad del ajuste para la
distribucién de la renta familiar en EE.UU. en los aflos 1960 y 1969. Se
utiliza el método de Cramer (1978) para comprobar la hipétesis nula entre
modelos que tienen distintos grados de libertad. Si los modelos tienen los
mismos grados de libertad, entonces el estadistico F es el cociente de las

respectivas sumas de sus desviaciones al cuadrado. Adoptando un nivel de
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significacién de 5%, la mejora en SS es:
(1) No significativa para el modelo gamma con respecto al log-normal.
(ii) No significativa para el modelo Singh-Maddala con respecto al gamma.

(iii) Significativa para el modelo Singh-Maddala con respecto al log-

normal.
Tabla 1
Estimaciones de pardmetros
1960, Renta de Familia de EEUU
Lognormal . . . . | p =84946 o = 07513
Gamma . . . . ., a = 032418* X =206
Singh-Maddala . . . a, =02931* a; = 1992 a, = 2.803
Dagumn (Cuse2,a > 0)a = 00209 B = 0381 A =65139° § = 4.1095
1969, Renta de Familia de EEUU
Lognonmal . . . . . p =90264 o = 06041
(?umma ...... a = 023455* %A =243
Singh-Maddala . . . a, = 03101* a, = 2.131 ay = 2611

Dagumn (Case I, @ = 0) B = 0.348 A = 1177854* 5 = 43734

-3
* Corresponde a renta medida en 10 de dolares U.S.

Tabla 2
Anilisis de varianza de sumas de cuadrados residuales
(Distribucidén de renta de familia en EEUY)

Nota:

SS = Yu?  df MSE F
1960
Lognormal . . . . . . . 0.01187 7 0.001696
Gamma . . .. ... . 000391 7  00ooss9 FU77) =304
Singh-Maddala . . . . . 0.00261 6 0.000435
Dagum. . . . . . . .. 0.00066 5 0.000132
Dif. Gamma-(S-M). . . . 0.00130 1 0.001300  F(1.6) = 299
(S-M)}-Dagum . . . . 0.00195 1 0.001950  F(L,5) = 148
1969
Lognormal . . . . . . . 0.00752 7 0.001074
Gamma . . . . .. .. 000238 7 oo000340 (R =316
Singh-Maddala . . . . . 0.00156 6 0.000260 F(6.6) = 12.0
Dagum. . . . . . . .. 0.00013 6 0000022 F(66)=12
Dif. Gamma-(S-M). . . . 0.00082 1 0000820  F(1,6) = 3.15
§§ = la suma de las desviaciones cuadradas de las frecuencias observadas de sus correspondientes
probabilidades prognosticadas.
df = grados de libertad iguales al numero (n) de intervalos de clase menos el numero (k)

de pardmetros en el modelo menos uno{ puesto que la suma de frecuencias es igual a uno).

MSE = Error Medio Cuadritico

Les estadistices F , para un nivel de significacién de 5%, son:
F s(1.5) =.6.61, F 45(1,6) = 5.99, F ,4(6.6) = 428 and F 4,(1,7) = 3.79.
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(iv) Significativa para el modelo de Dagum con respecto al modelo Singh-

Maddala y, a fortiori, con respecto al gamma y al lognormal.

La Tabla 3 presenta las rentas medianas y medias observadas y estimadas. No
incluye los valores estimados para los modelos gamma y Singh-Maddala. Esto
se debe a que en el primer caso, una ecuacién de probabilidad iguala la me-

dia observada y estimada y, por lo tanto,

Tabla 3

Valores observados y estimados de la mediana y de 13 gedi:
(en dolares U.S. actuales)

Afio Renta Mediana % Renta Media

y Observada Estimada de Observada Estimada

Nodelo dif. X de
dif.

1960

Lognormal . . . . 5620 4888 11.02 6227 6482

Dagum. . . . . . 5620 5592 0.50 6227 6212

1969

Lognormal . . . . 9867 8320 15.68 10577 9985 560

Dugum. . . . . . 9867 9466 0.16 10577 10433 136

son idénticas, y en el Gltimo caso no se recoge en Singh y Maddala (1976) .
Se deduce de (8.9), que la mediana estimada para la distribucién log-normal

es la solucién M en la ecuacién:

AM; i, %) = N((log M—p)Yo;0, 1) = 1/2 (9.1)

que se verifica para log M - u =0, y de ahi:

(9.2)
M =¢"

Para el modelo especificado por Dagum, aplicamos (8.50), dado p = 1/2, para
obtener la mediana de la renta familiar de EE.UU. en 1960, dado que 0<ok1
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(Caso 2), y aplicamos (8.49) dado p = 1/2 para obtener la mediana de la
)
renta familiar de los EE.UU. en 1969, como o = 0 (Caso 1) .(4

Introduciendo los calculos de paradmetro apropiados de la Tabla 1 en las
fébrmulas de esperanza matemitica deducidas para el log-normal, férmula
(8.10), el gamma, férmula (8.28) y el modelo de Dagum, férmula (8.57) cuan-
do 04‘(1, y férmula (8.54) cuando K= 0, obtenemos las estimaciones medias
de renta de los EE.UU. para 1960 y 1969.

La Tabla 4 muestra las estimaciones de los ratios Gini para cada uno de los
cuatro modelos analizados y los limites propuestos por Gastwirth (1972) pa-
ra la renta familiar de los EE.UU. en 1969, distribuido en 10 intervalos de

clase.
Tabla 4
Los limites de Gastwirth y los coeficientes estimados de 6ini
(renta familiar de EEUU en 1969)
Limites Estimado Coeficiente de Gini
Superior Inferior Log-normal Gamma SN Dagus
0.326 0.356 0.331 0.355 0.343 0.335

Gastwirth y Smith (1972, p. 320) declaran que "de cualquier distribucién a-
plicada cuyo indice tebérico de Gini cae fuera de los limites por una canti-
dad significativa se debe declarar que se ajusta inadecuadamente a los da-
tos". Se deduce de esta declaracién y de la Tabla 4 que los cuatro modelos
aceptan la prueba de bondad del ajuste propuesto por Gastwirth (1972), por
lo tanto, a todos se les debe declarar ajustados adecuadamente a los datos.
Pero la Tabla 2 sugiere que no se puede aceptar esta conclusién. Nos dice
que el modelo propuesto por Dagum se ajusta mucho mejor que el log-normal,
el gamma y el Singh-Maddala, pero no nos dice todavia que estos modelos se

ajustan inadecuadamente a los datos.

(1) Caso 3, cuando <0, se explicarad mas tarde en esta seccién con un caso
real (Secci6én 9.1)
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Para responder a esta pregunta, proponemos la prueba Kolmogorov-Smirnov de
bondad del ajuste. En esta prueba, la distribucién tebrica es el modelo a-

justado correspondiente.

La Tabla 5 incorpora la distribucién acumulativa de renta familiar observa-
da para los EE.UU. en 1969 y las distribuciones acumulativas ajustadas co-
rrespondientes usando los modelos log-normal, gamma y Dagum, respectivamen-
te. EL limite de aceptacién para la prueba Kolmogorov-Smirnov de bondad de
ajuste, al nivel de significacién de 5% y para un tamafio de muestra n =
34665 unidades familiares, es (en porcentaje) 100D (0.05) = 1394’; = 0.73.
Se rechaza la distribucién ajustada F(y) si Dy, = sup [Fuly) — F(y)] excede
87
al limite de aceptacién para un nivel de significacién dado. Se observa en
la Tabla 5 que la bondad del ajuste sblo se acepta para el modelo propuesto
por Dagum (1977). Por lo tanto, se debe declarar que este modelo se ajusta
a los datos adecuadamente, mientras se debe declarar que los modelos log-

normal y gamma se ajustan a los datos inadecuadamente.

Tabla 5
Distribucién de renta Familiar en EEGU en 1969 y la estadistica Koelmogorov-Sairnov {(§-3)*

Renta Distribucién de Reta Cumulativa (en %)

(en § 1000) Observed Lognormal Gamnia Dagum
i 16 002 094 74

2 4.1 091 34 498

k) 93 455 8.59 921

4 146 11.31 14.64 1425

5 200 20.04 21.60 19.96

6 259 29.46 28.90 26022

7 323 38.59 36.24 3290

10 540 61.79 5441 5379

5 80.7 83.64 79.47 80.79

@ 100.00 100.00 100.00 100.00

K-S Statistic D, =179 D,=39 D,=060

% E] 1imite de aceptacién para la prueba K-5 en el nivel de significacién de 5% es,en porcentaje,

136/, /34665 = 0.73.
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Ademis, los resultados obtenidos con la prueba Kolmogorov-Smirmov (Tabla 5)

invalidan a los resultados de la prueba Gastwirth (Tabla 4). Esto se ve gn

la Figura 5, que muestra el histograma para la distribucién observada de la

renta
gamma
wirth
juste

curva

familiar en los EE.UU. en 1969 y los modelos ajustados log-normal,
y Dagum. La insuficiencia de la prueba de bondad del ajuste de Gast-
tiene su origen en su incapacidad para discriminar entre un buen a-
y un ajuste malo, cuando la curva de Lorenz ajustada intersecta a la

de Lorenz observada, y el ratio de Gini permanece casi constante. La

figura 6 demuestra este caso, donde las zonas rayadas verticales y horizon-

tales son iguales. Por lo tanto, el ratio de Gini calculado de la distribu-

cién ajustada F(L) es igual al verdadero ratio de Gini asociado con Im(F),

y dando por supuesto la simetria, es igual a punto central de los limites
de Gastwirth.

,  F s1/3
LF) =
—-05 + 1.5F, 113 <F s L.

Hy)

Lognormal

\\__. Daguen (1977)

Gamine

A

Figura 5

Distribucién observada y ajustada de la renta familiar en EE.UU. para 1969
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El siguiente ejemplo demuestra la insuficiencia de la prueba de Gastwirth
de bondad de ajuste. Dando por supuesto que la verdadera curva de Lorenz es
como la de la Figura 6, y que su ratio de Gini asociado es G = 1/3, enton-

ces la siguiente curva de Lorenz falsa tiene también G=1/3:

un

h—p Lolf)

[~~e LIA
e Lo(F)

Figura 6
Curvas de Lorenz observada L, (F), ajustada L(F) y falsa Lp(F).

Segun Gastwirth y Smith; se declararia que esta curva de Lorenz se ajusta
adecuadamente a los datos. Se puede demostrar también que para cada ratio
de Gini existe un ntmero infinito de curvas de Lorenz (recuérdese que el
ratio de Gini es un funcional; véase la nota 2), y naturalmente no se puede

declarar que todas ellas se ajustan de forma adecuada a los datos.
9.1. Ajuste del modelo (8.41) cuando X<0 (Caso 3).

El modelo analizado en la Seccién 8.4 fué aplicado a las distribuciones de
renta familiar en EE.UU. en 1960 y 1969, que corresponden al Caso 2 y al
Caso 1 respectivamente (véase Tabla 1). En efecto, el modelo ajustado a los
datos de 1960 di6 un estimado X>0 (Caso 2), y al ajustarlo a los datos de
1969, di6 un estimado K= 0 (Caso 1). La siguiente aplicacién ofrece un e-
jemplo del Caso 3, es decir, cuandoo(<0.
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Se aplicé el modelo (8.41) a 1la distribucién de renta de las unidades de
familia en el Reino Unido en 1972/1973 (United Kingdom Central Statistics
Office, 1976). E1 modelo estimado pertenece al Caso 3, puesto que X =

-0.1318. Aplicando (8.46.a), la estimacién correspondiente de yo €s:

yo = 0225,in 107° LioRAS (9.3)

Llevando a cabo un traslado de ordenada, de tal manera que el origen nuevo
tenga las coordenadas (ye,0) = (0.225, 0) y aplicando el modelo (8.38), ob-
tenemos el calculo de (8.45):

Fly) = [1 + 34.945 (y — 0.225) 40914]-0.22267
y 20225, SS = Ep? = 000052

(9.4)

La mediana y la media estimadas de la distribucién ajustada (9.4) son (en
)C), aplicando (8.51) para p = 1/2, y (8.60) respectivamente:

M, — 225 4 1126 == 1351, and E(Y) = 225 + 1343 = 1568, (9.5)

donde)u(lnﬁ=0) = 1343 libras.

Aplicando (8.70), la curva de Lorenz es:

L(F) = 0.1435F + 0.856SB(F**°';0.4671, 0.7556), (9.6)

donde B{(.) es la beta cdf

Aplicando (8.74), el ratio de Gini correspondiente a (9.4) es:

G(a = 0) = 0.4285. (9.7

Esta es una sobreestimacién del ratio de Gini, pues se obtuvo tras llevar a
cabo una sustracciédn constante (absoluta) de 0.225 (en miles de libras) a
la variable renta. La estimacién paramétrica del ratio de Gini correspon-

diente a la distribucién de renta original, se obtiene aplicando (8.80)
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donde /u(l;d.= 0) = 1343 es la esperanza matematica de Y-Yer Yo= 225, y G(
K= 0) se da en (9.7). Por lo tanto:

G = G(a < 0) = 0.8565 G(a = 0) = 0.367 (9.8)

De (9.8) se deduce que el factor de correccién para la distribucién de ren-
ta de las unidades de familia en el Reino Unido en 1972/73 es 1igual a
0.8545.

10.- Conclusién.

Este estudio introduce la funcién de generaciédn de renta como base y con-
cepto fundamental para el andlisis de la distribucién de renta por tamafo.
Es una funcién de las existencias de recursos humanos (h) y fisicos (k) de
las unidades familiares. Ciertas caracteristicas especificas de esta fun-
cién, que puede considerarse también como la funci6én de 1la produccién de
la renta familiar, incluyen los conceptos de: (i) la funcién iso-renta;
(ii) la funcién condicional de generacién de renta de k, dada h, y (iii) la
funcién condicional de generacién de renta de h, dada k. La especificacién
y la estimacién econométrica de la funcién de generacién de renta y sus re-
laciones derivadas puede contribuir tanto a la explicaci6én de las distribu-
ciones y desigualdades de las rentas observadas, como al disefio de una po-
litica significativa y factible de rentas.

Empezando por la funcién de generacién de la renta, se derivan sucesivamen-
te la funcién de distribucién acumulativa de la renta, la curva de Lorenz y

el ratio de Gini. De éstos, tenemos el siguiente juego de representaciones:

¢ :Ry -R’* (10.1)
F:R*—[0,1) (10.2)
L:[01)~[0,1) (10.3)
G:{LF)} - [01) (10.4)

donde (10.1)-(10.3) son funciones y (10.4) es un funcional.
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De (10.1)-(10.3) obtenemos la siguiente composicién de funciones:
LxFx¢:R; —~[01) (10.5)

y finalmente, a cada LE&L(F)‘ hay asociado un numero real en (0,1), que

es el ratio de Gini.

Se estudian y analizan cinco modelos de distribucién de renta - Pareto
(1896), log-normal (Gibrat, 1931), Gamma (March, 1898; y Salem y Mount,
1974), Singh y Maddala (1976), y Dagum (1977) - ademds de sus correspon-
dientes curvas de Lorenz y ratios de Gini. Las aplicaciones se ocupan de
los Gltimos cuatro modelos, ya que el modelo de Pareto sblo es eficaz
cuando se trata de grupos de renta alta, es decir, las distribuciones de
renta truncada.

La aplicacién comparativa de estos modelos a las distribuciones de renta
familiar de los EE.UU. en 1960 y 1969 demuestra que la mejora en la suma de
los cuadrados de los residuos, adoptando un nivel de significacién de 5%
(Tabla 2) es:

(1) No significativa para el modelo gamma con respecto al log-normal.
(ii) No significativa para el modelo Singh-Maddala con respecto al gamma.
(iii) Significativa para el modelo Singh-Maddala con respecto al log-

normal.

(iv) Significativa para el modelo de Dagum con respecto al Singh-Maddala y
a fortiori, con respecto al gamma y al log-normal, pues en los dos

Gltimos la suma de residuos al cuadrado es mayor.

Aparte de tener una mejora estadisticamente significativa en la bondad del
ajuste, el modelo especificado por Dagum (1977) puede ocuparse de las tres

posibles gamas de renta siguientes:

(a) Caso 1, = 0: La gama de renta es el intervalo abierto (0,¥) y, tene-
mos un modelo de tres parametros.
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(b) Caso 2, 0<%<1: Existe un porcentaje finito de unidades econémicas, ,
con rentas nulas y negativas. La estimaci6n de of da cuenta de las unidades
econémicas desempleadas que no estan cubiertas por ningln sistema de segu-
ridad social (renta nula) y de los propietarios de empresas no-incorporadas
con pérdida neta (renta negativa) durante el periodo fiscal. Para este ca-

so, el teorema de descomposicién de Jordan es relevante.

(c) Caso 3, & < 0: La gama de ingresos es el intervalo abierto (y,,#) tal
que y >0. Esta gama de renta estrictamente positiva puede observarse cuando
se implementa una politica de renta minima garantizada, o cuando el disefio
de la encuesta por muestra solo incluye a las unidades econémicas emplea-

das.

Se analizan los limites propuestos por Gastwirth (1972) para probar la bon-
dad del ajuste de los modelos de distribucién de renta. Se demuestra que
esta prueba es inadecuada puesto que no puede discriminar entre un buen a-
juste y un mal ajuste cuando la curva de Lorenz de la ultima intersecta a
la curva de Lorenz verdadera sin cambiar el tamafio de la zona de concentra-
cién (la zona entre la linea de igualdad perfecta F =Ly la curva de Lo-
renz). Esta valoracién de la prueba de Gastwirth se demuestra con la apli-
cacién de cuatro modelos a la distribucién observada de la renta familiar
en EE.UU. en 1969 (Tablas 1, 2 y 4). Aunque los modelos log-normal y gamma
tienen ajustes muy pobres (Tabla 2), aprueban la prueba propuesta por Gast-
wirth (Tabla 4). Utilizando los modelos ajustados, se aplica la prueba de
bondad del ajuste de Kolmogorov-Smirnov (Tabla 5). Esta prueba rechaza, en
el nivel de significacién de 5%, la bondad del ajuste para los modelos log-
normal y gamma, y acepta la bondad del ajuste del modelo propuesto por Da-

gum.

El Caso 3 (¥0) del modelo de Dagum se demuestra con la distribucién de

renta de unidades de familia del Reino Unido en 1972/73.

La introduccién de la funcién de generacién de renta ofrece una especifica-
cién basica conceptual y analitica para: (i) establecer la conexién entre
la distribucién de renta funcional (participacién del factor) y la personal

(tamafio); (ii) dar una explicacién coherente de la oferta y demanda de re-
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cursos humanos y activos fisicos, y (iii) integrar como un entero una teo-
ria significatva de la produccién y la distribucién. Para esto, hay que te-
ner en cuenta los modos observados de accién e interacciones (conflicto,
colaboracién y coalicién) de los agentes econémicos (Perroux, 1975, p.7),
los métodos de produccién y las relaciones sociales de la produccién. Aun-
que esto hoy es un campo activo de investigacién, pertenece todavia a la
frontera de las econémicas. Al contrario de las ciencias fisicas, donde la
busqueda de causas finales resulta vana, las econémicas, como ciencia so-
cial, tienen que integrar de una manera coherente a dos de sus dimensiones
fundamentales, 1la explicativa (positiva), y la teleolégica. Esta integra-

cién pertenece también a la frontera de las econémicas.
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SOBRE LA RELACION ENTRE LAS MEDICIONES DE DESIGUALDAD
DE RENTA Y LAS FUNCIONES DEL BIENESTAR SOCIAL

Camilo Dagum

UNIVERSIDAD DE OTAWA, OTAWA, CANADA KIN 6N5

Los principios de aversién a la desigualdad y aversién a la pobreza de la
sociedad se presentan como asunciones primitivas, a partir de los cuales se
deduce el principio de transferencias de Pigou-Dalton. Dichos principios
también comprueban la cuasiconcavidad de la funcién de utilidad (incremento
de bienestar social) y la cuasiconvexidad de la funcién de desutilidad
(disminucién de bienestar social) de cada unidad econbmica, que permite
dividir esta renta en (1) incremento de bienestar social y (2) disminucién
de bienestar social. Se usa el resultante marco analitico para discutir y
analizar las bases del bienestar social de desigualdad de renta y a la
inversa. Se consideran cuatro mediciones de desigualdad de renta y las
funciones implicadas del bienestar social: Theil, entropia generalizada,

Atkinson y Gini.

1. Introduccidn

Con su importante contribucién, Daltom (1920) discute la evaluacién de
bienestar social (BS) de las distribuciones de la renta, que proporciona
una base de BS para la clasificacién de distribuciones alternativas de
renta. Atkinson (1970) sigue el método de Dalton y ademds asume ‘una fun-
‘cién aditiva, separable y simétrica de rentas individuales' (pag. 244). Sin
embargo, las funciones de utilidad individualisticas, como especifican
Dalton y Atkinson, no concordarian con los valores sociales porque sSu espe-
cificacién ignora la renta de otros miembros de la sociedad. No es el caso
con la interpretacién de BS del ratio de Ginmi, lo cual esta respaldado por
una funcién de utilidad social dado que cada unidad econémica toma en con-
sideracién tanto su propia renta como la renta de otras unidades econémi-~

cas.
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Varios otros autores han discutido las relaciones entre funciones de BS
y los ratios de desigualdad de renta. Entre ellos, Blackorby y Donalson
(1978) deducen la funcién de BS para las mediciones de desigualdad y los
coeficientes de variacién de Gini, Theil, Atkinson y Pearson. Para el ratio
de Gini, Sen (1974) y Kakwani (1980) obtienen resultados parecidos. Bene-
detti (1980, 1986) discute la interpretacién de BS de Gini y otros ratios
de desigualdad por medio de la especificacién de un ratio de desigualdad de
BS. Ferreri (1978 a,b) y Giorgi (1984) también tratan de este tema.

Este papel presenta y analiza una ecuaci6é/n fundamental de renta que
respalda una doble relacién entre las funciones de BS y las mediciones de

desigualdad de renta. Se tratan del espacio de funciones de utilidad o in-

crementos de bienestar social en BS y el espacio de funciones de desutili-

dad o disminucién de bienestar social en la desigualdad de renta (I). Este

enfoque hace hincapié en el hecho de que a cada funci6én de BS la correspon-

de una medicién de desigualdad de renta y a la inversa.

Dada una poblacién de unidades econémicas y comenzando a partir de la
renta y; del iésimo miembro, se mostrard que se puede deducir tanto una
medicién de desigualdad de renta a partir de una funcién de BS, también
como una funcién de SB a partir de una medicién de desigualdad de renta.
Como consecuencia, ya no se puede aplicar la importante clasificacidn de
Sen (1973, p. 24) de mediciones de desigualdad de renta, basada en funda-
mentos (i) estadisticos, (ii) informacionales, y (iii) de bienestar social.
Se deberia reemplazar la clasificacién de Sen por una que toma en conside-
racién el tipo de base légica que respalda las especificaciones de la desi-
gualdad de renta, por ejemplo, (a) existencia de fundamentos econémicos y

estadisticos, (b) por analogia, y (c) especificaciones ad hoc.

Se organiza esta investigacién de la siguiente manera. La seccién 2
presenta dos principios bdsicos para tratar los temas de desigualdad de
renta y bienestar social. La seccién 3 especifica y analiza una ecuacién
fundamental de renta por la cual la renta de cada unidad econémica se divi-
de en dos componentes basicos: incremento.de bienestar social y disminucién
de Dbienestar social. La seccién 4 presenta una interpretacién de BS de
mediciones de desigualdad de Theil, atropia gemeralizada, Atkinson y Gini.
En la seccién 5, se dan tres ejemplos para demostrar el desarrollo tedrico
de este estudio, y la seccién 6 presenta las conclusiones.
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2. Dos principios basicos que tratan de la desigualdad de renta y el

bienestar social

En esta seccién demostraremos que una medicién de desigualdad de renta
que satisface el principio de transferencia de Pigou-Dalton es la  espe -

ranza matematica de una funcién convexa de renta, V(y) = V(F(y)).

Para una medicién de desigualdad normalizada, el operador I es una
funcional que dibuja el conjunto de funciones {V(.)} en el intervalo de

unidad [0,1), es decir,

- (V(F(y))}—{0.1) and ICFY=1(F(y))=E(V{)). 1)

donde el simbolo V(F(y)) enfatiza la dependencia de V sobre la distribucién
de renta F(y). Para una especificacién de V utilitaria (individualistica)
tenemos V = V(y), es decir, una funcién solamente de la renta de la unidad

econdmica.

V(F(y)) representa la funci6én de desutilidad o disminucién de bienestar
social de una renta y, dada la distribucién de la renta F(y), donde la masa
de la renta iguala la masa de la unidad. Entonces I y V no tienen dimen-
siébn. Para la masa de renta igual que la media p = E(Y), la disminucién de

BS de y es pV(F(y)) y tiene la misma dimensién de renta.

La contrapartida doble de V(F(y)) es la funcién de utilidad o incremen-
to de BS U(F(y)) especificado como parte de la masa de renta p. Entonces,
U(.) tiene la dimensién de renta y el operador BS dibuja el conjunto de

funciones de utilidad en el intervalo (0,p]. En simbolos,
sw: {U(F(y))} - (0.u] and SW(F(y))=E(U(F(»)). (2)
donde BS en la ecuacién (2) significa el bienestar social medio.
Se respalda un estudio integrado y consistente de BS y desigualdad de

renta con la introduccién de los dos principios siguientes para el analisis

y asesoramiento de las distribuciones de renta:

(a) E1 principio de la aversi6ém a la desigualdad (AIP) declara que la so-
ciedad prefiere menos desigualdad. Dada la AIP, deducimos como una propues-

ta derivada, el principio Pigou-Dalton de transferencia. Declara que una
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transferencia (regresiva) de una unidad de renta desde una unidad econémica
a; a una unidad econémica aj de tal forma que y; <Y; incrementard la desi-
gualdad de renta. Asi que una sociedad preferira la distribucién anterior

que la posterior.

(b) El principio de la aversién a la pobreza (APP) declara que la sociedad
prefiere una renta media mayor. Un incremento de una unidad de renta de
cualquier agente econémico incrementara, ceteris paribus, su utilidad sin
disminuir la utilidad de cualquier otro agente econémico. Sin embargo,
quiz4d no incrementarad el bienestar social, particularmente cuando la fun-
cién de utilidad sea no individualistica y, a fortiori, no utilitaria, es
decir, cuando sea una funcién de la distribuci6én total de renta. Esto po-
dria ocurrir cuando el incremento de renta se localiza en el grupo con la
renta mas alta, por lo cual el efecto de desigualdad que resulta de AIP

dominaria el efecto de remta que resulta de la aplicacién de APP.

Hay que respaldar las investigaciones cuantitativas sobre el bienestar
de la sociedad con funciones de utilidad y desutilidad no individualisticas
(interpersonal) relevantes, si no, estariamos tratando la adicién de utili-
dades y desutilidades de una coleccién de unidades econémicas, constituyen
o0 no una sociedad organizada. La investigacién en psicologia, sociologia y
ciencia politica establece el hecho de que las funciones de utilidad (U(.)
y desutilidad V(.) de una unidad econémica dependen de (i) su propia renta
y, (ii) la renta de todas las demas unidades econémicas, particularmente
aquellas con una renta mayor que la suya, [es decir, 1 - L(F(y)], y (iii)
la frecuencia de las unidades econémicas con una renta mayor O menor que la
suya [es decir, S(y) = 1 - F(y)]. Entonces U y V son funciones de la dis-

tribucién de renta de la sociedad en cuestién.

Con la aplicacién de APP, la funcién de utilidad U(F(y)) es una funcién
de incremento de renta y, con la aplicacién de AIP es cuasiconcava. Si U es
continua y dos veces diferenciable, entonces es una funcién creciente y
estrictamente concava. De hecho, aplicando APP tenemos U’>0 y, aplicando

AIP U’’<0, porque AIP implica que U’ (y;) > U’ (y;) para todas y; < ¥j-.

Similarmente, aplicando AIP, la funcién de desutilidad V(F(y)) es una
funcién de renta cuasiconvexa. Si V(F(y)) es continua y dos veces diferen-
ciable, entonces es una funcién estrictamente convexa porque, dada la renta
media p, la desutilidad de una unidad adicional de renta es una funcién
creciente de y, entonces V/7>0.
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3. Ecuaciones fundamentales de renta

Dada 1la distribucién de renta F(y) = P(Y < y) con la media p = E(Y) y
aplicando tanto el principio de la aversién a la desigualdad como el de la
aversi6én a la pobreza, podemos dividir la renta y de cualquier unidad eco-

némica en dos componentes:

(1) 1la contribucién de y al bienestar de la sociedad, es decir, el incre-

mento de bienestar social o la funcién de utilidad social de renta y,

U(F(y))=U(y; F.p). (3)

(2) la disminucién de bienestar social o desutilidad de una renta y.

Para una unidad de masa de renta, la disminucién de bienestar social de

una renta y es

V(F(y))=V(y: F.n). (4)

y para una masa de renta p es pV(F(y)).

Al definir las funciones de incremento y disminucién de bienestar so-

cial como una divisién de una renta y, obtenemos la ecuacién fundamental:

y=U(y,F.f-")+pV(y'F'“) (5)

Segin la ecuacién (5) si U es cuasiconcava, entonces V es cuasiconvexa.

Tomando la esperanza matemitica de las dos partes de la ecuacién (95)
y usando las ecuaciones (1) y (2), obtenemos una segunda ecuacién fundamen-
tal:

p=SW(F)+pI(F). )

Mientras la ecuacién (5) divide la renta y de una unidad econémica, la
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ecuacién (6) divide la renta media p en el bienestar social medio y 1la
disminucién media de bienestar de una sociedad con una distribucibén de
renta F(y). Entonces,

SW(F)=p[l - I(F)] and [(FY=1-SW(F)/p o

Tanto Atkinson (1970) como Blackorby y Donalson (1978) dan la ecuacién
(7) en relacién a su medicién de desigualdad. Sin embargo, ninguno de ellos

la deduce a partir de las funciones de utilidad y desutilidad social de la
unidad econémica.

La ecuacién (5) también se puede escribir de la siguiente manera:

y=yu(y, F.p)+uyo(y; F.p),
(8)

donde wu(.) y v(.) son funciones de ponderacién de y. Al dividir por y con-

segquimos una tercera ecuaci6én fundamental, la ecuacién de la funci6én de
ponderacién:

1="()’1F.#)+pv(y;F.p). ' o)

Al aplicar AIP y APP deducimos que 1la funcién de ponderacién u(y;F,p)
es una funcién decreciente no negativa y monoténica de y. Si la funcién de
utilidad social U(.) es continua y dos veces diferenciable, entonces U’ > 0
y U’7 < 0, y al aplicar las teoremas de diferenciabilidad de un producto de

funciones continuas y diferenciables, deducimos que:

u(y; Fip)>0 and u'(y; Fop)<O. (10)

La contribucién importante de Sen (1974) sobre las bases informaciona-
les de enfoques alternativos de bienestar, introduce una funcién de ponde-
racién u{y) para proporcionar una interpretacién de bienestar del ratio de
Gipi. Kakwani (1980) afiade ain m&s agudeza al enfoque de Sen.
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4. Una interpretacién de bienestar social de cuatro mediciones de

desigualdad

El marco teérico desarrollado en las secciones 2 y 3 conduce a la espe-
cificacién de las ecuaciones fundamentales (5), (6) y (9), vy respalda el
analisis de las bases de bienestar social de mediciones de desigualdad de
renta. En esta seccién discutimos: (i) el ratio entrbdpico de Theil (T),
(ii) el ratio de entropia generalizada (I(Bp)), (iii) el ratio de Atkinson

(a), y (iv) el ratio de Gini (G).

Usando la integral de Stieltjes—Riemann para cubrir tanto las distribu-

ciones continuas como las discretas, tenemos [Dagum (1983)]:

T=L”<y/u>(logy/u)df<_v).

(11)
[ o Lye
A(-'):i-(l/u)-lfo de(,,r)] =1-M(r)/p. rsli (12)
G=a/@u)=2[ [F(y) = LNAEF()
- @/w) [y [FO) = HdFO). (13)

donde el ratio de Theil es un miembro de la clase de mediciones de entropia

generalizada

1(B) = (1/B(B+ ) [“(r/w)(r/m) = 1] 4F(y). B real (14)

Se puede probar que

T= ‘Ili_r‘nol(ﬂ).
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M(r) en el ratio de Atkinson es la media de potencia de Gini [Gini et
al. (1957), Dagum (1979, 1980)1],

- /¢
M(r)={[o y’dF(y)} , r real. (15)

M(r) también se llama la funcién de generacién de media de Gini porque
genera la media de cualquier orden. Para r = -1,1,2 y para r con tendencia
a cero, M(r) es igual a las medias arménicas, aritméticas, cuadraticas y
geométricas, respectivamente. Para r < 1, M(r) define la media arménica

generalizada, y para r > 1, la media cuadrdtica generalizada.

Para cualquier distribucién de renta no degenerada (una renta no dis-
tribuida de forma igual), se puede probar [Dagum (1979)] que M(r) es una
funcién estrictamente creciente de r, es decir, dM(r)/dr > 0. Considerando

a una poblacién de n unidades de renta, para que y; < ¥, <...< Y,, tenemos

y={(y.»n..-. Ya)s F(y)=i/n. f(y)=1/n,

(16)
min M(r) = im_M(r) =7, an
maxM(r) = l—i_m M(r)=y,. (18)

(r}

El simbolo A en la ecuacién (13) es la diferencia de media de Gini
entre dos variables de renta identicamente distribuidas, y L(y)=(Q1/p)fs xdF(x)
es la curva Gini-Lorenz, es decir, la funcién de distribucién de renta de

primer momento.

Aunque las mediciones de desigualdad (11)-(14) tienen una dimensién de
cero, tanto los ratios de entropia generalizada como los ratios de Theil
toman valores no negativos, pero no en el intervalo de unidad [0,1). Para

p = 0, la medicidén de entropia generalizada se aumenta.
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Dada una poblacién de n unidades de renta de tal forma que una unidad
recibe la masa total np de renta y todas las demis tienen una renta de
cero, es decir, segin la ecuacién (16), y3 =¥2 = --- = ¥n-1 = 0 Y Yo = DI,

deducimos de las ecuaciones (11) y (14)

max 7 = max him [ =logn,
naxT = max lim /(§) = logn (19)

max 1(B)=(nf-1)/B(B+1). (20)
(v;ﬁ>0)

Entonces las formas discretas y normalizadas de estas mediciones son

T=(1/nlogn) Y (y./n)log(r./1). 1)

i=1

. /(P —D] Y =
I(B;8>0)={1/n(n 1)]'_)_:l(y,/#)[(y./p) 1. (22)

Aplicando las ecuaciones (1), (2) y (5) a las ecuaciones (12), (13),
(21) y (22) obtenemos para cada una de las cuatro mediciones de desiqualdad
sus correspondientes funciones de utilidad y desutilidad, es decir:

(i) Ratio de Theil:
U(y)=y—(1/logn)ylog(y/n). (23)
V(y)=(1/log n)(y/uog(y/n). (24)
(ii) Medicién de entropia generalizada (p > 0):
Viy) = [1/0n# = DI wlw) 1], (25)

U(y)=.v-[V(n”—nly[(y/u)"-11. (26)
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(iii) Ratio de Atkinson (r < 1):
Viy)=1ly-¢()]/n. (27)

28
U(y) = v (y). (28)

donde el operador y se define de la siguiente forma:

E{w(»)] =¢E(y) = [E()" = M(r). (29)

(iv) Ratio de Gini:
V(y, F)=2[F(y) - L(»)] =20p/m) F(») ~ 1] (30)
U(y, F)=y - 2[F(y) - L(»)] =2y[1 = F(»)]- (31)

Es evidente, por la forma matemdtica de las funciones de utilidad y
desutilidad U y V, deducidas de los ratios de Theil, de entropia generali-
zada y de Atkinson, que a estas tres mediciones de desigualdad corresponden
las funciones individualisticas de utilidad y desutilidad. Son funciones
solamente de la renta- de la unidad econémica correspondiente e ignoran

(implicando una independencia de) la renta de otros miembros de la socie-
dad.

Por otra parte, el ratio de Gini corresponde a la especificacién de las
funciones interpersonales de utilidad y desutilidad porque dependen no sélo
de la renta de la unidad econémica sino también de la renta de todas las
demias unidades econémicas, y por eso de la distribucién de renta F(y).

Una representaci6bn mds exacta de las funciones interpersonales de uti-
lidad vy desutilidad que aquellas dadas en las ecuaciones (30) y (31) se
puede especificar como una funcién de un ratio de desigualdad de renta, por

ejemplo, G, la renta y de cada unidad econémica, y la masa de renta 1-L(y)
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de las unidades econémicas con una renta mayor que y, COmMO

Uy, F.L)=2[(1 - G)/(1+G)]y[1 - LN (32)

V(iy. F.L)=(y/p)[1 =201 - G)(1 - L(y))/(1 + G)]. (33)

Usando la ecuacién (7) deducimos la funcién de BS correspondiente a
cada ratio de desigualdad de renta y a la inversa. Llamaremos a las ecua-
ciones (30) y (31) funciones de utilidad y desutilidad Gini tipo I y a las
ecuaciones (32) y (33) funciones de utilidad y desutilidad Gini tipo II,
respectivamente. Una combinacién convexa de Gini tipo I y Gini tipo II da
Gini tipo III. Tomando la esperanza matematica de ambos lados de las

ecuaciones (30)-(33) tenemos:

(i) De la ecuaciétn (30), el ratio de Gini G dado en la ecuacién (13), y de

la ecuacién (31) el bienestar social de Gini tipo I es

SW(G(D) =u(1-G). (34)

(ii) De las ecuaciones (32) y (33) el bienestar social y ratio de desigual-
dad de Gini tipo II, respectivamente, son

SW(G(I1)) =p(1 - G)/(1 + G). (35)

1(G(I1)) =2G/(1 + G). (36)
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Las combinaciones convexas de (34) y (35) y de (13) ¥y (36) dan la fun-
cién de bienestar social y el ratio de desigualdad de Gini tipo III, es

decir,

SW(G(I) =p(1 = G)(1 +AG)/(1 + G), (37)

H(G(ID) =G(2-A+XG)/(1+G), O0<A<l (38)

Las funciones de bienestar social de Gini (34), (35) y (37) son funcio-
nes crecientes de la renta media p (aversién a la pobreza) y funciones
decrecientes del ratio de desigualdad de renta G (aversién a la desigual-
dad) . Tienden a p cuando G tiende a cero, y ellas tienden a cero cuando G
tiende a 1. Asi que toman en consideracién tanto el efecto de renta como el
efecto de desigualdad. Los ratios de Gini de desigualdad (13), (36) y (38)
son mediciones sin dimensién, toman los valores en el intervalo [0,1), ¥y

satisfacen el principio de aversién a la desigualdad.
5. Ejemplos

Las funciones interpersonales de utilidad y desutilidad correspondien-
tes a las funciones de bienestar social y a los ratios de desigualdad de
Gini tipos I, II y III permiten- una interpretacién mucho mas realista,
tanto del bienestar social como de la desigualdad de renta social, que la
que se puede obtener de U y V individualisticas, tales como las funciones y
ratios de desigualdad de bienestar social de Theil, entropia generalizada,

y Atkinson.

Entre las mediciones de desigualdad de renta discutidas en la literatu-
ra, solamente aquellas relacionadas con el ratio de Gini, y entonces con la
curva Gini-Lorenz, por ejemplo, Bonferroni (1940, pp. 72-75) y Zenga
(1984), son respaldados por funciones de utilidad y desutilidad no indivi-
dualisticas. La sensibilidad del ratio de Zenga a cambios en la desigualdad
de renta estd rigurosamente analizada por Dancelli (1988) con respecto al
modelo paramétrico especificado por Dagum (1977) y Fattorini y Lemmi
(1979).
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Tabla 1
Ratios de desigualdad de renta

Atkinson Gini
Income
distnbution Thal r=0 r=~1 Type | Type Ul Type 111
x 0.834 0.862 0.93% 0.949 0.973 0.961
y 0.837 0.865 0.940 0.950 0.974 0.962
z 0.771 0.678 0.889 0.915 0.956 0935

Las funciones individualisticas de utilidad llegan hasta el bienestar
social al afadir la funcién de utilidad de cada unidad econémica U(y) que
depende solamente de su correspondiente renta. Entonces, un incremento en
la renta de una unidad econémica aumentard su propio nivel de utilidad sin
cambiar el nivel de utilidad de las demds unidades, que siempre implica una
mejora de Pareto en la distribucién anterior. En general, el bienestar
social aumentara independientemente de lo que podria pasar a la desigualdad
de renta. Como resultado de la cuasiconcavidad de la funcién de utilidad,
la cantidad del incremento del bienestar social dependerd de si la unidad o
unidades econémicas que reciben el incremento de renta se encuentran entre
los grupos de renta baja, mediana o alta. Entonces, para esta clase
(individualistica) de funciones de bienestar social, el efecto de renta, en

general, dominara al efecto de desigualdad.

Por otra parte, la especificacién interpersonal de las funciones de
utilidad y desutilidad en los ratios de desigualdad y bienestar social de
Gini tipos I, II y III refuerzan la interaccién entre la APP y la AIP. Asi
que, un incremento de renta de la unidad econémica mas rica disminuirad la
media y el total del bienestar social cuando el efecto de desigualdad domi-
na al efecto de renta. Dado que el principio de optimalidad de Pareto se
concierne exclusivamente a la APP, entonces con cambios en los niveles de
renta, un incremento de renta en la unidad econémica mas rica da una dis-
tribucién de renta de Pareto superior. Sin embargo, si el efecto de desi-
gualdad correspondiente que resulta de la AIP de la sociedad es mayor que
el efecto de renta, el bienestar social de la poblacién disminuye a causa
de 1la interaccién conjunta de APP y AIP. Esto es un resultado 1légico tanto
de la funcién de bienestar social de Gini como del ratio de desigualdad de

Gini a causa de 1la especificacién interpersonal de sus correspondientes
funciones de uhilidad y desurilidad.
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Tabla 2

Funciones de bienestar social

Income Atkinson G

distribuuon Theil r=0 re= -1 Type ] Type 1 Type M1
x 6.492 5.364 2393 20 1.026 1.513
y 6.524 5.393 2394 20 1.025 1.512
z 9.160 12.885 4.456 34 1.775 2.588

Los siguientes ejemplos demuestran el impacto sobre las funciones de
bienestar social y los ratios de desigualdad de Theil, Atkinson y Gini que

resulta de un incremento de renta de algunas unidades econémicas.

vamos a denotar con X, ¥, Y z 1as distribuciones de renta de una po-

blacién de n = 5 unidades de renta. Es decir,

x = (x,, X5, X3, X4, xg) =(1,2,3.4,185),
y = (Y0 y2. Y3 Yoo y5) = (1.2,3,4,190),

2=1(2,,25. 25, 2, 25) = (3.3.4,5,185).

Se puede ver que Y Y Z Pareto-dominan a x, dado que en y y z cada uni-
dad econémica es tan rica como la otra, con al menos una siendo mas rica
que cualquier de los miembros de la distribucién de renta x. Aungue ni y
pareto-domina a z, ni z Pareto-domina a y. Ademas, X es Menos desigual que
y, y z es menos desiqual que xy Y. Estas son afirmaciones ordinales
(cualitativas) y no son muy comprensivas porque realizan comparaciones
ordinales de rentas individuales bajo distribuciones alternativas y no se

preocupan en absoluto de la desigualdad asociada con cada distribucién.

La tabla 1 muestra los ratios de desigualdad de renta propuestos por
Theil [ecuacién (21)], normalizados en el intervalo de unidad [0,1), Atkin-
son [ecuaci6bn (12)], correspondiente a la media geométrica (r-0)y la media
arménica (r=-1), Gini tipo I [ecuacién (13)], Gini tipo II [ecuacién (36)],

y Gini tipo III [ecuaci6én (38)], para i =1/,.



73

La tabla 2 presenta las estimaciones de bienestar social correspondien-
tes a los ratios de desigualdad de renta dados en la tabla 1.

Los resultados expuestos en la tabla 1 son consistentes con la AIP y
todos los ratios se sensibilizan a cambios en las distribuciones de renta.
Por otra parte, la tabla 2 presenta unos resultados interesantes y opues-
tos. El BS de Theil y de Atkinson para r=0 incrementan, y para r=—1, el BS
de Atkinson muestra un ligero incremento al pasar de x a y. La distribucié6n
y tiene la media mas desigual y mas rica que x. El BS de Gini tipo I es
indiferente entre x y y (las dos estimaciones son iquales). Sin embargo, el
BS de Gini tipo II y tipo III presenta valores de BS ligeramente mas altos
para x, indicando que la Pareto-dominacién de y sobre x se compensa COn un
incremento de la desigualdad debido al incremento de renta de la unidad mas
rica pasando de x5 = 185 a ys = 190. Estos resultados se aumentan con la
especificacién no individualistica de las funciones de Gini de utilidad y
desutilidad. Entonces, tomando en consideracién tanto la AIP como la APP,
el BS de Gini tipo II y tipo III concuerdan al afirmar que se prefiere x a
y, vy el BS de Gini tipo I presenta a estas distribuciones como indiferen-
tes.

Finalmente, z domina tanto a x como a y por lo que a la desigualdad de
renta se refiere (aplicando AIP), domina solamente a x en cuanto se refiere
a la renta media (aplicando APP), y es indiferente respecto a y por la
aplicacién de APP. En consecuencia, la tabla 2 demuestra que z dowina cla-
ramente tanto a x como a y en las seis estimaciones de BS por la aplicacidn
conjunta de AIP y APP,

6. Conclusibén

La ecuacién fundamental presentado en la seccién 3 que divide la renta
y de cada unidad econémica en incremento de BS (funcién de utilidad) y
disminucién de BS (funcién de disutilidad) proporciona una base sencilla de
BS para cualquier medicién de desigualdad normalizada y, reciprocamente,
una base de desigualdad de renta para cualquier funcién de BS. Asi que, la
importante clasificacién de Sen de mediciones de desigualdad de renta basa-
da en fundamentos (i) estadisticos, (ii) informacionales, y (iii) de bie-

nestar social ya no se puede aplicar.
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El marco analitico proporcionado por los principios de aversién a la
desigualdad y aversién a la pobreza junto con la ecuacién fundamental de
renta especificada en la seccién 3 respaldan el andlisis comparativo de los
ratios de desigualdad de Theil, entropia generalizada, Atkinson, y Gini, y
las correspondientes funciones de BS. Entre ellos, solamente los de Gini
tipo I, II y III especifican funciones interpersonales (no individualisti-
cas) de utilidad y desutilidad. Por consiguiente, se respaldan con el com-

portamiento observado de las unidades econbémicas.
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