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2007ko ekainak 11 Kalkulu Infinitesimala ﬁ?

1.ZATIA

1.- Aurkitu analitiko eta grafikoki hurrengo funtzioaren definizio-eremua
X-L(4—-|x|—
gy - LEEREDD

(X
arcsin| =
[2)

D :{(x, y)eR?*/x-L(4=|x|-|y) =0, 4—|x|-|y|>0, arcsin(gj;to,—ls%sl}

(2 puntu)

>

o —1<—<1 & -2<x<Z2

N

oarcsin(g}to = g;to & x20

o 4—|x|-|y|>0 < |X+]y|<4

x20 A L@A-|x|]-|yp=0 < x20 A 4-|x-|y|>1
o x-L(4-|x|-|yp=0 = edo

X<0 A L@A-x|-|yp<0 < x<0 A 4-|x|-|y|<1

x>0 A |x|+]y|<3
= edo
Xx<0 A |x|+]y|=3




2 - Kalkulatu lim 2" (”—”) .

n—>e0 2n+1
(1,5 puntu)
tim 2 ML) Cim (2M2) _gry A o LA=limneL[ 202
n—oo 2n+1 noo \ 2n+1 n—o 2n+1

imn 22 4\ i f2nt2=2n-ly L on 1 A
oo 2n+1 n—> 2n+1 oo 2n+l 2



0 \/n—a_nb-n

3.- Estudiatu Zn—| seriearen izaera a, b eta ¢ parametro errealen balioen
= c"-nl
arabera, c >0 izanik.
(3 puntu)
/na . r]b<n
8, =——— >0 Vn.D Alembert-en irizpidea aplikatuz:
c"-n!

Ay \/(n+1 (n+1)b(n+1) c"-n! \/(n+1 (n+1)b(n+l) n'
Ilm II n+l = bn
s TN N T

b-(n+1) b-n b b
_l_"m(n+1) :l-lim(nﬂj (n+D)" e
C C n—oo

— =—.lim(n+1)"*=
n>e 0P (n+1) n (n+1) c o=

b

—w=w>1 Vb>1 = > a dibergenteada

c n=1
eb )
—-0=0<1 Vvb<l = ) a, konbergenteada
C n=1
Baldinc>e= S <1= > a, konbergentea da
c n-1
¢ baldinb=1 = Baldinc<e:>3>1:>2an dibergentea da
c c n=1
Baldinc:ezgzlzanz\/f'n
C e -n!
= 4 \/_n © Jn® 1 1
"e"n! e J2znn"-e" 27 n®”
. 1-a -
Baldin T>l < a<-1 = Zan konbergentea da
n=1
=

Baldin l_Tasl < azx-1 = Zan dibergentea da

n=1

(*) Stirling-en formula aplikatuz.
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4.- lzan bedi f(x)= —L|x—1| baldin  x#1, Estudiatu f funtzioaren

0 baldin x=1

jarraitutasuna (eten mota adieraziz), deribagarritasuna eta diferentziagarritasuna

x=0 eta x=1 puntuetan.
(2,5 puntu)

Jarraitutasuna:
x=0 puntuan:

Af

1
lim f(x)=lim € 32:—
x->0" x>0" L(1-x) O A .
. = Jauzi infinituko eten gaindiezina
I|m f(x)=lim © 2 o
x>0~ L(1—X) "o
X =1 puntuan:
f@=0
1
lim f(x) = lim———=—-=0
xo1t X1t |_(x ]_) —00 .
. = Jarraitua da
lim f(x)=lim i:0
x—1" x—1" L(l X) —o0

Diferentziagarritasuna:
x =0 puntuan ez da jarraitua, beraz ezin da deribagarria izan.

X =1 puntuan:
1
h (%)
£1(1*) = lim f@Q+h)—f() _lim e Y W
h—0* h h—0* h I_(h)

= Ez da deibagarria.

- 14rh @)
@) =lim f(“hr)] LG R
—0

n-0° h-L(=h)

Diferentziagarritasuna:
x=0 eta x =1 puntuetan deribagarria ez denez, ezin da diferentziagarria izan.

1
. elh . 1/h wHw o _1/h? 1
lim =e-lim—— = e-lim =—e-lim==-x

(*) h»O*h-L(h) h—0" L(h) h—0* 1/h h—0" h

1
. gl+h . 1/h W _1/h? 1
Iim—=e-lim—— = e-lim =—e-lim==w
h-0" h-L(=h) h-0" L(—h) h—o- 1/h h—0" h




X2y
5.- Izan bedi f (x,y) =1 x* + y?
0 baldin (x,y)=(0,0)

a) Aztertu f funtzioa diferentziagarria ote den (0,0) puntuan.
b) Baldin G =(h,h,) bektore unitarioa bada, f funtzioaren deribatu direkzionala

(0,0) puntuan U bektorearen norabidean h -f/(0,0)+h,-f(0,0) adierazpenak

emango du? Arrazoitu erantzuna.
b) Aurkitu f -ren deribatu direkzionala (0,0) puntuan G =(11) bektorearen

norabidean.

baldin (x,y) # (0,0)

(3 puntu)

a) Diferentziagarria izateko baldintza beharrezkoa deribatu partzial finituak edukitzea
da:

0
£10,0) = limMO=T0O.0 _ ;. h* _,
h—0 h h—0 R
0
£(0,0) = lim 1@ =100 _ i k* _g
k—0 h k=0 k
Orain baldintza beharrezkoa eta nahiko erabiliko dugu:
h?-k
_[f(hk)-(0,0-h-£/(0,0)-k- /(0,0  [n?+k’
lim = lim I—L=

| =
(hk)—(0,0) \/h2+k2 (h.k)—(0,0) /h2+k2

p°-cos’@-sinb
3

= lim =p(0) #0 = ez dadiferentziagarria.

p—0"

b) f diferentziagarria ez denez (0,0) puntuan = d—t #h, - £,(0,0)+h, - f/(0,0)

(0,0)
¢) (0,0) puntuko deribatu direkzionala kalkulatzeko definizioa erabili behar da:

/13_hlZ_h2
i T AN = FO0) iy 27 _pe v = (h,h,) unitario.
4|5 0 P )

Orduan, U = (1,1) unitario bihurtuko dugu: U :(

3

=B

df

eta —
dd
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2007ko ekainak 11 Kalkulu Infinitesimala ﬁ?

2.ZATIA

1.- a) Estudiatu ea F(X,Yy,2)=2z+xyz*>—xy—x’-y*+2=0 ekuazioak z=2z(X,Y)
funtzioa definitzen duen P(X, Y, z) =(0,0,-1) puntuaren ingurune batean.
b) Aztertu z=1z(x,y) funtzioak muturrik ote duen Q(x,y)=(0,0) puntuan eta
baiezko kasuan sailkatu.

(2,5 puntu)

a)i) F(P)=-2+2=0
i) F/=yz* —y—2x
F/=xz*—x-2y jarraituak dira R’
F/=2+2xyz
iii) F/(P)=2#0
Orduan, 3z =z(x,y) diferentziagarria P(x,y,z)=(0,0,—1) puntuaren ingurune batean
eta z(0,0)=1.

b) Q(x,y) = (0,0) puntuan muturra izateko baldintza beharrezkoa:
20.0=0 & KP@)=0 __ .
Z;(010)=0 P Fy’(P)zo glaztatzen aa.

Muturra sailkatzeko bigarren diferentzialaren zeinua aztertuko dugu:

d?2(0,0) = - F%P) (F(P)(@x)? + B (P)dxdy + F . (P)(dly)’)

" " 2 " "
Fi=-2, Fy=2-1=F/(P)=0, F,=-2

Yy

= dzz(O,O):—%-(—Z(dx)z—Z(dy)2)>0 — minimoa da.
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2.- Estudiatu 1 :I integral inpropioaren izaera.

0 sin X —CoS X
(1,5 puntu)

<0 VXe[O,zj
1 4

I:J'”f(x)dx non f(x)=—"—
0 SIN X—CO0S X /4
>0 VXE(Z,E:|

Iin)r f(X)=140 = x=% puntu singularra da.

X—=
4

L= [ f0odx=["" fogax+ 7 f(odx=1,+1,

I, integralaren izaera aztertzeko erabiliko dugun integral eredua:
7l konbergentea Vim <1

- — Y
0 (;;/4_x) dibergentea Ym >1

Eta konparaziozko irizpidea aplikatuz:

(LH) (m=1)
4 4 1 1 < (0.1)

. =f(x) . .
lim =lim . = lim - = =
H%# w7 COSX —SiNn X x>% —SIN X—COS X 2 +\/§ J2

) $

4

Baldin m=1 integral eredua dibergentea da, beraz |, dibergentea da. Orduan |
dibergentea da.



3.- 1zan bitez F(x,y,z)=2x-1+z-J+y-k, G(X,V,z2)=2X-1 +yz-]+(x+2)-k eta
H(x,y,z) 3 eremu bektorial.
Adierazi, arrazoituz, hurrengo baieztapenak zuzenak ote diren:
a) F -ren integralak 6 balio du A(0,0,0) puntutik B(2,1,2) puntura doan
edozein kurbatan zehar.
b) G -ren zirkulazioa nulua da edozein kurba itxi eta sinpletan zehar.
x> +y?=1

0 kurban zehar 0 bada, orduan
=

c¢) Baldin H -ren zirkulazioa Cls{
rot(H) =0.

(3 puntu)

a) F eta bere deribatu partzialak jarraituak dira eta rot(lf) =(1-1)-7+0-j+0-k =0

R® eremu sinpleki konexuan = Ilde bidearekiko independentea da <> funtzio

B
potentziala existitzen da: U(x,y,z)=Xx>+yz+k = IﬁdF=U(B)—U(A)=6.
A
Beraz, zuzena da.
b) rot(é):(O—y)-h(O—l)-i+o-12¢6 - jédr ez da bidearekiko
independentea, beraz ezin da ziurtatu gSGdF=O VC itxi eta sinple. Hortaz, ez da
C

Zuzena.

2 2
c) C E{X +0y =1 kurba itxi eta sinplea bada ere, kurba bat besterik ez da, orduan
=

cj} HdF =0 = rot(H)=0. Beraz, ez da zuzena.

G



4.- 1zan bedi hurrengo gainazalek mugaturiko V solidoa:
2 2 2

X z
S =7 +l))/_2+a2 1 ,non b>a>0 eta y>0.
S,=x*+y’+2z2°=a’
a) Kalkulatu V solidoaren bolumena.
b) Kalkulatu F(x,y,z)=z-1+x*-jJ—x-k bektorearen zirkulazioa S, etas$,
gainazalen arteko C ebakidura-kurban zehar.
c) Kalkulatu V solidoaren mugako S, zatitik irtengo den F bektorearen fluxua.

(5 puntu)

a) Bolumena XZ planoan proiektatuz, x*+z°><a* eskualdeko puntuetarako

[A2 2 2
Yestera = V& — X —Z
b [A2 2 2
yelipsoidea = g a —-x -z

Yestera < Y < Yetipsoidea mugak lortuko ditugu, non

Zilindrikoetan adieraziz:

Z=pcosé b

x=psing [J|=p 0<O<2zr 0<p<a Ja’-p’<y<—ya’-p’
a

y=y

Bolumena:ﬁ j pdydpdd = 27[(2—)
00

Ja2-p?

b 22
a 3/2|

O ey

27(b-1) (a*
- 0= @ =)
a -3 |o
_ 2z(b-1)a’ _ 2z(b-Da’
3a 3




b) gg Fdr = <f;(zdx +x2dy — xdz) kalkulatu behar dugu.

C C
C kurba parametrizatuz:

gl gl z =acost
C—SlmSZ:{ 0 =ix=asint 0<t<2r

2z 2z
gglfdf j(acost acost—asint- (- asmt))dt_j(a2 cos’t+a’sin’t)dt = 27a’
C 0 0

Baita Stokes-en teorema erabiliz ere egin daiteke:
gS Fdr = j rot(F)dsS = j j ((0-0)dydz + (L+1)dzdx + (2x — 0)dxdy) =
C S S

Q)
= H (0dydz + 2dzdx + 2xdxdy) = ” 2dxdz = 2- Azalera(R,, ) = 27a’
s R,

(*)S=y=0etaR, =x*+z*<a’
c) dg = H (zdydz + x*dzdx — xdxdy) kalkulatu behar dugu.
5

Baina div(lf) =0 denez, S, =S, US, non S, =y =0, gainazal itxi definituko dugu eta
gainazal horretatik irtengo den fluxua kalkulatuko dugu, Gauss-en teorema erabiliz:
O, =@y +@ = [[[div(F)=0 = o, =-

\Y

, (S3=y=0=>dy=0) *)
Eta @ = J;_f(zdydz+ x“dzdx — xdxdy) Wt —H x*dzdx =
(*) Polarretan:

Z=pcosé

) |J|:p 0<0<2r 0<p<a

X=psiné
* 2z a 42;; 4 . 2z
:—jjp p°sin Hdpde_——jsm Hdﬁ_——jﬂde _a_{g_smw}

8 2
2za’ ra’ ra’

= — = — j— CDS:
8 4 '




