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Azterketaren iraupena: 2 ordu eta 45 minutu
OHARRA: Azterketako emaitza guztiak behar den bezala arrazoitu behar dira.

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

1.- Mendi baten altuera z= f(x,y) funtzio diferentziagarriak adierazten du.
P(x,y)=(L2) puntuan gaude. U =(1,1) bektorearen norabidean mugitzen bagara,

altueraren aldakuntzaren abiadura =3 da. Eta, vV=(0,-1) bektorearen

V2

norabidean mugitzen bagara, berriz, altueraren aldakuntzaren abiadura —2 da.
a) Aurkitu norabidea zeinean mugitu beharko dugu:

i.  altuera berdinean mantendu nahi badugu.
ii.  ahalik eta arinen jaitsi nahi badugu.

b) Kalkulatu altueraren aldakuntzaren abiadura 2x+y=31 zuzenaren
norabidean mugitzen bagara.
(1.5 puntu)

a) Altuera berdinean mantentzeko, gradientearekiko perpendikularra den norabidean
mugitu beharko dugu. Ahalik eta arinen jaisteko, berriz, minus gradientearen
norabidean.

Kalkula ditzagun beraz, f-ren deribatu partzialak.

Altueraren aldakuntzaren abiadura norabide batean f-ren deribatu direkzionalak ematen

=Vf(P)-0 Vi =(h,h,) unitarioa. Orduan,

du. Eta, f diferentziagarria denez, %
Ulp

1 1
i=011) = U=|—=,— | bektore unitarioaren norabidean:
D (ﬁ ﬁj

df

da

- ()P = @ L)+ (P)=1

Eta V =(0,—1) bektorearen norabidean:




df

av

——f/(P)=—2 o f(P)=2 = f/(P)=-1

P

Altuera ez da aldatzen (2,1) norabidea jarraituz.

Beraz, Vf(P)=(-12) = o L
Arinen jaisten gara (1,—2) norabidea jarraituz

b) 2x+y =31 zuzenaren norabidea U = (1,—2) bektoreak adierazten du. Orduan:

i=1-2) = (\/_ \/2_) d—': = f(P)-—=-f,(P)- —/5

R

Oharra: U =(1,—2) beharrean, U =(-1,2) aukeratuko bagenu, norabide berdinean baina

kontrako noranzkoan mugituko ginateke. Eta, kasu horretan, emaitza J5 litzateke.
Ikusten denez, 2x+Yy =31 zuzenaren norabidea gradientearena da. Beraz, deribatu
direkzional maximoa Kkalkulatu dugu (aukeratutako noranzkoaren arabera,

i‘W(P)‘ =1+/5 hain zuzen ere).

2.- F(x,y,z2)=xy+e’ 1+Jsm +t dt+jcos dt funtzioa eta P(x,y,z)=(0,0,0)

-2z

puntua emanik,

a) Aztertuea F(x,y,z)=0 ekuazioak z=1z(x,y) funtzio inplizitua definitzen

duen P puntuaren ingurunean.
b) Kalkulatu z; , z; eta zj (0,0) puntuan

(1.5 puntu)

a) Funtzio inplizituaren teorema aplikatuz:

i. F(P)=0

i. F/=y F/=x+e’+2sin(8y°+2y) F, =2cos(4z°) existitzen eta jarraituak

dira P(x,y,z)=(0,0,0) puntuaren ingurunean.

iii. F/(P)=2%0
Beraz, P(x,y,z)=(0,0,0) puntuaren ingurunean 3'z=1z(x,y) diferentziagarria,
2(0,0) =0 izanik.
b) F(X,Y,z(X,Y)) =0 ekuazioa x-rekiko eta y-rekiko deribatuz:

P puntuan

y+2cos(42*)-2,=0 =  z,(0,00=0

P puntuan 1

x+e’ +2sin(8y° +2y)+2cos(42°)- 2, =0 = 1+2-2,(0,00=0 < z,(0,0)=-=

y

Eta azken ekuazioan x-rekiko deribatuz:

P puntuan 1

1-162-sin(42°)-z, -z, + 2cos(42°)-2), =0 =  1+2-2},(0,0)=—=

yX



3.- Kalkulatu f(x,y)=x*-3axy+y® funtzioaren mutur erlatiboak. Sailkatu
aeR-{0} parametroaren balioen arabera.

(1.25 puntu)
f-ren puntu kritikoak kalkulatzen hasiko gara:
2 X?
f/=3x"-3ay=0 < y=— 4 x=0
" d RPN —3ax+3i2=0 e i(x*-a%)=0 = {_
f/ =—3ax+3y*=0 a x=a

Beraz, puntu kritikoak: A=(0,0) eta B=(a,a) Va=0.

Puntu hauek sailkatuko ditugu:

f7 =6x f7(A)=0 f’(B)=6a
fg=-3a = <(fl(A)=-3a eta <f/(B)=-3a
fy"2 =6y fy"2 (A)=0 fy"z(B) =6a

Orduan, d*f(A)=-6adxdy >0 = A zeladura-puntua da

Eta

>0 Va>0 = B minimoa

dy 23
d*f (B) = 6a(dx)* —6adxdy + 6a(dy)’ =6a| | dx——= | +—(dy)?
(B) () xdy +6a(dy) K X 2) +4( y) H<O Va<0 = B maximoa

Edo, Sylvester-en irizpidea aplikatuz:

0 -3a A, =0
Hf (A) = ) = A zeladura-puntua da.
-3a 0 A,=-9a"<0 Va=0
6 3 A—6a>0 va>0 B mini da Vva>0
Hf (B) = a -3a - | = <0 va<0 - m|n|_moa a Vva>
-3a 6a B maximoada Va<O0

A,=36a°-9a*=25a°>0 Va=0



4- E(X,y)=(x+Yy)i +(2x+1—e") ] eremu bektoriala emanik, kalkulatu bere
zirkulazioa irudian erakusten den C kurba itxian zehar, C =y=2(x+1)?,

C,=y=2(x-1)? eta C, =y =cos(2zx) -1 kurbek osaturikoa
A

(1.25 puntu)

F eremu bektorialaren zirkulazioa C kurban zehar (j}lf -dr integralak ematen du.

Eta integral hori hiru zatitan kalkulatu behar da:
Sﬁﬁ-dr:jﬁ-dnjﬁ-dnjﬁ-dr
[¢ C, C, C,

Hori beharrean, GREEN-en teorema erabil daiteke:

F(x,y)=(X(x,y),Y(x,y)) eta bere lehenengo deribatu partzialak jarraituak dira R?
osoan. C kurba itxia, sinplea eta zatika leuna da, R eskualdea mugatzen duena. Orduan:

qSF dr_q.} de+Ydy I Y' dxdy
Hau da:

XX, y)=x+y = X/ = _
_ (JSF dr :J. dxdy = Azalera(R) 2 Azalera(R))
Y(X,y)=2x+1-€"" = Y = A
L ) 0<x<1
(*) R eskualdea OY ardatzarekiko simetrikoa da. Eta R, = ,
cos(2zx)-1<y <2(x-1)

1 2(x-1)? 1
@ﬁ-df:ZJ‘ I dydx:2j(2(x—1)2—cos(27rx)+1)dx:
C 0 cos(27x)-1 0

—_— 3 i 1
o[ 22D sin@mx) :2(“2):@
3 2r 0 3 3




5.- Kalkulatu f(x,y,z)=x+y funtzioaren gainazal-integrala x*+y°>—2y=0
gainazalak mugatzen duen z+y =2 gainazalean.

(Puntu 1)
ﬂf(x,y,z)~d8:”f(x,y,z(x,y))~‘N‘dXdy

Kasu honetan:
S=z=2-y V(xy)eR,=x"+y’-2y<0

)
X +(y-1?<1

Orduan, H f(x,y,z)dS = ”(x+ y)‘ N‘ dxdy 2
S ny
(*Ynon N=(0,1) = ‘N‘:

22 [[ (x+ y)dxdy N - [] ydxdy
Ry Ry

(**) x bakoitia da eta R, simetrikoa x=0
zuzenarekiko.

= pCosd
y=1+psind@

0<@e<2rx

X
Polarretan:
0<p<1

fl=p = R,=R=

Beraz,
27 1

ﬂf(xyz)dS J_jjydxdy J2- Hp(1+pcose)dpd9 J2. j(l COSQJde_

_\/—( mg&jo .



6.- Kalkulatu f(x,y)=2-x funtzioaren lerro-integrala (x—1)°+y”=1 kurban

343

zehar, A:(z, > J eta B=(0,0) puntuen artean, bide laburrenetik.

(Puntu 1)
k
f(x,y)-ds =J' f (x(t), y(t))- F'(t)|dt
C(A-B) h
Kasu honetan:
C=(x-1)°+y*=1
A eta B puntuen artean, beraz:
X =1+ cost
L oc=ri)={ Zst<z (9
\ y =sint 3
X'(t) = —sint
S ()= W = |F(t)=1
J y'(t) = cost
-10 RN //
(*) A eta B puntuak definitzeko:
x:§:1+costc>cost:E
2 2 V4
A= \/5 = tzg
y=—=sint
2
X=0=1+cost < cost =-1
eta B= . = t=x
y=0=sint

Beraz, j f(x,y)-ds:j(l—cost)dt:[t—sint]’é:ﬂ—%+§ 2?”+§
3

C(A—B)

3



X +y*+12°<9

7.-V={z<x*+y?*—3 solidoaeta F(x,y,z)=2xi+Yy j+x*Kk eremu bektoriala
z<1

emanik:

a) Kalkulatu V -ren bolumena.

b) lzan bedi S gainazal itxia V solidoaren muga. Kalkulatu S zeharkatzen
duen F bektorearen fluxua.

¢) Kalkulatu S gainazaleko z =1 planoaren zatitik irteten den F bektorearen

fluxua.
(2.5 puntu)

=2
z=-3

XX+y*+22=9

2

, , :>zz+z—6:0<:>{
X+y =7+

Esferaren eta paraboloidearen ebakidura:{

a) Zilindrikoetan:
X = pCcosé

{y—psine J=p
1=1

p°+2°<9

V=:2<p"-3

z<1

0<0<2x
V=<{-3<z2<1

Jz+3<p<a9-17?

1
Ila I pd,OdZd6’=7ZJl'(9—ZZ—Z—3)dZ=7r{62—z—33—z—2:|_3:56—”

BOL (V)=
V) l L ! 5

b) F eta bere lehenengo deribatu partzialak jarraituak dira D =RR® eremuan. S gainazal
itxia denez, V-ren muga, Gauss-en teorema erabil daiteke:

[[ F-ds = [[[ div(F)dxdydz = 3[[ dxdydz = 3BOL(V) = 56

S \Y

c) ”If.d§ =ijj(lf-ﬂ)dxdy:jjx2dxdy=
S, Ry, Ry

non S,=z=1 V(xy)eR, =4<x*+y?<8 = N=(0,0,0) 7<%



ce—Y

L X=
Eta polarretan adierazita: {

rx)'-—,%‘

y=psing Pl=p = RXVERHpE{

2z 2 B
p*-c0s 6 p 4 =12 [ cos? 6§ dg =6 [ (1+cos(26))dd = 6(e+—5'”(22‘9))
0 0

0<O0<L2rx
2<p<+8

2z

0
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