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Ariketa 1 | Ariketa 2 | Ariketa3 | Ariketa4 | Ariketa 5 |Guztira 1. zatia

Azterketak 10 ariketa ditu 2 zatitan banatuta. Guztira 20 puntu dira eta azterketa
gainditzeko 10 puntu atera behar dira.
Azterketa osoaren iraupena: 3 ordu.

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

. 1 . .
l.- Izan bedi a, =n® - tg [—j gai orokorra duen seriea, non aeR.
n
a) a parametroaren zein baliotarako egiaztatzen da konbergentzi baldintza
beharrezkoa?

b) a parametroaren zein baliotarako aurreko seriea konbergentea da?

1 . - . .
c) a:E baliorako, aztertu Z:(—l)’”1 -a, seriearen izaera.

n=l1
(2 puntu)
) 0 baldina<l
a) lima, = lim n° -tg(l) ~lim™ = lim——={1 baldina=1

n—»0 n—»0 n n—o p n—»0 nl—a

oo baldina>1

Beraz, konbergentzi baldintza beharrezkoa betetzen da < a <1

b) Va>1 konbergentzi baldintza beharrezkoa ez da betetzen eta a,>0 Vn = Zan
n=1
dibergentea da.
Va <1 konparaziozko irizpidea aplikatuko dugu:

1 . 1 konbergenteadal—-a>1<a<0
a, ~——— ¢ta z

(

“ 5™ “dibergenteadal-a <1< a>0

n l—a

n

Beraz Z"n konbergentea da < a<0

n=1

¢) Baldin a= % >0=> Zan dibergentea da = Z:(—l)’“+l -a, ez da absolutuki konbergentea.

n=1 n=1

Hala ere, alternatua denez, Leibniz-en irizpidea aplikatuko diogu:

. .. 1
1) lima, =0 eta i) a=—->a,,,=——~
PR no 2 T (n+1)"2

Vn

Beraz, Z:(—l)”+1 -a, baldintzaz konbergentea da.

n=1




2.- Kalkulatu hurrengo limiteak:

a5l

b) lim [

,a > 0izanik

0"\ 2asinx

gl
a) ;gg(sm( ]*C" @J

(2 puntu)

X—>0

s Li=limx- L[sm

Yol J}mx (2ot
o{ e, bl o)

= lim hm
X—>0 X—>0 _L
X2
) 1 (1 |
=lim|cos| — |-sin| — | |=1< =€ =¢
X—>0 X X
o e \/x 0 ©
b) lim —¢ =|—=
0"\ 2asinx 0
. . ) X _ =X ) X _ _XL'H. x+ —X 1
Kontuan izanik: lim < ,e ~lim& ¢ —im& e o
x=0" 2gsinx x>0t 2ax 0" 2a a

e\ LY oo baldina <1
:‘Iim(e — J =(—] ~10 baldina>1

x=0"\ 2asinx
1 baldina =1

x 1/x
Beraz, baldin a=1= lim(e _,e J =ls

x—0"| 2sinx

. 1l (e —e™ . 1fef—e" . 1 ef—e* =2sinx
< Li=1lim—L - ~ lim — - —1|=lim— - ~
x—>0" x 2sinx x—0" x| 2sinx x—>0" x 2sinx
. et —e T =2sinxlH . e"+e ¥ —2cosxlH . " —e 4+ 2sinx
~ lim > = lim = lim =

x—0" 2x x—0" 4x x—0"

sl=e"=1



3.- Aurkitu analitiko eta grafikoki hurrengo funtzioaren definizio-eremua:

S =2=R]=[]  fsin] 2o +7)

(2 puntu)
={(x,y)eR2/2—|x|—|y|ZO/\sin[7r(x2+y2)}20}
oIyl 0e5 s <]l <2
sin[ﬁ(x2+y2)]20®7r(x2+y2) U [2n7r(2n+l)7r]©x +y* U [2n2n+1]

neNU{0} neNU{0}
Hau da, baldin n=0=0<x* + y* <1
baldin n=1=2<x* +y* <3
baldin n=2=4<x"+y* <5 (eskualde hau ronbotik kanpo dago, (2,0), (-2,0),
(0,2) eta (0,-2) puntuak izan ezik)

Marrazturiko eskualdeak eta (2,0), (-2,0), (0,2) eta (0,-2) puntuek osatzen dute
definizio-eremua.
X+y=2=y=2-x

Xyt =2

_4+416-16
4

Oharra:{ Yo XX+ 2-x) =202 -4x+2=0=

=1= y=1=(1,1) zuzenaren eta zirkunferentziaren arteko ukitze-

puntua da.

X+y=2=y=2-x

Eraberean,{ Y=t +(2-x)’ =32 —4x+1=0

X2+ y2 =3
+ / _ .
= 4% 3‘6 1+£ =>y= 1+% = (1 +§ 1+£] zirkunferentziaren eta

zuzenaren arteko ebaki-puntuak diren.



xt+ !

4.- f(x,y)= arctg[xz +y?
a Baldin (x, y) =(0,0)
a) Determinatu a parametroaren balioa f'jarraitua izan dadin (0,0) puntuan.
b) Kalkulatu a parametroaren balio horretarako f/(0,0) eta f](0,0).

¢) Estudiatu ea f diferentziagarria den (0,0) puntuan, eta baiezko kasuan, kalkulatu
diferentziala puntu horretan.

j Baldin (52209 £ 1ntzioa emanik

(2 puntu)
a) fjarraitua da (0,0) puntuan < ( l)irr(l0 O)f (x,)=f(0,0)=a
x,y)—=>(U,
4 4 4 4 - 4
lim f(x,y)= lim arctg x2 - y2 = lim arctg p(cos 02+ sin_0) =
(x,»)—(0,0) (x,9)—(0,0) X" +y p—0" P

= lim arctg( p*(cos* @ +sin* 9)) =0 V&= fjarraitua da (0,0) puntuan < a=0
p—0"
b) a =0 baliorako:

4
mf(h,O);f(o,O)hmmtg(hzj aretg(h) g2
0

fo(OaO):}ll =lim ~lim—=0

- h—0 h h—0 h h—0 h

£7(0,0)=0 simetriaz.

¢) Va =0 fez dajarraitua beraz ezin da diferentziagarria izan.

Baldin ¢ =0, B.B.N. erabiliko dugu:
-0~k £0.0~k- £10,0 ‘arctg( p*(cos* 0 +sin® 9))‘
lim = lim ~

(h,k)—(0,0) [hZ + k2 p—0* ol

p’(cos’ @ +sin* 0)

~ lim =0 V&<« f diferentziagarria da (0,0) puntuan. Eta bere
p—0" Y2

diferentziala:
df(0,0) = ]Fx’(o,o) ' dx+f);,(090) ' dy =0



5.-Izan bedi f(x,y)=¢e" -sin(ax +by) funtzioa. Baldin ezagutzen bada A(0,0) puntuan f-
ren gradientea eta 2x—y—1=0 zuzena paraleloak direla eta bere deribatu direkzionala
OX ardatzaren noranzko positiboan 2 dela, kalkulatu a eta b.

(2 puntu)
V£(0,0)= £/(0,0)-7 + £(0,0) ]
fl=y-eYsin(ax +by)+ae” cos(ax+by) = f/(0,0)=a
S, =x-e” sin(ax+by) +be™ cos(ax+by) = f,(0,0)=b
2x—y—1=0 zuzenaren malda m=2 denez eta V/(0,0) eta zuzena paraleloak direnez,

orduan, 2=2<:>b=2a
a

Gainera, deribatu direkzionala OX ardatzaren noranzko positiboan 2 da, hortaz,
£1(0,0)=a=2.Beraz b=4.
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Ariketa 6 | Ariketa7 | Ariketa 8 | Ariketa 9 | Ariketa 10 | Guztira 2. zatia

Azterketak 10 ariketa ditu 2 zatitan banatuta. Guztira 20 puntu dira eta azterketa

gainditzeko 10 puntu atera behar dira.
Azterketa osoaren iraupena: 3 ordu.

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

6.- z=z(x,y)=x" + f(y") funtzioa emanik, kalkulatu hurrengo adierazpenaren balioa:

oz oz
E=x-Z_ %z
ax 07
(2 puntu)
X
2—;=xy-Lx+x-y"_l-f'
Orduan,
6Z GZ _ x ' x— ’

E:x.a_y.Ly.azx.(y.xyley ~f~Ly)—y-Ly~(xy-Lx+x-y l,f):

:yxy_f_nyf'Ly_yxyLny_xyxf,Ly:yxy(l_Lny)




7.- Kalkulatu M = {(x, yeR*/x* +y* < 15} multzoan z=z(x,y)=4x"+9y* —x*-)*

funtzioaren mutur absolutuak.

(2 puntu)
Funtzio jarraitua multzo itxi eta bornatuan daukagunez, Weiertrass-en teoremak
ziurtatzen digu gutxienez behin maximo eta minimo absolutuak hartu behar dituela.
a) Baldintzarik gabeko puntu kritikoak kalkulatzen hasiko gara:
x=0

z;=8x—2x-y2=0@2x(4—y2)=0:{
y=12

y=0

x=13

Honela 5 puntu kritiko lortzen ditugu: A(0,0), B(3,2), C(3,-2), D(-3,2) eta E(-3,-2), eta

bostak M multzoaren barnealdean daude.

b) Orain puntu kritiko baldintzatuak kalkulatuko ditugu, M multzoaren mugan daudenak

hain zuzen ere. Horretarako Lagrange-ren biderkatzaileen metodoa erabiliko dugu:
w(x, y)=4x" +9y" —x> - y* + A(x* + y* —15)

z, =18y—2y-x2=0c>2y(9—x2)=0:{

W, =8x—2xy° +2Ax =0 2x(4-y* + 1) =0= ,
A=y -4

y=0

w;:18y—2yx2+2/1y:0<:>2y(9—x2+/1):0:>{/1 -
=X —

x*+y* =15

Baldin x=0= y=+J15=>1=-9
Baldin y=0=x=+J15=> 1=—4
Baldin 1=)* -4=x"-9= ) =x*-5

Eta x>+)>=15, orduan, 2x> -20=0< x=1/10 = y =+/5
Beraz, 8 puntu kritiko gehiago atera zaizkigu: F(O,\/E), G(O,—\/E ), H(\/E,O),
1(—/15,0), J(¥10,4/5) , K (+/10,—/5), L (-10,4/5) , M (~V10,—/5).

Amaitzeko, lortutako 13 puntu kritikoetan z funtzioak hartzen dituen balioak konparatu
besterik ez dugu egin behar:

2(A)=0, z(B)=z(C)=2z(D)=2(E)=36, z(F)=z(G)=135, z(H)=z(I)=60,
z(J)=2z(K)=z(L)=z(M)=35

Hortaz, A minimo absolutua da eta F eta G maximo absolutuak dira.



8.- Estudiatu Jm arctg(x)

1 a

dx, aeR", integralaren izaera.

X
(2 puntu)
I= J':O f(x)dx, f(x)= arct%(X) >0 Vxe[l,0) eta co puntu singular bakarra da.
X

o konbergentea Vm > 1 . . .
Integral eredua: 7 =J. ﬂ( . 8 "t Konparaziozko irizpidea aplikatuz:

I x™  dibergentea Vm <1

/2
im LY i X _Z i X % (0,00
xX—>0 X—>0 i 2 x>0 x4 ”YT: 2
xﬂl xm

Hau da, gure integrala eta integral eredua izaera berekoak dira, beraz:
baldin a >1 [ konbergentea da eta

baldin @ <1 [ dibergentea da



9.- Kalkulatu F=y-i+2x-j+z-k bektorearen fluxua § =5, US, gainazal itxian zehar,
non §,=z=9-x"—y* eta S,=z=-3+x>+)>.

(2 puntu)
S, =z=9-x" -y paraboloidea da (erpina (0,0,9) puntuan eta definituta z <9 denean)
S, =z=-3+/x>+)> konoaren erdia da (erpina (0,0,-3) puntuan eta definituta z>-3
denean)
Eta gainazal hauek elkar ebakitzen dira z =0 planoan, x* + y* =9 kurba osatuz.

7 A
9
Sl
- - [ -
~N Y
3 >
S2
X -3

S gainazal itxia denez eta F jarraitua deribatu partzial jarraituekin, F -ren fluxua
kalkulatzeko Gauss-en teorema erabil daiteke:

© = [[ F-dS = [[[ div(F)dvdyez
S Vv
non V' § gainazalak mugaturiko bolumena den eta div(F" ) =1. Beraz:
D= ”‘J.dxdydz =
vV

x= pcosf
zilindrikoetan: { y=psind J=p, 0<0<27, 0<p<3 = -3+p>z<9-p°
zZ=Zz

27 39—

3
:M 3 4| 2

0

P 3 3 PRt 99,
pdzdpdgzzﬂjp(9—p2—p+3)dp:27[|:6p2_p__p_:| =
0

p-3



10.- Izan bedi honako hiru gainazal hauek mugatzen duten V solidoa:
S =z=1
S,=z=2
Sy=z=x>+)’
a) Kalkulatu V solidoaren S, gainazalaren zatiaren azalera.
b) Kalkulatu F=x-i+y-j+4-k funtzio bektorialaren zirkulazioa A4(0,0,0) eta

2 2
=x"+
B(1,1,2) puntuen artean, C = Ery kurban zehar.
X +3y° =z =0

(2 puntu)

s, Y
>
X
Azalera(S;)= ﬂ JI+ () + (2, ) dxdy =
R,
non z=x>+y" =z, =2x eta z, =2y
_ 2, .2
eta R, =1<x"+y <2
. . = pcosd
Polarretan adierazita: {x '0, J=p, 0<0<2r, 1<p<2
y=psiné
2242 232 (2
1+4 1
:Ijlp\/l+4p2dpdt9:27r%-— :5(27—53/2)
) 32§ 6

b) Kalkulatu behar dugun zirkulazioa j F -dF lerro-integralak ematen digu.
C(A—B)

F funtzioa eta euren lehenengo deribatu partzialak jarraituak dira R’ espazioan

(multzo sinpleki konexua alegia), eta gainera o _ a—Y(: 0), o 6—Z(: 0) eta
dy Ox 0z Ox
oY oz . . .
8_26_(: 0) (non X =x,Y=y,Z=z). Beraz, integrala bidearekiko independentea da
Z y
eta, ondorioz, funtzio potentziala existitzen da:
U=x>+y" +4z+k
eta j F-di =U(B)-U(A4)=9

C(A—>B)



