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Azterketak 9 ariketa ditu bi zatitan bananduta. Guztira 20 puntu dira eta azterketa 
gainditzeko 10 puntu atera behar dira. 

Azterketaren iraupena:  3 ordu 
 

1.-  Aurkitu analitiko eta  grafikoki hurrengo funtzioaren definizio-eremua  
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3.- Estudiatu 
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4.- a) Aurkitu ( ) 3/ 22( ) 1 4f x x
−

= +  funtzioaren berretura-seriezko garapena, tarte 
irekia non baliozkoa den adieraziz. 
b) Kalkulatu, deribatu gabe, (0)f ′′  eta  (0)f ′′′  . 

(2 puntu) 
 
a) Newton-en binomioaren bitartez garatuko dugu: 
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b) Lortutako garapena f-ri dagokion Taylor-en seriea dela kontuan izanik, 
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Eta garapeneko gai guztiak berretura bikoitiak direnez (0) 0f ′′′⇒ = . 
 



5.- 
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 funtzioa emanik: 

a) Aztertu f  funtzioaren jarraitutasuna (0,0) puntuan. 
b) Kalkulatu  (0,0) eta (0,0)x yf f′ ′ . 
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Beraz, f ez da diferentziagarria (0,0) puntuan. 
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Azterketak 9 ariketa ditu bi zatitan bananduta. Guztira 20 puntu dira eta azterketa 
gainditzeko 10 puntu atera behar dira. 

Azterketaren iraupena:  3 ordu 
 

6.- Izan bedi ( , , ) , 1x yF x y z xy z f
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7.- Kalkulatu  2( , ) 4 5f x y x xy= − +  funtzioaren mutur absolutuak 

{ }2( , ) / 0 4,0M x y x y x= ∈ ≤ ≤ ≤ ≤\  multzoan.             

     (2 puntu) 
 
f jarraitua denez M multzo itxi eta mugatuan, Weiestrass-en teoremak ziurtatzen digu 
maximo eta minimo absolutuak existitzen direla. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Puntu kritiko ez-baldintzatuekin hasiko gara: 

2 4 0
(0,0)  puntu kritiko bakarra.2

4 0 0

x

y

xf x y y
A M

f x x

⎫′ = − = ⇔ = ⎪⇒ = ∈⎬
⎪′ = − = ⇔ = ⎭

 

 
Orain puntu kritiko baldintzatuak kalkulatuko ditugu (M-ren mugakoak hain zuzen ere). 
Hiru zati bereiziko ditugu: 
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Zati itxi honetarako, mugak aurreko A eta D puntuak lirateke. 
 
Orain, lortutako puntu kritikoetan f-ren balioa balioesten dugu: 
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Beraz, B maximo eta D minimo absolutuak dira. 
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8.- 2( , , ) ( 1)F x y z x y i z j zy k= + ⋅ + ⋅ − ⋅
GG G G

 bektorea eta lehenengo oktantean 

definituriko 
2 2 2

1
2 2

2

4
2 0

S x y z
C

S x y y
⎧ ≡ + + =

≡ ⎨
≡ + − =⎩

 kurba emanik, kalkulatu F
G

-ren lerro-

integrala (0,0,2)A =  puntutik (0,2,0)B =  puntura, C kurban zehar. 
 ( 2 puntu) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
0

2
1 2 2 4 4 2

z
C S S z y z y

≥

≡ ⇒ + = ⇒ = − ⇒∩
 

2 2 cos
( 1) 1

1 sin
4 2

2 2sin

x t
x y

C y t
z y

z t

⎧ =
⎧ + − = ⎪⎪⇒ ≡ ≡ = +⎨ ⎨

= −⎪ ⎪⎩ = −⎩

 

A puntutik: 1 sin 0
2

y t t π
⇒ = + = ⇒ = −  

B puntura: 1 sin 2
2

y t t π
⇒ = + = ⇒ =  

Hau da: 
2 2

tπ π
− ≤ ≤  

 
Orduan:  
 

( )2

( ) ( )

( 1)
C A B C A B

Fdr x y dx z dy zy dz
→ →

= + ⋅ + ⋅ − ⋅ =∫ ∫
G G  

( )
2

2

sin cos (2 sin ) cos (2 2sin ) cos (1 sin )t t t t t t t dt

π

π
−

= − ⋅ ⋅ + + ⋅ − + ⋅ + =∫  

3 2 2
2 2

2

sin sin 1 1 16cos 2sin 2cos sin 2 2 1 1
3 2 3 3 3

t tt t t t

π

π
−

⎡ ⎤
= − + + + + = − − + + + + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

C

Z

Y

X

B

A



9.- Izan bedi hurrengo gainazalek mugaturiko V solidoa: 
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b) Definizioz, kalkulatu behar dena hurrengo integralak ematen digu: 
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d) C kurba itxia denez, Stokes-en teorema erabil daiteke, beraz: 

 

( )
3

2 2

0

0
STOKES

C S

F dr rot F dS
=

= =∫ ∫∫
JJJJJJJJG GG GG
��	�
>  

 


