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[ 2007ko irailak 11 Kalkulu Infinitesimala ﬁ?

Ariketa 1 | Ariketa 2 | Ariketa 3 | Ariketa 4 | Ariketab | 1. Zatia

Azterketak 9 ariketa ditu bi zatitan bananduta. Guztira 20 puntu dira eta azterketa
gainditzeko 10 puntu atera behar dira.
Azterketaren iraupena: 3 ordu

1.- Aurkitu analitiko eta grafikoki hurrengo funtzioaren definizio-eremua
sinx

foxy)= S+ LT ==y
(2 puntu)
{(x y)eR/xy #0, %>O 37z—|x|—|y|>0}

e xy#0 = x20 A y=0

. x>0 A y>0
sinx>0 A xy>0 =
sin x x<0 A y<0
° — >0
Xy . x>0 A y<O0
sinx<0 A xy<0 =
Xx<0 A y>0

e Etasinx>0 < xeU[2kz,(2k+1)7]

keZ

o 37-|X-|y|>0 < |x|+|y|<37
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2.- Kalkulatu lim (1+—j vae(0,1] .
n
(2 puntu)
(1-a*)n”+n baldina=1

: . n*+n-a’n® .

Ilm(\/n2+n—an):llm — =lim————

n—oo n—o0 n +n+an n—)wn{ 1+1+aJ
V" n

1
=42
1” baldina<(0,1)

Beraz, lim

n—o0

( vl en-an _[12=1 baldina=1
“l1"=A baldinac (0,

Orduan, Vae (0,1):
_ a2\n2
@-a’)n"+n a . (- a’)n’ _a(i-a)

LA=Iim(\/n2+n—an)-L :I.-i-E ~lim-—-——~lim.—
n—w n n—ow [ 1 j n n—w (1+a)n n
n ﬂ+H+a

P A ea(l a)



3.- Estudiatu Z(n -sin (ia] +in] seriearen izaera Va>0etaVa >0.
—~ n a

(2 puntu)

anzn-sin(niajzo eta bn:%ZO vneN = Zw:(aﬁbn):iaﬁibn
n=1 =1 =1

o0

Eta ) (a,+h,) konbergentea da <> > a, eta Y b, konbergenteak dira.
n=1 =1

n=1

> konb. V 2 -1>1
Ya>0 an=n'5in(iJ~n.i: 1_1 N Zan . a>2(ca )
n“ n“ dib. Ve <2 (< a-1<1)

n“ n=1
1
1 o konb. Va>1(< —<1)
b, = =5 = Db, serie geometrikoa da, r == = a

n
n=1

dib. va <1 (e S >1)
a

Beraz, Z[n-sin(i}r%] konbergentea da < a>2etaa>1. Eta gainerako

a
=1 n

kasuetan dibergentea da.



4.- a) Aurkitu f(x)=(1+ 4x2)_3/2 funtzioaren berretura-seriezko garapena, tarte

irekia non baliozkoa den adieraziz.
b) Kalkulatu, deribatu gabe, f"(0) eta f"(0) .

(2 puntu)

a) Newton-en binomioaren bitartez garatuko dugu:

f(x):(1+4x2)_3/2=i(_3lzj( ) i( 3/2j 4n .2 VX/‘4x2‘<1<:>XE(—%,%j

n=0 n n=0

b) Lortutako garapena f-ri dagokion Taylor-en seriea dela kontuan izanik, i (O)
n=0
orduan:

. _3/2 .
Baldin n=1: ( X )4%:%«2 o f"(0)=—g-4-2=—12

Eta garapeneko gai guztiak berretura bikoitiak direnez = f"(0)=0.
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5.- f(X,y)=14x2+2y?
0 baldin (x,y)=(0,0)

a) Aztertu f funtzioaren jarraitutasuna (0,0) puntuan.
b) Kalkulatu f(0,0) eta f/(0,0).

c¢) Estudiatu f -ren diferentziagarritasuna (0,0) puntuan.

baldin - (%)% 0.9) ¢ ntzioa emanik:

(2 puntu)

a)
) (polarretan) ,03 .sin® @ ) sin® @
lim f(xy) = lim——2 = limp-— e
(x.¥)-(0.0) p—0" p©-COS" @ +2p°-SIN“H  po0" €OS”H+2sIn° 0

vo
=0-bornatua=0= f(0,0) <« f jarraitua da (0,0) puntuan.

0
b) /(0,0)=limMO=TO0 _y.h* ~_,
h—0 h h—0 h
k3
< 0
/(0,0 = lim - @)= TO0) 2~ _1
k—0 k h—0 k

c) f diferentziagarria da (0,0) puntuan <
_|f(hk)=(0,0)-h-,(0,0)~k- f;(0,0)|
lim =0

=
(h,k)—(0,0) Ih2 +k2

Kasu honetan:

S
h?+2k? = 2 2k —kh* —2k*] K| h?

<:>(h,k)ILT(]O,O) \/h2+k2 _(h,k)I[)r(]O,O)2(h2+2k2)\/h2+k2 _(h,k)ILT(]o,O)2(h2+2k2)\/h2+k2 -

(Polaielan) lim p3 ~|sin o9| -cos? @
0" 2,02 -(cos2 6+ 2sin? 9)-p

—p(0) =0 VO

Beraz, f ez da diferentziagarria (0,0) puntuan.
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2007ko irailak 11 Kalkulu Infinitesimala ﬁ?

Ariketa 6 | Ariketa 7 | Ariketa 8 | Ariketa 9 | 2. Zatia

Azterketak 9 ariketa ditu bi zatitan bananduta. Guztira 20 puntu dira eta azterketa
gainditzeko 10 puntu atera behar dira.
Azterketaren iraupena: 3 ordu

6.- 1zan bedi F(x,y,z)=xy+z—f [i,lj—l, non f:R*——R jarraitua deribatu
Z 2

partzial jarraituekin den, bera eta bere deribatu partzialak nuluak direlarik (0,0)
puntuan.

a) Aztertu ea F(X,y,2)=0 ekuazioak z=1z(x,y) funtzioa definitzen ote duen
P(x,vy,2)=(0,0,1) puntuaren ingurune batean.
b) Kalkulatu z}(0,0) eta z,(0,0).

(2 puntu)

a)i) F(P)=1-1=0

i) Fx'zy—i-fu’ nonu=2
z z
F = x—l- f, nonv _Y jarraituak P-ren ingurunean non z #0
z z
! X ! y ’
Fz =1+?‘ fu +Z—2' fv
i) F/(P)=1#0

Orduan 3z =z(x,y) deribatu partzial jarraituekin (0,0) puntuaren ingurune batean, eta
z(0,0)=1

_F/(0,0,1)

F001)
F/(0,0,1)

b) z.(0,0) = P00

=0 eta z/(0,0) =-



7.- Kalkulatu f(x,y)=x*—4xy+5 funtzioaren —mutur absolutuak
M :{(x, y)eR*/0<x<4,0< yS\/;} multzoan.
(2 puntu)

f jarraitua denez M multzo itxi eta mugatuan, Weiestrass-en teoremak ziurtatzen digu
maximo eta minimo absolutuak existitzen direla.

Y4

Puntu kritiko ez-baldintzatuekin hasiko gara:

, X
f/=2x-4y=0 & y=— .
2+ = A=(0,0) e M puntu kritiko bakarra.

f,=-4x=0 < x=0

Orain puntu kritiko baldintzatuak kalkulatuko ditugu (M-ren mugakoak hain zuzen ere).
Hiru zati bereiziko ditugu:

i) y=0 vxe[0,4] =

= f(x,y)=x"+5=F(x) = F'(X)=2x=0 < x=0 = A

Eta tarte honetako mugetan: A eta B(4,0) puntu kritikoak ditugu.

i) x=4 vye[0,2] =

= f(x,y)=21-16y=G(y) = G'(y)=-16+0

Eta hemen ere multzo itxiaren mugak kontuan hartu behar ditugu: A eta D(4,2)

i) y=vx wxe[0,4] =
x=0 A

= f(xyY)=x"-4x""+5=H(x) = H'(X)=2x-6x""=0 < -
X=9¢M

Zati itxi honetarako, mugak aurreko A eta D puntuak lirateke.

Orain, lortutako puntu kritikoetan f-ren balioa balioesten dugu:

f(A)=5, f(B)=21leta f(D)=-11

Beraz, B maximo eta D minimo absolutuak dira.



8- F(xV,z2)=x(y+1)-i+2*-j—zy-k bektorea eta lehenengo oktantean

2 2 2
o = =4 . ~
definituriko Cs{sl X +y +z kurba emanik, kalkulatu F -ren lerro-

S, =x*+y*-2y=0
integrala A=(0,0,2) puntutik B =(0,2,0) puntura, C kurban zehar.

(2 puntu)
>0
2 C=S,NS,=>7°+2y=4=7=/4-2y >
A X2+ (y—1)2 =1 X cost.
=C= ={y=1+sint
Z2=,/4-2y i
C Z=+/2-2sint
. Apuntutik::>y:1+sint:0:>t:_%

B puntura: = y:l+sint=2:>t:%

Hau da: —zstsZ
2 2

Orduan:

Far= [ (x(y+D-dx+2°-dy-zy-dz)=

C(A—>B) C(A—B)

—o N

(—sint-cost-(2+sint)+cost-(2—2sint)+cost-(1+sint))dt =

ISIE]

i3 2T,
= coszt—SIn t+25int+2coszt+sint+sm t =—1—l+2+2+1+1:E
3 2 | 3 3 3

2




9.- Izan bedi hurrengo gainazalek mugaturiko V solidoa:
S,=x’+y?=12°
{82 =x*+y*=(z2-2)°
a) Kalkulatu V solidoa mugatzen duen S, gainazalaren zatiaren azalera.

b) 1zan bedi Ifl(x,y,z):x2-T+§y3-]—22(x+y2)-IZ. Kalkulatu V solidoaren

mugako S, zatia zeharkatzen duen F, bektorearen fluxua.
¢) Kalkulatu V solidoaren bolumena.
d) Kalkulatu F (XY, 2)=2x-i+y*-J-z-k bektorearen  zirkulazioa

2 2

C E{X ty =1 kurban zehar.
z=1

(4 puntu)

S =x24v? =72
{1 X Yy =2 =7"=(z-2)"=1z1=1

S,=x*+y*=(z-2)°

{sz_ x> +y°

S,=2=2—X’+y?

V(x,y)eR, =x"+y*<1

X

Orduan, Azalera(S,) = ” \/1+(z; ) +(z;)2dxdy = H J2dxdy = V2 - Azalera(R,,) = 72
R, R,

Yy Yy

b) Definizioz, kalkulatu behar dena hurrengo integralak ematen digu:

D = J.J. FdS = ”(xzdydz +§ ydzdx —2z(x + yz)dxdyj
S, S,

Baina div(lfl):o denez, errazena Gauss-en teorema erabiltzea litzateke. Horretarako

gainazal itxia behar dugunez, S,=z=1 V(x,y)eR, gainazala aukeratuko dugu eta
S,=5,US; V(x,y)eR, gainazal itxia definituko dugu. Gainazal honek mugaturiko
bolumena V" bada, orduan:

GAUSS

O, =0, +®, = [[[div(F)ddydz=0 < @y =-0g
v



(z—l:>dz 0)
Eta @, = ||| x*dydz +g y2dzdx — 2z(x + y?)dxdy 2(x +y*)dxdy =
S3 3
s:

=>R,=p<1 6€[0,27]

Xy

X = pCcosé
Polarretan: ]
y=psind

2z 1 2
_—2”p(pc059+p sin H)dde——ZJ{CO;g Sm4 e}dez

— & Oy =
3 8 16 '

B 2[5|n6 0 smze} oz w
0 2

*

2711 1
c) Bolumena(V) = 2- Bolumena(\/) 2| [[ pdzdpd6=4z[ p@-p)dp=
00p 0

X = pCcosé
(*) Zilindrikoeta: {y=psing =|J|=p 0<f<2zr 0<p<l S =p<z<1
1=1
O, (3_;) 4n _om
2 3) 6 3

d) C kurba itxia denez, Stokes-en teorema erabil daiteke, beraz:

93'32 Hrot( )dS 0

STOKES



