2009ko iraila 8

Kalkulu infinitesimala

i

Ariketa 1 | Ariketa2 | Ariketa3 | Ariketa4 | Ariketa5 | 1. zatia
Azterketaren iraupena: 3 ordu

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

a=1
1.- Izan bedi n
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n+1

a) Kalkulatu lim a,
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2.- ZZWXZ”‘1 berretura-seriea emanik:
n=1

a) Aurkitu bere konbergentzi arloa.
b) Kalkulatu bere batura x =% baliorako.

(2 puntu)

a) Balio absolutuen serieari D" Alambert-en irizpidea aplikatuko diogu:

i 2(n+12)-|x""

o ™ =X =x*<1 & xe(-1))

Baldin x=1 = ) 2n dibergentea da

n=1
Baldin x=-1 = ) -2n dibergentea da

n=1

Beraz, ZZn-XZ“‘1 konbergentea da (absolutuki) vx e (-11).

n=1

b) 3S(x) =Y 2n-x*"* Vxe(-11). Etaintegragarria da [0, x] tartean Vx e (-1,1):
=1

X 0 @) 2 2 !
vxe(-1D) [SMdt=Yx"="— = S(x) :(1Xx2j X yxe(-11)
0 n=1 -

1_X2 :(1_X2)2
1
1 1 %5 1 16
Baldin x== = S[_j= = ;==
S o I )
1-= hd
2 4

(1) Serie geometrikoa da, arrazoia r = x> delarik.



3.- Aurkitu analitiko eta grafikoki hurrengo funtzioaren definizio-eremua:

f(x,y)= 1—x2. y2 +L(|X|+|y|—1)+L(3—|X|—|y|)

(2 puntu)

D:{(x,y)eRzll—xz-yzzo, |x|+|y|-1>0, 3—|x|—|y|>0}
1-xy?20 & x*-y’<l o |xy|<l & -1<xy<1
X|+]y]-1>0 < |x|+|y|>1

3-|x|-|y|>0 < |X+]y|<3
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Xy
v(x, 0,0
4.- 1zan bedi f(x,y)= COS(Xeryz] (x,y) = ( ).

1 (x,¥)=(0,0)
a) Estudiatu f-ren jarraitutasuna (0,0) puntuan.
b) Kalkulatu f/(0,0) eta f/(0,0).

c) Aztertu f -ren diferentziagarritasuna (0,0) puntuan.

(2 puntu)

a) Jarraitutasuna (0,0) puntuan:
2 (polarretan) 3. cin?
im fy)= lim cos[ Xy j i cos(p cosd-sin aj:

(x,y)—>(0,0) (x,y)->(0,0) X2 +y? 0" 2

Yo,

p—0*

mugatua
= lim cos{p-cosétsin2 6J=c050=1= f(0,0)

Beraz, f jarraitua da (0,0) puntuan.

0
cos(hzj—l 1-1
h

b) £/(0,0) = lim f(h,O)—f(O,O):Iim _iimit oo
h—0 h h—0 h—-0 h
cos(oj—l
— 2 [—
£0,0) = lim LK =TOO _ K _yyp 171
k—0 k k—0 k k>0 Kk

c¢) Baldintza beharrezkoa eta nahikoa aplikatuko dugu.

Hots, f diferentziagarria da (0,0) puntuan <

<~

i |f(h,k)- £(0,0)h- £,(0,0) k- f/(0,0)| .
(h,k)lg(]O,O) /h2+k2 o
Hau da:
(,o-cos@-sinzé')2

lim ~ lim 2
(hi)>00)  [h2 4 k2 p—0" P p—0" P

hk?
COS( h? +k? )_4 (polarretan) - ‘cos(p-cose-sin2 9)—4

__p?-cos’@-sin*d 1 . R
= lim ==-lim p-cos“@-sin"9=0 VO
p—0° 2p 2 po0°

Beraz, f diferentziagarria da (0,0) puntuan.



5.- lzan bitez f eta g funtzio diferentziagarriak non f(x,y)=g(u,v,w), eta
u=2x+y
v =e . Baldin Vg(0,1,0) = (1,1,0) :
w=sin(2x+Yy)

a) Kalkulatu Vf (0,0).

b) Kalkulatu 9 o i (-1,2) . Justifikatu emaitza.

(0,0)

(2 puntu)
X
u(y
X /

Y=g v
y y
\

W(
y

a) Vf(0,0)=(1/(0,0), f,(0,0))

f,=0,-u, +9,-v,+0,-W,=2-9/ +2e2x*y-gv’+2cos(2x+ y)- 0.,

!

f/=g,-u,+g,-v,+g,-W, =g, +e” . g/ +cos(2x+Y)-g,,
(x,¥)=(0,0) = (u,v,w)=(0,1,0)

£(0,0)=2-g/(0,1,0)+2-g/(0,1,0)+2-g/,(0,1,0)
f,(0,0)=9,(0,1,0)+9,(0,1,0)+4g,(0,1,0)

vg(0,1,0)=(1,1,0) = ¢/(0,1,0)=1 g¢/(0,1,0)=1 ¢/(0,1,0)=0 =

f/(0,0)=2+2+0=4

f,(0 0)=1+1+0=2} = Vf(0.0)=(4.2)

b) h=(-12) = \ﬁ\:ﬁ - H:[‘T;%j unitarioa.

00 0.0 2 o) sa 2
I (B 00 Fee{ Gl o

h =(~12)-ren norabidean f-ren aldakuntza nulua da h=(-12) L Vf(0,0)=(4,2)
baitira.
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Ariketa 6 | Ariketa7 | Ariketa 8 | Ariketa 9 2. zatia

Azterketaren iraupena: 3 ordu

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

6.- Aurkitu f(x,y)=xy+2x— L(x2 . y) funtzioaren puntu kritikoa planoko
eskualdean non x>0 eta y >0, eta estudiatu zein motatako muturra den.

(2 puntu)
Puntu kritikoa:
froyr2- 2 _yi2 2 g
Xy X 1
= y+2-2y=0 < y=2 & X=-
, x? 1 2
f,=X-——=x-==0 & x==
Xy y y

Beraz, P[%,Zj puntu kritikoa da.

Zein motatako muturra den lortzeko bigarren diferentzialaren zeinua aztertuko dugu:

-2 o fr(p)=8
X X X
14 14 1
fr=1 = f1(P)=1 = d*f(P)=8(dx)" + 2ddy + (dy)’ =
1

" 1 "
fy2 :7 = fXZ(P):Z

2

1 1

=| 22dx+—=dy | +=(dy)’>0 =
( N y) 5

P minimo erlatiboa da.




integral inpropioaren izaera.

7.- Aztertu | =I > >
1 X arctan(x D]

1

>>0 Vxe(lw)
x* [arctan(x —1)]

= T f(x)dx non f(x)=

1

oo puntu singularra da.

lim f(x) ~ |Im;—oo = x=1 ere puntu singularra da. Orduan:

X1 o1t %2 (x 1)

=] f(x)dx= If(mdx+jf(©dx_l442, l<a<o

1

| konbergenteada <« I, eta I, konbergenteak dira

Konparaziozko irizpidea erabiliko dugu.

konbergentea Vm <1
laztertzeko integral ereduaj 1)m , m>0, dibergentea vm >1 :
lim— &) _ i XD imTD _ 1c00) =
or 1 <1 X -[arctan(x-1)]° ot (x=1)* =2
(x-1"

da = | dibergentea da.

(2 puntu)

, dibergentea



2

Z> X+ i i i ) )
8.-V z{ A y solidoa emanik, aurkitu k >0 konstantearen balioa zeinerako
z<

z =k planoak solido hori bolumen bereko bi zatitan banatzen duen.
(2 puntu)

z2x*+y? V(x,y)eR,
Vi=qzzk V(xy)eR,
z<4

“\{Wzﬁ/ \,@&

S

V=V,+V, R,=R, +R, =x"+y’<4

z =k planoa kalkulatu behar dugu, non V, =V, edo V =2V,

(* 27 2

Bolumena(V) = ﬂ[ X2 +y )]dxdy = Hp (4-p*)dpdo = 2;{2 %‘T:gn

2z

Bolumena(V,) = _U[ (x° +y?) |dedy (:)J.

o

Orduan, V=2V, < 8r=zk? < k=242

X =
*) Polarretan{ B



9.- Kalkulatu H > y ~dxdy, non R planoko lehenengo koadranteko eskualdea
Y XS+

den, x*—4x+y>=0 kurbaren barrutik eta x*+y°=4 kurbaren kanpotik
definiturikoa.

(2 puntu)
YA
X’ +y*=4 (x=2)*+y? =4
2 f
/I\\HO //
2 4 X
X —4x+y°=0 < (x=-2)°+y°=4
X2—4X+ 2=0 1. koadrantean
. y = 4x=4 o x=1 = y=3 = ==
X“+y =4 3
Polarretan
{X:pCOSH |J|_ . {X2+y2:4<:>p:2 . R= Os@s%
y=psind X*+y? =4x < p=4cosd 2< p<4c0s0
Orduan:
% %cose %
szzyzdxd Ij pSInH J' smHdpdezj(4sin9cose—25in49)d0=
0 0 0

=[2sin2 9+2cos9]§ - 2(§+1—1]=1
0 4 2



