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Azterketaren iraupena (1. zatia): 2 ordu

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

1. ZATIA

1

2—a L(1+tan’ (a,))
1.- lima, =0 ezagutuz, kalkulatu lim| ———— .
n—o n—»o 2_an _(an)

(Puntu 1)

1

_ L(1+tan*(a,) _
lim| — 2% " 4 e Li—tim L 2%
= 2—an—(an) ”"‘”L(l—i—tan (an)) 2—an—(an)

. 1 2—a . 1 2_an_2+an+(an)2
=lim— : —5 -1 |=lim——"s- 2 -
e tan(a,) | 2-a, —(a,) e (a) 2—a,—(a,)

1 (a,) 1

= lim ——- ——lim .
naoo(an) 2_an_(an) naooz_an_(an) 2




2.- Aztertu Z(\/n +1- \/; ) seriearen izaera.
n=l1

(Puntu 1)

Zan non a, =Jn+1-n>0 vn
n=1

Konbergentzi baldintza beharrezkoa erabiliz:

(T )T E) i

lima, = lim (v/n+1-/n) = lim

1
= lim =lim——==0
o o o Jn+1++/n o Jn+l+fn = 2n

Kasu honetan, BB betetzen da. Baina, aldi berean, a, =vn+1 - Jn ~ 2\1/, ere betetzen
n

=1 <1 ) .
dela frogatu dugu. Eta Z :EZT’ Riemann-en seriea da, kasu honetan
n=l1

n=1 2\/;

o0
dibergentea. Beraz, konparaziozko irizpidearen ondorioz, Zan dibergentea da.

n=l1




(n+2)b

3.- a) Aztertu z seriearen izaera, bR parametroaren balioen

n+2
n=0 3

arabera.

+2
xn

b) Kalkulatu

n=0 n+
duen adieraziz.

berretura-seriearen batura, konbergentzi arloa non balio

c¢) Aurreko bi ataletan lortutako emaitzak erabiliz, aurkitu a) ataleko seriearen
batura H =1 eta b =2 balioetarako.
(3 puntu)
(n+2)b

a a,non a, ——>0 Vn eta Vbe R
)HZ‘ ! 32 (n+2)

D’Alembert-en irizpidea erabiliz:

L i , <l & <3 < b<L3
lim 2. = im 3 2 '(’Z:‘z):e_ > & >3 < bh>L3
>0 q n—>w3”+ (n+3) e(n+) 3 .

=1 & =3 < b=L3

Beraz, Vb <13, Zan konbergentea da, eta, Vb > L3, Zan dibergentea da.

n=l1 n=1

b _ L3 - eb _ 3 . 4= e(n+2)b _ 3r1+2 _ 1 ~ l
"3 (n+2) 3"P-(n+2) n+2 n

Eta z dibergentea da, orduan Za dibergentea da.

n=1 1 n=1

© konbergentea da Vb < L3
Hau da, z a,
dibergentea da Vb > L3

b) Dakigunez, z l
n=0

n+2

beraz, 3S(x) = Z

n=0 "

Vx e(—R,R),non 0< R <o izan daiteke.
Eta, badakigu ere, deribagarria dela Vx € (—R, R). Hau da:

® 1)
3'(x) = > & =1i Vxe(=1,1) (hauda, R=1)

(1) Serie geometrikoa da, » = x delarik beraz, konbergentea da < |r| = |x| <1

Eta, emaitza hori integratuz Vx € (—1,1):

) n+2 X 1 2)
S =|—dx=||-l+— |dx=—x-L(-x)+k=—x-L(1—-
(x)= ;n+2 T Ix J( l—xJ x =—x—-L(1-x) x—L({-x)




(2) x =0 puntuan ordezkatuz: S(0)=0 = k=0

) n+2

X
Beraz, S(x)=
) ,,Z:(;n+2

=—x—L(1-x) Vxe(-L1)

Eta orain, tarte horretako mugak aztertu behar ditugu:

0

x =1 puntuan,
P ,,Z(;n-i-Z

serie dibergentea dugu = ,Zf S

n+2

Z =D bald. konbergentea da (Leibniz) = 35, eta jarraitua da
x=-1 puntuan, <45 n+2

3 (x) = —x—L(1—x), eta jarraitua da
eta S(x)= f(x) Vxe(-11), orduan:

o0

=—x—-L(1-x) Vxe [—1,1)

0 0 n+2 0 n+2
c) b=1<L3 = Z Z — = Ze/i konbergentea da, beraz, batura
o 03 (n+2) I on+2

) . . e . .
finitua dauka. Eta, ikusten denez, b) ataleko berretura-serican x = 5 egiten badugu, serie

n+2
hori lortzen da. Beraz, z& = S(Ej - L(l —Ej .
= n+2 3 3 3

b=2>13 = Zan dibergentea da = Zan =

n=1 n=1



\/(1 —e )(exfy —1)

4.- Aurkitu analitiko eta grafikoki f(x,y)=
8 L(4 —x' =)’ )

funtzioaren

definizio-eremua.
(1.5 puntu)

D={(x,y)eR*/(1=e")(e™ ~1)20, L(4-x"=)*) #0,4-x" —y* > 0}

. @—e Q(‘W 1>0 =N @ e“y e Q 0 em>(1—wW)@*y—Q>o

e =1 x+y=0
(l—e"” Y 1: = = edo < edo
e’ —1=0 e =1 x-y=0

e 4—xX"-1">0 o X +)y <4

y=-x




Y(x,y)%(0,0)

5.- f(x,y)= m funtzioa emanik,
0 (x,y)=(0,0)
a) Aztertu bere jarraitutasuna (0,0) puntuan.
b) Kalkulatu bere deribatu partzialak (0,0) puntuan.
¢) Aztertu bere diferentziagarritasuna (0,0) puntuan.

d) Jarraituak dira f-ren deribatu partzialak (0,0) puntuan? Erantzuna

arrazoitu.
(2 puntu)
exzy _1 (1) eP3 COSZB‘Sing _1 p3 C0s2 0 . Sin 0
a) lim f(x,y)= lim ——=1lim— = 1lim =
? 2 2 + 2 + 2
(2,9)->(0,0) (x.9)=(0.0) x* + y P20 Yol P20 P

= lim pcos’@-sinf=0= £(0,0) < f jarraitua da (0,0) puntuan.
p—0°
Ve

. = p-cosd
(1) polarretan adieraziz: {x preos v6e[0,27)

y=p-sinf

0.0)— i LB = 10,0
b) £/(0.0) = lim ISR S

- h—0 h h—0 h3

f(O,k);f(O,O):lim [ L U

k=0 k k=0 f3

1,(0,0)=lim
¢) BBN aplikatuko dugu:

o 0= fO0 -k £10.0 -k £00]
(h,k)lggom [ 4+ 12 N

f diferentziagarria (0,0) puntuan <

-1
f b= £0.0)= R £10.0) k- £10.0) B +k _ L | s
lim = lim == lim ————=
(h,k)—>(0,0) \/hZ + k2 (h,k)—(0,0) [hZ + k2 (h,k)—>(0,0) (h2 + kZ)

) ) h=p-cosf
(2) polarretan adieraziz: { preos V6 e[0,27)

k=p-sind

ep3 cos” @-sin & _ 1‘

3 2 :
) . p cos @-sinf )
lim 3 = lim 3 | |=c0529~|smt9|¢0 = [ ezda
p—0* Y2, p—0* Y2
Vo Ve

diferentziagarria (0,0) puntuan.

d) f-ren deribatu partzialak jarraituak balira (0,0) puntuan, f/ diferentziagarria litzateke
puntu horretan. Beraz, ezin dira jarraituak izan.



6.- Aurkitu f(x)=x- """ funtzioaren deribatua Vx cR.
(0.5 puntu)

Vx # 0, f funtzio deribagarrien konposaketa da, beraz deribazio-erregelak erabil daitezke
bere deribatua lortzeko:

24 xr+x* NE

x =0 puntuan, berriz, \/; funtzio elementala ez da deribagarria, beraz, puntu horretako
deribatua definizioz kalkulatu behar da:

3 2 2
f’(x)zem+x-—2x+4x -emzem[l+—x (+2x )] Vx#0

=1

=lime
h—0 h h—0

_ Rt —
f!(O):En,(} f(h)hf(o) :hmh e 0 : h™+h

e x2+x4 1
Beraz, f'(x)= [ N

1 x=0

2 2
L)



¢ 1
7.- I—zdx integrala emanik, adierazi zeintzuk diren bere puntu singularrak, eta
X
-1

kalkulatu.
(Puntu 1)

I%dx = I f(x)dx integral inpropioak bi puntu singular ditu:
-1 -1

o (integrazio-tartea infinitua da).
x =0, fmugatua ez baitago puntu horretan (lirrol f(x)= oo) .
Kalkulatzeko, orduan, hiru zatitan deskonposatu beharko dugu:

1 ¢l -1 1
1:J.I?dx:.[?dx+.([?dx+.!.7dx:]1+12+13

Eta I konbergentea da < [, , eta [, konbergenteak dira.

1 1l
L=[—dx=—
'[xz X

= < [, dibergentea da.
-1

) 1
Beraz, I dibergentea da: _[ —dx =00
X
-1



®
' Evel Supenor e e 2018ko maiatzak 30 Kalkulua ﬁ?

Ariketa 1 | Ariketa 2 | Ariketa 3 | Ariketa 4 | Ariketa 5 | Ariketa 6 | Guztira

Azterketaren iraupena (2. zatia): 2 ordu eta erdi

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:
2. ZATIA
1.- z(x,y)=x"- f(u)+g(v,w) funtzio diferentziagarria emanik (f eta g ere funtzio
f(4)=3
u=3x+y f'(4=1
diferentziagarriak izanik), non {v=2xy , eta, {g(2,1)=-1 ezagutuz, kalkulatu
w=y’ g.(2,h)=2
g,(2,1)=-2

vz(1,1).
(Puntu 1)

vz(L,1) =(2,(1LD), 2, (L))

2 =2x- f)+ X7 flu)ul + gl (v,w) v =2x- f(u)+3x7 - f(u)+2y- g (v,w)

2 = [ )y + gl w) V] + g () W =2 () + 20 gl (v, W) + 2y g1, (v W)
Eta, (1,1) puntuan ordezkatuz:

Z(L)=2- f(A)+3- f1(4)+2-g'(2,1)=6+3+4=13

2/ (L) =f"4)+2-g/(2,D)+2-g,(2,1)=1+4-4=1

Beraz, Vz(1,1)=(13,1)




y
tL( )ldt funtzioa eta P(x,7,z)=(1,0,0)
t

2 F(x,y,z)=xy+z+sin(2z)+ Jl L(tx)dt + Jl
puntua emanik, N 0
a) Frogatu F(x,y,z)=0 ekuazioak z=z(x,y) funtzio inplizitua definitzen duela P

puntuaren ingurunean.
b) Kalkulatu 2| eta z|,(1,0) puntuan
(1.75 puntu)
a) F(x,y,z)=0 ekuazioari, P(x,y,z)=(1,0,0)puntuan, funtzio inplizituaren teorema
aplikatuko diogu:
1. F(P)=0
il. F-ren deribatu partzialak existitzen eta jarraituak dira P(x, y,z) = (0,0,0) puntuaren
ingurunean (non x =0 eta y#—1):

1 1 1
1 1 1

ﬂ’:y+ILdt+7L(£j:y+ ﬂ:eri =y+———

l/xt X X l/xx xl/x X X

1 oy 1 el |t
F;:x+jﬁdt:x+jtydt:x+t :x+L
: o L(?) 0 y+10 y+1
F!=1+2cos(2z)

iii. F/(P)=1+2=3%0

Beraz, P(x,y,z)=(1,0,0) puntuaren ingurunean 3!z=z(x,y) diferentziagarria,
z(1,0) =0 izanik.

b) F(x,y,z(x,y)) =0 ckuazioa x-rekiko eta y-rekiko deribatuz:

P puntuan

y+§—%+(1+200s(2z))-2;=0 =  z(10)=0

P puntuan
x+%+(1+2008(22))-2;:0 = 1+1+3Z/(1,0)=0 < 4(1,0):—%
y+



) 2
FEXY elipsetik (0,0,0) puntura dauden distantzia maximoa eta

3.- Kalkulatu {
2y+z=3

minimoa.
(1.5 puntu)

Distantzia hori d(x,y,z)=+/x’ + y* + z* funtzioak ematen du, non (x, y, z) elipse horretako

puntua den. Beraz, d funtzioaren maximo eta minimo erlatibo baldintzatuak kalkulatu
behar ditugu, baldintzak elipsea definitzen duten ekuazioak direlarik.

Bestalde, elipsea multzo itxia eta mugatua da, eta d funtzio jarraitua, hortaz, Weierstrass-
en teorema egiaztatzen da, eta, multzo horretan d funtzioak maximo eta minimo
absolutuak dituela ziurtatuta daukagu.

Badakigu, gainera, d(x,y,z)=+/x>+)"+2z° eta f(x,y,z)=x"+y’ +z> funtzioek mutur
berdinak dituztela, orduan, elipsean f funtzioaren mutur absolutuak kalkulatuko ditugu,
eta, horiek emango dizkigute, hain zuzen ere, lortu nahi ditugun distantzia maximo eta
minimoa.

Lagrange-ren biderkatzaileen metodoa erabiliz, hurrengo funtzioa definituko dugu:
w(x,y,2)=x"+y" +2° +/1(x2 +y° —z) +,u(2y+z—3)

Eta, bere puntu kritikoak kalkulatuko ditugu:

, A=-1 = u=0 = Z=—l=x2+y2#
w.=2x+2Ax=0 < 2x(1+4)=0 = 2

x=0 = »’=z=3-2y & 3y +2y-3=0

w =2y +2y+2u=0 U
, y=1 = z=1
w =2z-A+u=0
y=-3 = z=9
X +y =z

2y+z=3 & z=3-2y

Beraz, bi puntu kritiko ditugu, 4=(0,1,1) eta B=(0,-3,9). Orain, bi puntu hauetarako d
distantzia kalkulatuz, d(4)=+/2 distantzia minimoa eta d(B)=~/90 distantzia maximoa
dira.



4.- Izan bedi S gainazala, lehenengo oktantean z =1 planoak mugaturiko z = x> + y

paraboloidearen zatia. Eta izan bedi C kurba itxia S-ren muga.
F(x,y,2)=yi+z j+xk eremu bektoriala emanik:
a) Kalkulatu _UF“ -dS,S gainazalaren kanpoko aurpegitik.
N
b) Kalkulatu (]Sc Fdr
(2.25 puntu)

1.0

S=z=x"+y’ V(x,y)eR,

X +y <1
non ny =
x=20 y=20
N =(=2x,-2y,1)
ST
775

S-ren muga, marrazkian urdinez
adierazitako C kurba itxia da:

C=C1UC2UC3
a) _[F §=” ydydz+zdzdx+xdxdy)=_”(F‘.]\7)dxdy:
S S ny
=—”(—2xy—2y(x2+y2)+x)dxdy=
ny
x=pcosf 0<p<l
Polarretan {y=psin0 U=p = R, =R, o< %

I B
_Hp 2p° cos@sinf+2p’ sin O — pcosé’ dpdf= J(—cosé’sméﬂ%sm@—%cos@)d6’—
00 0

——cosf——sinf| =———+—-—=—
4 3 60

9]

[sm92 1 }211219
0

Beste era batera:

F eta bere lehenengo deribatu partzialak jarraituak dira D =R’ eremuan, eta

div(ﬁ ) =0 denez, Gauss-en teorema erabiltzea erabaki genezake. Baina S ez da gainazal

itxia beraz, itxi beharko dugu. Eta, horretarako, 3 “estalki” jarri behar zaizkio:



SIEZZI V(xay)EnyE{x2+y2S1
x20 y>0
0<y<l

S,=x=0 V(y,Z)GRyZE{yZSZﬁl

N v(y’Z)ERXZE{Of)cSI
x°<z<1

Orduan:

= 8'=5US US,UsS, gainazal itxia da.

gﬁ¢ﬁ=”ﬁm@ﬂw@ﬁ:0=gﬁwﬁ+gﬁ1ﬁ+gﬁ¢g+gpd§

Hiru integral kalkulatu behar ditugu:

7/2 1

ﬂﬁ-dggﬂxdxdy= [ [P cos0dpd6 =
s, R, 00 3

1

N =(0,0,1) 0<p<l
(1) ST . Polarretan, R =R, 0<g<™
2 2
- @ 11 1 1
(1705 = [ =] [t =—[ (1" )r=
S R, 0,° 0
N =(1,0,0)
(2) P

1

Hﬁ -dS o szzdx = —Jl Jl zdzdx = ——
5 R 0 2

N =(0,1,0)
3) 2>

T

2

Eta, azkenik, J-F-d§=—”13-d§—”]3-
s S S

m@ﬁwe

C

X =cost
x2+y2:1

z=1

non C, E{

z=1

1 2
2.([(1—x4)dx=—§

L or= = 19
ﬁ—ng:?E

@(ﬂu+n@+x¢)=Iﬁwﬁ+jﬁwﬁ+jﬁwﬁ
Cl C2 C3

y=sint t %-tik O0-ra =



:I —sin t+cost)dt J‘(%+costjdt:

z/ /2

[sm(Zt) t

Q'—.

‘ T
+smt} =—-1
/2 4

0

0
= 2 N
CZE{Z o letik O = jF-dF:J.x-Zxdx:J.szdx:—§
1 1

Beste era batera:

F eta bere lehenengo deribatu partzialak jarraituak dira D =R’ eremuan, eta C kurba
itxia beraz, Stokes erabiliz:

(vij dr —J.J.rot dS +”. rot dxdy =

P <l N =(-2x,-2y,1)

non S=z=x>+)" V(x,y)eR_ = =
Y (.7) v {xZO y20 7/>%

ota rot(F)=(=1,~1,-1)

IN
—

0

IN

- P
= pcosd |J|=p ~ R =R, ,

Xy » 10

IN

X
Polarretan {
<

y=psinf

SR

2

2
Ip 2 p(cos @ +sin B) — 1) dpdf= —j(%(cos@+sin9)—%j do=
0

'—wm

= —J](2x+2y—1)dxdy

Xy

:—(g(sinﬁ—cosﬁ)—i
3 2



5.- a) Kalkulatu V solidoa mugatzen duen S =S, U S, gainazal itxian zehar irteten
den F (x,y,z)=(y+ z);+ y}' +zk eremu  bektorialaren  fluxua, non
S=x*+y"+z2=1 (220)
{Sz =x"+y’+2°-2z=0 (z<1) .
b) Kalkulatu S gainazala osatzen duen S, gainazalaren zatiaren azalera.
(2.25 puntu)

a) S gainazal itxia denez, eta F eta bere lehenengo
deribatu partzialak jarraituak direnez, Gauss-en
teorema erabil daiteke:

ij FdS=| ! [ div(F)dxdydz = | ljz dxdydz

x=pcosl
Zilindrikoetan: |y = psin@ |J|=p
zZ=2Z
_{x2+y2:3/4_ p=Y3
S$nS,=C= = 2
z=1/2 S_1/2

S=p’+z°=1 (220) - S, =z=4/1-p
S,=p +(z=-1)7=1 (z<1)

by

N
”ﬁ-dﬁ:2jﬂdxdydz=2jf .[p pdzdpd6=47zjp(xll—p2—1+\/1—p2)dp=
0 0 0

b) Azalera(S,)= j”ﬁ‘ dxdy(lz)
Ry,

5

@ 2
didy= [ | L—=dpdo=

0 0

1
==



V3
:27r(—«/1—p2 ) 2 =2ﬁ(—%+lj:7z
0

(1) S;=z=y1-x*-y* VY(x,y)eR =x’+)y*<3/4

N= x , Y 1 N+
[\/l—xz—yz \/l—xz—yz ] = ‘ ‘ 1—x2—)?

(2) Polarretan {x B )
y=psinf



X +y +zr <1

z2> \/xz + y2
dela jakinda.

OHARRA: Dentsitate Kkonstantea duen V solidoaren masa-zentroaren
koordenatuak (x,y,z) dira, non:

6.- Kalkulatu ={ solidoaren masa-zentroa, dentsitatea konstantea

” I X dxdydz IH)’ dxdydz ”J-zdxdydz

(1.25 puntu)

V' solidoa simetrikoa da x=0 eta y=0

planoekiko. Eta, x eta y funtzio bakoitiak
dira, beraz:

] dviz =0 cta [[] a0
4 4

Orain, Jﬂzdxdydz eta V-ren bolumena
14

ematen  duen HJ. dxdydz  integrala
Vv

kalkulatzeko, koordenatu esferikoak
erabiliko ditugu:

X = pcos@sing 2 o1 0<6<L2x
y = psinfsing |J|=,ozsin(p = Vz{p _>. =10<p<1
Z=,pC0SQ cosp=sine 0<p<rnl/4
Orduan:
A "* sin @ cos @ 7zsin2¢)”/4 P
dxdydz = ¥ si dpdpdf=2r | ——"dp=——" ==
L[_[zxyz .([-([_([psm(pcosgopgo 7r_(|; 2 2] 73
Eta,
27 7wl4 1 /4 .
_ 2 B singp ,  2rx w4 2w V2
L[_[dxdydz- _([ .([ .([p s1ngodpd¢d9-2n£ Td(o—?(—cosgo)o _T(I_T
szdxdydz i
Beraz, z =~ = 8 = 3
Bolumena(V) 2;;(1 B \/E] 8(2 _ \/E)
3 2

3

Eta masa-zentroa (x,y,z)=| 0,0,



Esferikoetan beharrean, zilindrikoetan planteatzen badugu:

x=pcosf 2y 2] e
+ < ebakidura
y=psinf |J|=p = VE{’D z =
zz2p
z=z
0<0<2x
1
Orduan, V' ={0<p 5—2 , eta:
p<z<\1-p
7 U2 \1-p? 142

2p°=1 & z=p

-



