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Bilhan

' 2006ko azaroak 15 Kalkulu infinitesimala ﬁ?

Ariketa 1 | Ariketa 2 | Ariketa 3 | Ariketa 4 | Ariketa 5 | Ariketa 6 | Guztira

Azterketaren iraupena: Ordu 1 eta erdi

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

n 1/a 2
. a'-e+e-a . .
1.- Kalkulatu 11mn—3, a >0 izanik. (1.5 puntu)
n—o a —
n 1/a 2 n 1/a
. . a'-e‘+e-a . a'-e
Ya>1 lmag"=0 = llm—— ~lim =
n—0 n—ow an_3 n—w a
n 1/a 2 2 2
. . a"-e"+e-a . e-a e-a
Ya<l lima"=0 = Ilim ~1lim =—
n—o n—o a _3 n—w _3 3
n 1/a 2
. . . . a'-e"+e-a . e+e
Baldin ¢=1 lim¢" =liml=1 = lim— = lim =—c
n—0 n—om n—o a” _3 n—om 1_3

2.- Kalkulatu lim

n—>0

—+ oot
n n n

(1.5 puntu)

(—l 2—\@ n—\/n2+3nj.

lim

n—0

—+ +...+
n n n

n—x0 n

{—1 2-10 n—\/n2+3n]:1im—l+(2—\/E)+...+(n—\/n2+3n)(;)

) 22 B
=lim(n—\/n2 +3n) im0 A3 33
n—o n—»0 n+ lnz +3l’l Nn—>0 27’1 2

(*){n} hertsiki gorakorra eta dibergentea da, beraz Stolz erabil daiteke.
(**) Konjokatuaz biderkatuz eta zatituz




w !
3.- Determinatu Z D n seriearen izaera, >0 eta beR
e (a+)-(a+2)-...-(a+n)

parametroen balioen arabera. (1.5 puntu)
!
a,=— T >0 VneN.D'Alambert aplikatuko dugu:
e"-(a+1)-(a+2)-...-(a+n)
lim 22— lim (n+1)! eb"-(a+1)-(a+2)-...-(a+n):
e q e (g4 1) (a+2)-...-(a+n)-(a+n+1) n!

. n+1 1
=lim—————=—
moee’(a+n+l) e

1 0
Orduan, - <l< e’ >1<b>0= ) a, konbergentea da.
e

n=1

ib>1<:>eb <leb<0= ) a, dibergentea da.
e n=l1

!
%zl@e”zl@sz:an: z =
e (a+D)-(a+2)-...-(a+n)

= b =0 kasuan Raabe-Duhamel aplikatuko dugu:

) a . n+l1 ) at+n+l-n-1 . an
limn| 1-—L |=limn| 1- =limn- =lim =a
10 a o a+n+l) noe a+n+l n>o g4+ pn+1

n

Beraz, baldin a <1= ) a, dibergentea da.

n=1

baldin a >1= ian konbergentea da.

n=1

! ! I BN
n n ~—=Y a, dibergentea da

baldin a=1=aq, = = =
23-.-(n+l) (D! n+l n

n=1

21 . . .
4.- Aztertu Z—n seriearen izaera, « e R —{0} parametroaren balioen arabera.
n=1d

(1.5 puntu)

a, =—ZI positiboa edo negatiboa izan daiteke Va <0, beraz balio absolutuen seriea
a

aztertuko dugu. D' Alambert aplikatuko diogu:

fim 2l _ i 27 +12 -@ ~ L Orduan:

n—w |an| n—e |y nt 2n |a|

ﬁ< 1 |a|>1e ae(-0,-1)U(l,0)= ian absolutuki konbergentea da.
a

n=1

= Vae(0,1) Zan dibergentea da
n=1

ﬁ >le |a| <l ae(-1L,1)i=Vae(-1,0) Zan ez da absolutuki konbergentea =
a

n=l1

= 1im|an| =0z0=> Zan ez da konbergentea
n—>0

n=1



Baldina=1=a,=2n= Zan dibergentea da

i=1@|a|=1@a=il - )
|a| Baldina=-1=a,=(-1)" -2n= Zan ez da konbergentea

n=l1

Beste modu batera. Baldintza beharrezkoa aztertzen hasten bagara:

o V<l = Zw:an ezin da konbergentea izan Va e [-1,1]-{0}
lim|a,| = 11m|2—|n= "
n—0 n—x0 a

0 V|a| >1 = Zan konbergentea izan daiteke Va € (—oo0,—1) U (1,0).

Eta orain D’ Alambert aplikatzen zaio |a|>1 denean:

lim Bne1 =lim 2n :;12 : |a| <l = Za absolutuki konbergetea da Va € (—o0,—1) U (1,0)
n—w |a | noo |4 2n |a| g
n+l n
5.- Aurkitu ZL berredura-seriearen konbergentzi arloa eta kalkulatu
=1 e -n
bere batura. (2 puntu)

Balio absolutuen serieari D" Alambert aplikatuko diogu:

n+1 | |

X

<1<:>xe( e,e)

n

nom " (o 1)

X

n+l 0

Baldin x=—e= ZL Z dlbergentea da.

n=1 € -n =1

n+1 n ) n+1

Baldin x=e= z i), z — baldintzaz konbergentea da.
n

n=1 e *n n=1

n+l

Orduan, ZL konbergentea da Vx € (—e,e|. Beraz:
e -n

n=l1

n+l n

3S(x) = Z( 1) - Vx e(—e,e| eta deribagarria da Vx e (—e,e). Hau da:

n+l | n 1 (*)
38'(x) = Z( 1) l/e ! Vx € (—e,e)

Cl+xle x+e
Emaitza hau 1ntegratuz:

S(x)—i(@zS(x)zIidtzL(t-ke)E; =L(x+e)—-1 Vxe(—e,e)

3S(x) eta jarraitua da
X =e puntuan . .
JL(x +e) —1 eta jarraitua da

n+l n

Orduan, S(x)= ZL—L(x+e)—l Vxe(—ee]
n

(*) Serie geometrikoa da, arrazoia r =——
e



6.- a) Baldin Z“n gai ez-negatiboen serie konbergentea bada, zein da ZL[I ! j
+a

n

n=1 n=1

seriearen izaera?

b) Baldin L =% Vn e N, kalkulatu Z“n seriearen batura.
a

n n=1

Tn+Ln

, determinatu ) q, seriearen izaera eta

n=l1

¢) Baldin S, =q,+a,+...4+q, =
kalkulatu bere batura.

d) Zanx" berredura-seriea konbergentea izan daiteke Vx>0 eta dibergentea
n=0

Vx<0?

(2 puntu)

n—ow 1+ a

n=1 n

a) Baldin ian konbergentea= lima, =0:>L( ! ]le—L(1+an)=—L(1+an)~—an

Orduan iL[l;j konbergentea da.
+

n=1 n

Oharra: a,20 = <1 = L( JSO. Beraz, konparaziozko lehenengo

1+a

n

1+a

n

irizpidea aplikatzen badugu, Zan seriearekin konparatzeko, Z—L[l ! J jarri
+a,

n=1 n=1

beharko genuke. Hau da, L[l ! JSan (egia bada ere) ezin da erabili justifikatzeko
+

n

ZL(I ! J konbergentea dela. (Adibidez: _ iz =+ Z_—l konbergentea ).
+a, non

n=1 n=l1

. 1 > . . . 1
b) Baldin Znut =3 VneN= ) a, seriec geometrikoa da, bere arrazoia r =3 <1 dena.
a

n n=l1

Orduan ) a, = Ll =2aq,.
n=1 1 I
2

=7eR= ) a, konbergentea dacta Y a, =7.
n=l1

n=1

¢) lims, = lim 1"

n—x0 n—0 n

d) Ezinezkoa da, Zanx” berredura-seriearen konbergentzi arloa jatorriarekiko tarte
n=0

simetrikoa baita.



