
 
2006ko azaroak 15 Kalkulu infinitesimala 

 
 

Ariketa 1 Ariketa 2 Ariketa 3 Ariketa 4 Ariketa 5 Ariketa 6 Guztira 
 
 
 

      

 
Azterketaren iraupena:  Ordu 1 eta erdi 

 
IZEN-ABIZENAK: 
 
TALDEA: 
 
 
 

1.- Kalkulatu 
1/ 2

lim
3

n a

nn

a e e a
a→∞

⋅ + ⋅
−

, 0a >  izanik.    (1.5 puntu) 

 

1 lim n

n
a a

→∞
∀ > = ∞ ⇒   

1/ 2 1/
1/lim lim

3

n a n a
a

n nn n

a e e a a e e
a a→∞ →∞

⋅ + ⋅ ⋅
=

−
∼  

1 lim 0n

n
a a

→∞
∀ < = ⇒   

1/ 2 2 2

lim lim
3 3 3

n a

nn n

a e e a e a e a
a→∞ →∞

⋅ + ⋅ ⋅ ⋅
= −

− −
∼  

Baldin 1 lim lim1 1n

n n
a a

→∞ →∞
= = = ⇒  

1/ 2

lim lim
3 1 3

n a

nn n

a e e a e e e
a→∞ →∞

⋅ + ⋅ +
= = −

− −
 

 
 

2.- Kalkulatu 
21 2 10 3lim

n

n n n
n n n→∞

 − − − +
+ + +  

 
… .   (1.5 puntu) 

 

( )

2 2 (*)

2 2(**)
2

2

1 2 10 3 1 (2 10) ( 3 )lim lim

( 3 ) 3 3lim 3 lim lim
2 23

n n

n n n

n n n n n n
n n n n

n n n nn n n
nn n n

→∞ →∞

→∞ →∞ →∞

 − − − + − + − + + − +
+ + + = =  

 
− + −

= − + = = −
+ +

……

∼

 

 
 
(*){ }n  hertsiki gorakorra eta dibergentea da, beraz Stolz erabil daiteke. 
(**) Konjokatuaz biderkatuz eta zatituz 
 
 



3.- Determinatu 
1

!
( 1) ( 2) ( )bn

n

n
e a a a n

∞

= ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ +∑ …
 seriearen izaera, 0a >  eta b∈\  

parametroen balioen arabera.      (1.5 puntu) 
 

! 0
( 1) ( 2) ( )n bn

na n
e a a a n

= ≥ ∀ ∈
⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ +

`
…

. D`Alambert aplikatuko dugu: 

1
( 1)

( 1)! ( 1) ( 2) ( )lim lim
( 1) ( 2) ( ) ( 1) !

1 1lim
( 1)

bn
n

b nn n
n

b bn

a n e a a a n
a e a a a n a n n

n
e a n e

+
+→∞ →∞

→∞

+ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ +
= =

⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + +
+

= =
⋅ + +

…
…  

Orduan, 
1

1 1 1 0b
nb

n
e b a

e

∞

=

< ⇔ > ⇔ > ⇒∑  konbergentea da. 

1

1 1 1 0b
nb

n
e b a

e

∞

=

> ⇔ < ⇔ < ⇒∑  dibergentea da. 

1 !1 1 0
( 1) ( 2) ( )

b
nb

ne b a
e a a a n

= ⇔ = ⇔ = ⇒ = ⇒
+ ⋅ + ⋅ ⋅ +…

  

0b⇒ =  kasuan Raabe-Duhamel aplikatuko dugu: 
1 1 1 1lim 1 lim 1 lim lim

1 1 1
n

n n n n
n

a n a n n ann n n a
a a n a n a n
+

→∞ →∞ →∞ →∞

  + + + − − − = − = ⋅ = =   + + + + + +  
 

Beraz, baldin 
1

1 n
n

a a
∞

=

< ⇒∑  dibergentea da. 

baldin 
1

1 n
n

a a
∞

=

> ⇒∑  konbergentea da. 

baldin 
1

! ! 1 11
2 3 ( 1) ( 1)! 1n n

n

n na a a
n n n n

∞

=

= ⇒ = = = ⇒
⋅ ⋅ ⋅ + + + ∑∼
…

 dibergentea da 

 
 

4.- Aztertu 
1

2
n

n

n
a

∞

=
∑  seriearen izaera, { }0a∈ −\  parametroaren balioen arabera. 

(1.5 puntu) 
 

2
n n

na
a

=  positiboa edo negatiboa izan daiteke 0a∀ < , beraz balio absolutuen seriea 

aztertuko dugu. D`Alambert aplikatuko diogu: 
1

1

2 2 1lim lim
2

n
n

nn n
n

a an
a n aa
+

+→∞ →∞

+
= ⋅ = . Orduan: 

1

1 1 1 ( , 1) (1, ) n
n

a a a
a

∞

=

< ⇔ > ⇔ ∈ −∞ − ∪ ∞ ⇒∑  absolutuki konbergentea da. 

1

1

1

(0,1)  dibergentea da

1 ( 1,0)  ez da absolutuki konbergentea1 1 ( 1,1)

lim 0  ez da konbergentea

n
n

n
n

n nn n

a a

a aa a
a

a a

∞

=

∞

=

∞

→∞
=


⇒∀ ∈


⇒∀ ∈ − ⇒> ⇔ < ⇔ ∈ − 



⇒ =∞ ≠ ⇒


∑

∑

∑

  



1

1

Baldin 1 2  dibergentea da
1 1 1 1

Baldin 1 ( 1) 2  ez da konbergentea

n n
n

n
n n

n

a a n a
a a

a
a a n a

∞

=

∞

=

 = ⇒ = ⇒= ⇔ = ⇔ = ± 
 = − ⇒ = − ⋅ ⇒


∑

∑
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