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e 2008ko urtarrilak 30 Kalkulu infinitesimala ﬁ?

Ariketa 1 | Ariketa 2 | Ariketa 3 | Ariketa 4 | 1. zatia

Azterketaren iraupena: 3 ordu

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

1.- Kalkulatu hurrengo limiteak:
a) lim[log,(n+2)]"""

(2 puntu)

n—oo

3n-Ln
m{wjl — 1”"=A &

. 3n-Ln .
a) rIgr;[logn(n +2)]7 =li o o

o LA:limsn-Ln-L["(“Z)} |im3n-Ln-["(”+2)—1}=Am3n-[L(n+2)—Ln]=

n—ow Ln n—o Ln
:Iim3n-L(nL2j~Iim3n-(nL2—lj:Iim3n-n+2_n=6 o A=¢b
n—oo n n—oo n n—oo n
1+2+ N n n
Sty T T (sToLZ) .
o) lim| L4 2y " | _jm23 " n+l T2y nel
el 203N (n+Dn | noe n e n—(n-1)
—lim—— =1
noon+1

STOLZ: Iim%: Iim% non, kasu honetan, {b,} ={n} hertsiki gorakorra eta
h n = Mn-l

dibergentea den.




0

n! . .
2.- Zehaztu Z—n seriearen izaera Va>0.

n=1 (n +1)n -a
(2 puntu)
o |
Zan non a, - " >0 vn.D Alemberten irizpidea aplikatuz:
n=1 (n +1)n -a"

n+1' n+l n+2

(n+1)!  (n+)"-a" _Lim (n+1)-(n+1)" =1-|im[”—+1jn
a n! a —»(n+2)-(n+2)" a m=

Eta |im(”—+;) 1P A o LA:Iimn-L(n—Hj~limn-(n—H—1j:

n—w\ N+ n—w n+2 n—o n+2
=|imn.Ln_2:_1 = Aze’lzl
n—>o n+2 e
l 0
<l & a>> = ) a, konbergentea da.
€ n-1
a1 1 - .
Orduan: lim—/==—1>1 < a<=- = Zan dibergentea da.
n—o an a-e e o
1
=1 < a=- = Kasu zalantzakoa da.
e
. 1 nte" ®42zn-n"-e"-e" +2zn-n" @ +/27zn
Baldin, a== = a, = _ YR - =N N %0
e (n+1) (n+1) (n+1) e

Beraz, ez da baldintza beharrezkoa egiaztatzen, orduan Zan dibergentea da.
n=1

(1) Stirling.

@ lim—"—fim—t -1
n—w (n _|_1) nAoo(n_l_lj e

n



3.- Aurkitu f(x)=L(4+x4) funtzioaren berretura-seriezko garapena non den

baliagarria adieraziz.
(2 puntu)

4n+3

4n

, 4x° XX 0 )& . X
f)=L(4+x") = F)= =0 :Z;XS'(_TJ :Z;(_l) .
1+— ™ "=

—~

x* . _ .
*)r= vy arrazoiko serie geometrikoaren batura. Konbergentea beraz,

4
VX/|I’|=X?<1 = XE(—\/E,\/E)

4n+3

Orduan, £'(x)= 3 (-1)"- X4n vxe(—2,42)

Eta integragarria da [0, x] tartean, ¥x e (—\/5, \/5) ;

4n+4

f(x)—f(0)=i(—1)”-m xe(—242) o

4an+4

< f(x)= L4+Z.O:(—1)n m VXE(—\/E,\/E)

3f jarraitua

Baldin x=1v/2 = < (—1)"
L4+ Z% konbergentea da = Jbatura jarraitua
n=0 +

4an+4

Beraz, f(x)= L4+ZO_O:(—1)“ m VX e [—\/Eﬁ]



4.- Aurkitu analitiko eta grafikoki hurrengo funtzioaren definizio-eremua:
arcsin(| x| +|y-1|-2
f(x,y) = 20X 1y 112

\/y+x +2

—L(x*+2-Y)

(2 puntu)

D:{(x,y)eR2/—1§|x|+|y—1|—2£1,y+x2+2>0,x2+2—y>0}
o -1x|+]y-1]-2<1 < 1x|+|y-1K3

Bi erronboren arteko eskualdea da.
e Yy+x'+2>0 < y>-x-2

y = —x* —2 parabola da, erpina (0,-2) puntuan daukana.
e X*+2-y>0 < y<x*+2

y = x* + 2 parabola da, erpina (0,2) puntuan daukana.
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2008ko urtarrilak 30 Kalkulu infinitesimala ﬁ?

Ariketa 5 | Ariketa 6 | Ariketa 7 | Ariketa 8 | 2. zatia

Azterketaren iraupena: 3 ordu

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

3

X2oy . [(X+y
X+ -sin Y(x,y) = (0,0
5.- f(x,y)= X2+ y? (x2+y2] (x.y)#(0.0)

0 (x,y)=(0,0)
a) Aztertu bere jarraitutasuna R* planoan.
b) Kalkulatu bere lehenengo deribatu partzialak (0,0) puntuan..
c) Aztertu bere diferentziagarritasuna (0,0) puntuan.
d) Estudiatu bere deribagarritasuna (0,0) puntuan.

funtzioa emanik,

(2.5 puntu)

a) D=R? eta V(x,y)eD —{(0,0)} f jarraitua da (funtzio jarraituen konposaketa baita)

(x,y)=(0,0) puntuan, 3f (0,0)=0

2 3 3 2 3 3

: : X" [ X+ : X" - [ X+
lim f(x,y)= lim |x+— y2~sm > y2 =0+ lim — y2~sm > y2
(x,y)—(0,0) (x,y)—(0,0) X“+y X“+y (xy)=(00) X° +y X*+y

2 3 3 3 2 H 3 3 H}
Ea im Y -sin(x +y ): fim £°€08 H'Smg-sin(p -(cos® @ +sin 9)]:

(y)-0.0) X2 + yz X2+ yz P pz pz

= lim p-cos’ §-sin@-sin(p-(cos®+sin*0))=0 VO &[0,2r)

p—0"

Orduan lim )f(x, y)=0=f(0,0) <« fjarraituada (0,0) puntuan.

(x,¥)—(0,0

h+£-sinh
fh0-f00 .. —"h ",
h h—0 h

b) 1,(0,0) =lim

f,(0,0)= Llirg lim =0

h—0 k

0 ink
F0.k)-f0.0) . §7°
k



¢) (0,0) puntuko diferentziagarritasuna aztertzeko baldintza beharrezkoa eta nahikoa
erabiliko dugu. Hots, f diferentziagarria da (0,0) puntuan <

i \f(h,k)— f(0,0)—h- f/(0,0)—k- fy'(o,O)\
im =0

(h,k)—(0,0) \/h2+k2
Hau da:
ha h?.k sin h® +k® _h h?.k sin h®+ k3
h? +k? h? +k? h? +k? h? +k?
m = m =
(h,k)—(0,0) \/hz—l—kz (h,k)—>(0,0) \/hz—l—kz

‘p-COSZ e-sine-sin(p-(00539+5i”39))‘ _

= lim -
p—0" o,
—0
= lim cos’ §-sin@-sin( p- (cos® @ +sin® ) ) =0
p—0"

Beraz, f diferentziagarria da (0,0) puntuan.

d) f diferentziagarria da (0,0) puntuan = f deribagarria da (0,0) puntuan.



6.- w=xyz— f (ﬁ,lj funtzioa emanik, non f diferentziagarria den, aurkitu hurrengo

Z 7

adierazpenaren balioa:
! ! !
E=X-W +y W +z-w,

w=xyz— f (u,v) non u=2etav="Y.
z z

XS .

u(

y w=xyz—f{

e V<Z

1
w,=yz—f/-u =yz—=-f/
z
r_ fr r 1 fr
W) = XZ — v-vy_xz—;- )

X y
! ’ ’ 1 [ ’ !
Wo=xy—f/-ul—f/-v = xy+?. f, +Z—2. f,

(1.5 puntu)

Orduan, E=x-W +Yy-W, +Z-W, :3xyz—§~ fu’—l. f,+—- fu’+l' f, =3xyz

yA z z z



7.- Hainbat ate daukan pabiloi zabal batean hiru sagu sartzen dira, bat zuria, beste bat
grisa eta beste bat beltza. Hiru saguak presio handitan ezartzen dira. Presioa

P(x,y) = X1y

saguren batek 2 atmosfera edo presio gehiago jasotzen badu, segundo batzutan hil
egingo dela ezagutzen da. Saguak honako posizio hauetan daude:

atmosfera funtzioak ematen du, non (x,y) posizioa den. Hauetako

Zuria: (-1,3)

Grisa: (3,0)

Beltza: (% ,1]

a) Sagu zuriak eta grisak, esperimentu zientifiko baten emaitza direla eta,
matematikari buruzko oso ezaguera zabala dute. Beraz, norantz ihes egingo dute
presio hilgarria saihesteko?

b) Sagu beltzak, berriz, ezer ez daki matematikari buruz. Baldin, horrez gain,

urduri jartzen bada eta ihes egiten badu (2,—\/6) norabidean, zer gertatuko

zaio?
c) Kalkulatu 2 atmosferako presioari dagokion isobara kurbaren ekuazioa.
(3 puntu)

a) Sagu Zuriaren posizioa Z=(-1,3), sagu Grisarena G =(3,0) eta sagu Beltzarena
1 .
B=| —,1]dira.
%
Hasierako puntu horietan bakoitza jasotzen ari den presioa hauxe da:
P(Z):%, P(G)z% eta P(B)=2

Arazorik ez izateko, hirurek ihes egin beharko lukete presioa arinen jaisten den
norabidean, hau da —VP bektorearen norabidean.

1
P’(Z):_ r 1
- x - P/(Z)=-=
e R e A
(3X +y ) PX'(G)I—E (3X +ty ) P):(G):O

P =

X

Orduan, —VP(Z) :(—%éj eta _ﬁ(G):(Z_ZTO)

Hau da, sagu Zuriak y =—X zuzenaren norabidea jarraituz ihes egin beharko luke, eta

sagu Grisak, berriz, OX ardatzaren norabidean. Kasu bietan koordenatu-jatorritik
urruntzen dira.

b) P(B)=2 denez, sagu Beltza benetako arriskuan dago. Baldin U=(2,—\@)
norabidean ihes egiten badu, presioaren aldakuntza deribatu direkzionalak emango digu.



2 -6
u =x/ﬁ = U= unitarioa da. Orduan:
| (WIJ

J_szaf 8\/_8x/—

dpP
dd

L R i e i TR R v Ak i

Hau da, presioa ez da aldatzen sagu Beltza maila-kurbatik mugitzen ari baita. Beraz, hil
egingo du.

3 2 2 x? y2
C) PXY)==F——=2 & 6X+2y°'=3 & —+
3X°+y

12 312

Hau da, 2 atmosferako presioari dagokion maila-kurba (0,0) puntuan zentroa duen
elipsea da. Eta hortik doa sagu Beltza mugitzen.



8.- Arrazoitu ea hurrengo baieztapenak egiazkoak edo faltsuak diren:

a) Baldin Zan edonolako gai errealen seriea bada eta lima, =0, orduan Zan

n=1 n—o n=1

dibergentea da.

b) Edonolako gaien serie bat konbergentea baina ez absolutuki konbergentea izan
daiteke.

c) Serie baten gaiak berrordenatzen badira bere batura ez da aldatzen.

d) Baldin f:R—>R jarraitua bada x=x, puntuan, orduan f deribagarria da
puntu horretan.

e) lzan bedi f:R®*—>R funtzio diferentziagarria (a,b) puntuan. Orduan
f konstante mantenduko da puntu horretatik igarotzen den maila-kurbaren

ukitzailearen norabidean.
f) Funtzio deribagarriak diferentzagarriak dira
(3 puntu)

a) Faltsua. Baldin lima, #0 = Zan ez da konbergentea izango, baina edonolako

n—oo
n=1

gai errealen seriea denez, oszilatzailea izan daiteke. Adibidea: Z(—l)n
n=1

b) Egiazkoa. Serie hauei baldintzaz konbergenteak direla esaten zaie. Adibidea:

© (—1)"
nz_;().

n

c) Faltsua. Baldin gai ez-negatiboen seriea balitz egiazkoa litzateke. Baina edonolako
gai errealen seriea badugu eta baldintzaz konbergentea bada (konbergentea baina ez
absolutuki) orduan gaiak berrordenatzean batura aldatuko da.

d) Faltsua. Adibidea: f(x)=|x| jarraitua da x=0 puntuan baina ez da deribagarria
puntu horretan.

e) Egiazkoa. Baldin f diferentziagarria bada eta maila-kurbaren norabidea jarraituz
mugitzen bada, orduan bere deribatu direkzionala nulua da, hau da, f ez da aldatzen.

f) Faltsua. Baldin f aldagai bateko funtzioa bada, orduan f deribagarria da < f
diferentziagarria da. Baina f bi aldagaikoa balitz, f diferentziagarria bada = f
deribagarria da, baina elkarrekikoa ez da egiazkoa: f deribagarria = f diferentziagarria.



