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e 2009ko urtarrilak 23 Kalkulu infinitesimala ﬁ?

Ariketa 1 | Ariketa 2 | Ariketa 3 | Ariketa 4 | Ariketa 5 | 1. zatia

Azterketaren iraupena: 3 ordu

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

1.- Kalkulatu lim {12 +3° +...+(2n+1)°

n—ow

(1.5 puntu)
Bi eratan egin daiteke.

1. modura:

(z-E) 3,73 3 (sTOLZ) 3
imyC e+ 1@y = limi St @ R @nel)
e o] +37+...+(2n-1) n>e (2n—1)

ZE a=C+3+..+(2n+1)*>0 vn = limyfa, =lim a
nN— n~>ooan71

Stolz: b =1°+3°+...+(2n-1)° >0 Vn, hertsiki gorakora eta dibergentea =

. a . a-a
= lim—==lim——21
naocbb neoobb_bn_l

2. modura:

L(B+3+...+(2n+1)?) stoL2)
IimQ/13+33+...+(2n+1)3=oo°:A < LA=Ilim ( ( )) =

n—oo n

=lim[L(P+3 4.+ (20+1)°)-L(1P+8 +...+ (2n-1)°) | =

nN—o0

=limL

nN—o0

(13+33+...+(2n+1)3]_ I_(I.ml?’+33+...+(2n+1)3

“)
=L()=0 < A=e’=1
P+3F+...+2n-1° n%13+33+...+(2n—1)3] g

Stolz: Kasu honetan b, =n>0 Vn, hertsiki gorakora eta dibergentea.

(*) Hemendik aurrera 1. modura bezala jarraitzen dugu.




1 1

+ + +...+
10000 10001 10002 10000+n
dela, bere gaiak txikiak eta zerora azkar hurbiltzen baitira. Arrazoia du mutilak?
Arrazoibidea azaldu.

2.- lkasle batek dio

+... seriea konbergentea

(Puntu 1)
Mutilak ez du arrazoia eta azalpena bi eratan eman daiteke:
a) t  t 2 +...+;+...:Zan non a, 1 50 wn.
10000 10001 10002 10000+ n ry 10000+n
a, _t 1 Zl dibergentea da, beraz »_ a, dibergentea da.
10000+n n = n s
b) L + L + L +...+;+...: Z l. Hau da, emandako seriea
10000 10001 10002 10000+n o000 N

serie harmonikotik lehenengo 9999 gaiak (batugai kopuru finitua alegia) kentzean
sortutakoa da. Beraz, bere izaera ez da aldatzen. Hortaz, dibergentea da.



1+1+4..+l
3.-a) Kalkulatu lima 2 " Vva>0.

n—oo

L 1+
b) Aztertu > a
n=1

1

1
oot . . 1
2 " seriearen izaera, Va>0, a#—
(S]

(2.5 puntu)

- o Va>1
. TP Iim(l+%+.,.+1j z% *) - .
a) lima 2 "=a"" "=a= =a”=<1 baldina=1

” 0 Vval/ 0O<ax1l

*) Zi dibergentea da = Zi =0
=l n=1 N

»© 1+le 41
b) >.a, nona,=a? ">0 Vn

n=1

'va>1|, aurreko atalean ikusi dugunez, lima, =0. Hau da, konbergentzi baldintza

n—w

beharrezkoa ez da egiaztatzen, beraz Z a, dibergentea da.
n=1

[Va <1], D" Alembert-en irizpidea aplikatuko dugu:

. a . a :
lim— = lim————=Ilima™ =a’=1 = kasu zalantzakoa.

Raabe-Duhamel-en irizpidea erabiliz:

. a. ) L : = . 1 1
limn|1-—= |(=limn|1-a" |~ —-limn-L| a™ |=—limn-—La=-La=L| =
n—o an n—o n—w n—ow n +1 a

Beraz:

>l < 1>e = a<1 = Zan konbergentea da.
=1

a e
1 1 1 < .
LI=]i<1 & =<e < a>= = > a, dibergenteada.
a a € n=1

= Kasu zalantzakoa. Enuntziatuaren arabera,

kasu hau ez dugu aztertu behar.



4.- f(x)= X funtzioa emanik,
L
a) Aurkitu bere definizio-eremua.
b) Kalkulatu bere asintotak.
c) Aztertu gorakortasuna-beherakortasuna.
d) lIrudikatu gutxi gorabehera.
(3 puntu)

X
a) D={xeR/x>0,x=1}=(0,)U(Lx). f(x)=ﬁ: '-XX
—G VXE(O,].)

VX e (1, )

b) Iirgl f(x)= 0 =0 = Eten gaindigarria dago. Beraz, x =0 ez da asintota bertikala.
x—0" o0

lim f(x)=lim f(x):%:oo = x=1 asintota bertikala da.
x—1" x—1*
. oo (Lx<x) . . .
limf(x)=— = o = ezdago asintota horizontalik.
X—00 o0
Iimw: Iimi:izo — ez dago asintota zeiharrik.
X=X x>0 X o0
XL ke (o)
(Lx)
c) f'(x)= 1L = f'X)=0 & Lx=1 < x=e
— " wxe(0,1)
(Lx)

vxe(0,) f'(x)>0 = f gorakorrada
Vxe(@,e) f'(xX)<0 = f beherakorrada

= P =(e,e) minimo erlatiboa da.
vxe(e,o) f'(x)>0 = f gorakorrada

d)




5.- Aurkitu f(x)=x*- L(e+x2) funtzioaren berretura-seriezko garapena, non den

baliagarria adieraziz.
(3 puntu)

f(x)=x*-g(x) non

, 2x  2xle & 2x [ K2
g0 =Lle+x’) = g'00=Te="15 =X (_j )

e+ X 1+ 5 €
€
=3 (1 ei X vxe(-e,e)
n=0

2
. : . X

(*) Serie geometrikoaren batura, arrazoia r = —— = konbergentea dena < |r| <1
e

X2
o ?<1 = |x|<\/5 .

Eta integragarria da [0, x| tartean Vx e (—\/E e ):

0 . 2 X2n+2
90 -gO =X (D' 5y vxe(-ee)
0 . X2n+2
g]()() =1+ ;g; (—-1) ';;H:I—Tz;;t;?Ii VX e ("\/E;,\/E;)
Orduan,
PN EU TR R G VI <A NS S
f(x) =x%-g(x) =X (1+nz_;( 1) e”*l-(n+1)j X +n§( 1) o (neD) S(x)
Vxe(—\/g,\/g)

f(e)=e”-L(2e) = 3f etajarraitua da

x =+ puntuetan 2
P S(e)=e+ z =" ~i1 konbergentea da = 3S jarraitua
n=0 n+

2n+4

Beraz, f(x)=x2+i(—1)“-m vxe| e e
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Ariketa 6 | Ariketa 7 | Ariketa 8 | Ariketa 9 | 2. zatia

Azterketaren iraupena: 3 ordu

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

6.- lzan bedi f:DcR*°——>R non z=f(x,y). Arrazoitu ea hurrengo

baieztapenak egiazkoak edo faltsuak diren:
a) Baldin f deribagarria bada P, puntuan, orduan f diferentziagarria da P,

puntuan.
b) Baldin f diferentziagarria bada R, € D puntuan = f/(R)=f/(F)=0

c) Baldin f jarraitua ez bada F, € D puntuan = /fox’(PO) , /foy’(PO).
d) Baldin f diferentziagarria ez bada P, € D puntuan = Zf/(R,), Zf/(P,).

e) Baldin f diferentziagarria bada P,e D puntuan = f/ jarraitua da P,

puntuan.
(2 puntu)

a) Faltsua. Deribagarritasuna baldintza beharrezkoa da diferentziagarritasunerako, baina
ez, ordea, nahikoa.

b) Faltsua. Baldin f diferentziagarria bada P, e D puntuan = 3f/(R,), f/(R)eR,
baina ez dute zertan berdinak eta, areago, nuluak izango.

c¢) Faltsua. Jarraitutasunaren eta deribatu partzialen existentziaren arteko erlaziorik ez
dago.

d) Faltsua. Deribatu partzialen existentzia diferentziagarritasunerako baldintza
beharrezkoa da baina ez, ordea, nahikoa.

e) Faltsua. Baldin f diferentziagarria bada P, e D puntuan = 3f/(R), f/(R)eR,
baina ez dute zertan jarraituak izango.




7.- Aurkitu analitiko eta grafikoki hurrengo funtzioaren definizio-eremua:

f (x,y) =arcsin x-\/(l— y)-(Ix]+]y-1]-1)+

L(x*+1-Yy)

JYy+ X

(2 puntu)

D={(x,y)eR*/-1<x<1, (1-y)-(|x|+]y-1|-1)=0,x* +1-y >0, y+X* >0}

e -1<x<1

o (L-y)-(IxI+ly-1-1)=0 =

e X’+1-y>0 < y<x*+1

e Yy+X’>0 & y>-X

1-y>0 y<1
eta eta
|x|+]y-1]-1>0 | X]+]y-1]>1
edo < <edo
1-y<0 y>1
eta eta
| x|+|y—-1|-1<0 [ x|+|y-11
Y
8 Ly=x'+1
1 (0)eD
y=1
o] %/ > X
7 \// (0,00 D
, ¥
’, \y:_Xz




(x+y)’ Ve+y?
X+ ——==-e v(x,y) = (0,0
8.- f(x,y)= X2 +y? (x.y)=(0.0) funtzioa emanik,

0 (x,¥)=(0,0)
a) Aztertu bere jarraitutasuna (0,0) puntuan.
b) Aztertu bere diferentziagarritasuna (0,0) puntuan.
c) Kalkulatu bere deribatu direkzional maximoa (0,0) puntuan.
d) Kalkulatu bere deribatu direkzionala (0,0) puntuan, gradientearekiko
norabide perpendikularrean.

(3 puntu)
a) 3f(0,0)=0
: : (X+Y) ey , : (x+y)?
| f = | —_—_ Y=o I =
() 00) (x.y) (xy)lir(lovo)[XJr VX +Y° ° 00 (k) x00) X +Y°
v
1

3 (polarretan) 3 H 3
= lim x+y) ® lim £ (cosf+sind) _ lim p?(cos@+sind)* =0
(x,y)—>(0,0) /x2+y2 p—0" Yo p—0*
Beraz, f jarraitua da (0,0) puntuan.

b) Diferentziagarria izateko, nahikoa ez bada ere, f funtzioak bi baldintza bete behar
ditu. Bata aurreko atalean egiaztatzen dela frogatu dugu, jarraitua izatea alegia. Bestea,
deribatu partzial finituak edukitzea da:

+ h’ el
— /2 2 .
£0,0) = limMO=10.0 _ ., vh =Iim£1+h—-e“‘—)=
h—0 h h—0 h h—0 [hZ
e :
:lim(uu-eﬁ}|im(1+|h|-eW):1
h—0 |h| h—0
S
— 2 2 2 2
£1(0,0) = lim @K =TO.0 _j, Jk ~lim X e® Zlim|k-e* =0
k—0 k k—0 k—0 k2 k—0

Orain, baldintza beharrezkoa eta nahikoa aplikatuko dugu.

Hots, f diferentziagarria da (0,0) puntuan <

_|[f(hk)-£(0,00~h- £/(0,0)~k- f,(0,0)|
im =0

= |
(h,k)—(0,0) [h2 +k2
Hau da: 1

(h+k)’ e ‘ (h+k)’ e
h+ - -h e N
2 2 2, 1,2 h+ k)| eV +k

lim LT +k = jim YT +K im0

(hK)—(0,0) \/hz K2 T (hk)—>(0,0) \/hz K2 T (hk)>(0,0) h? + k2




(polarretan) ,03 . ‘(COS @ +sin 0)3‘
= lim >
p—0" Yo

Beraz, f diferentziagarria da (0,0) puntuan.

= lim p-\(cosmsin 9)3\ =0 Vo
p—0"

c) Deribatu direkzional maximoa (0,0) puntuan gradientearen modulua da, beraz:

VF(0,0)=(£,(0,0), £,(0,0)) = 1,0) = \ﬁ' (0,0)\=1

d) Baldin 0 L W(0,0) = % =0, deribatu direkzional minimoa hain zuzen ere.

Ulo,0)



9.- Izan bedi f(x,y)=sin(g(xy)—x) diferentziagarria, baita g funtzioa ere, non
g =1eta g'(1) =1. Kalkulatu P(x,y)=(L1) puntuan f-ren deribatu direkzionala,

OX ardatzaren noranzko positiboarekin 30° angelua osatzen duen norabidean.
(2 puntu)

df

*)
Kalkulatu behar dugu  —| =1/ -h+f/(L1)-h

(11)
3 1]

22

non U:(hl,hz):(cos30°,sin30°):(

f(xy)=(y g'(xy)-1)-cos(g(xy)-x) = /(L) =(g'()-1)-cos(g(1)-1)=0
f/(x,y)=x-g'(xy)-cos(g(xy)-x) = f/(L1)=g'1)-cos(g(@)-1)=1

3

df 1 1
Beraz, —| =f/01) —+f/QL)-===
e «(L1) > y( )2 5

(8]

(*) f diferentziagarria baita.

Oharra: X
_ V<
y

X} f :sin—u<g
y X

non u=g(xy)—x eta v=xy.



