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J oo e 2010eko urtarrilak 25 Kalkulu infinitesimala ﬁ?

Ariketa 1 | Ariketa 2 | Ariketa 3 | Ariketa 4 | 1. zatia

Azterketaren iraupena: 3 ordu

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

1.-a) Aztertu Z(anﬂj seriearen izaera Va>0.
N
a+l (2a+1Y an+1Y"
1 2 et n
b) Kalkulatu lim
N 1 1
I+ —+...+—
2 n

non a>0.

(2 puntu)

- an+1)"
a) >.a, non an:( n+ j >0 VneN eta Va>0.
=1

Cauchy-ren irizpidea erabiliz:
<1 = ) a, konbergentea da
n=1

limgfa, =lim an+l .1 o > _a, dibergentea da

n—o n—w n el

n
=1 = Kkasu zalantzakoa = an:(”_”j
n

= Iiman:Iim(n—Hj =Iim(l+1j =e=#0 = Baldintza beharrezkoa ez da

n—o nN—o0 n n—oo n

betetzen = Zan dibergentea da.

n=1

a+l (2a+1) an+1)" &(an+1) +
Ralliairs o+ > . Selk’ =0 Vaxl
- 1 2 n n=1 n ® o0
b) lim = =
o 1+1+ +1 il * Va>1 N
2 " on ~n o ra=st =




a+1 [2a+1 ? an+1\" an+1)" [(a*® o
N -4 ot —=—=mo Va>1l
e 1 2 n _imn 0O O

n

= lim
N0 1 1 N 1
n

€ % baldina=1
0

(*) a) atalean frogatu dugunez:

konbergente da Va<1l = Z(annﬂj =SeR

n

i(an +lj —~

n= n ks "
' dibergentedava>1 = z(anﬂj =0
AN

(**) 1+1+ . +E hertsiki gorakorra eta dibergentea da beraz, Stolz erabil daiteke.
2 n



© n-1
2.- Aztertu ZB 23n - L(1+ 7—12)} seriearen izaera.
n

n=1

(2 puntu)

i[% 2; —L(1+7—:]2ﬂ ~[a,~b,]

n=1 n=1

n-1

n_ =

non a, ==- >0 eta bn:L(1+i2]20 vneN
7 m

© © l 2n—1 0 1 2 n-1
° Zan =25 = Z—-(—J = serie geometrikoa da.
n=1 =7 3 H21\3

Arrazoia r = % <1 = ) a, konbergentea da.
n=1

1 1 2
b=Ll1l+—|~-— > b. konbergentea da.
" ( 7n2] TP :

Orduan:

0 n-1 0 0 0
Z[l 27 L(1+7—:]2H =>[a,=b,]=> a, - b, konbergentea da.
n=1

— -
n=1 7 3 n=1 n=1



3.- Aurkitu f(x):L(1+ x3) funtzioaren berretura-seriezko garapena, non balio
duen adieraziz.
(2 puntu)

K O

> 3%’ -(—x3)” = i?). )" x*"2 Wxe (-11)

3
1+x° 4

F)=L(1+x°) = f(x)=

(*) r =—x* arrazoiko serie geometrikoaren batura, konbergentea < |r| = ‘—x3‘ = ‘x3‘ <1

Eta integragarria da [0, x| tartean vx e (-11):

X3n+3 e 3n+3

f(x)—i(_())l:ig.(_l)n. _Z(_l)n'x

= =S(x) VvVxe(-11
3n+3 1 o vxe(ELD

x =—1puntuan A f

3f jarraitua

X =1 puntuan HZ% baldintzaz konbergentea = 3S jarraitua
~ n+

f(x)=S(x) Vvxe(-11

© 3n+3

= f=L{L+¥)=D D>

s n+1

VX e (—1,1]



4.- Aurkitu analitiko eta grafikoki hurrengo funtzioaren definizio-eremua:

f(x,y)=L[Xy j+v3—x2—y2

x=y) (x+y?-1

(2 puntu)

D:%kxy)eRzﬁlg—>Ono—y¢03—x2—y22Qx2+y2—1>0}
X—y

X>0Ay>0
X>Yy A v
X—=y>0 A xy>0 x<0Ay<0
Xy
e — >0 & Vv & Vv
X_
y Xx—y<0 A xy<0 X>0Ay<0#
X<Y A Vv
Xx<0Ay>0

e Xx-y#0 < x=zYy
e 3-XxX-y*>0 & x*+y°<3
e X+y'-1>0 & x*+y°>1




2010eko urtarrilak 25 Kalkulu infinitesimala ﬁ?

-— ¢

Ariketa 5 | Ariketa 6 | Ariketa 7 | 2. zatia

Azterketaren iraupena: 3 ordu

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

K2y
2

5o f(x,y)=1X+e"" V(x,y)#(0,0) funtzioa emanik,
1 (x,¥)=(0,0)
a) Aztertu bere jarraitutasuna (0,0) puntuan.
b) Kalkulatu bere deribatu partzialak (0,0) puntuan.
c) Aztertu bere diferentziagarritasuna (0,0) puntuan.
d) Aztertu bere deribagarritasuna (0,0) puntuan eta kalkulatu puntu horretan

bere deribatu direkzionala U = (1,1) bektorearen norabidean.

(3 puntu)
><22-y32 ><22-y32 * p5<coszf-sin39
a Ilim f(x,y)= lim |x+e*™ |=0+ Ilim e = Ilim e 7 =
(x,Y)-(0,0) (%,Y)—(0,0) (x,Y)-(0,0) P20
V9€[0,27[)
= lim e/ "7 =¢°=1={(0,0) <« fjarraitua da (0,0) puntuan.
VHZB,%E)
o
_ h? _
b) £/0,0) = lim (MO =FO0) _ i h+et =1 0 _q
h—0 h h—0 h h—0 h
_ K _
£(0,0)= lim HQK =100 _ " =1 _ ;0
hk—0 h k-0 k k—0 k

c) Baldintza beharrezkoa eta nahikoa aplikatuz:
y ‘f(h,k)—f(0,0)—h-fx’(0,0)—k-fy’(0,0)‘
im =

(h,k)=(0,0) \/hz e
h?.k3
eh2+k2 _
*)

h?.k3
= lim ——~

h+e+ —1—h
= lim = lim
(h,k)—(0,0) 2 2 (h,k)—(0,0) 2 2 ot
Jh? +k Vhe+k? o peo P

ep3~cos2 osin®o 1




p’-cos’ 0-[sin°6|

~ lim lim pz-cosze-|sin39|=0 < f diferentziagarria da (0,0) puntuan
Vgpe[_())f)Ziz) P Véoe[_(;?Zﬂ)

d) f diferentziagarria da (0,0) puntuan = f deribagarria da (0,0) puntuan eta
df

dd

= 1,(0,0)-h + f/(0,0)-h, Vi =(h,h,) unitario
(0,0)

. I df
Kasu honetan, [i]=v2 = U= unitarioa daeta —| =-=—.

(%%j dUloo 2



6.- 1zan bedi f funtzio diferentziagarria P puntuan.
a) Adierazi, arrazoituz, hurrengo hiru kasuetan zein den U bektoreak
adierazten duen norabidea:

i 4o
du|,
.. df
ii. —| =f1/(P
dl_jp X( )
... df —
. —| =|Vf(P
| Vi (P)|
b) lzan bedi W(P)=(3,—4). 30U bektore unitarioa zeinerako % =67
Ulp
Erantzuna arrazoitu.
(2 puntu)

= VF(P)- = f/(P)-h + f/(P)-h, non G =(h,h,)

a) f diferentziagarria denez = %
P

unitarioa den. Hori dela eta:

. % =0 < GLVF(P) < U maila-kurbaren norabidea da.
Ulp

ii. % =f/(P) < 0 OX ardatzaren norabidea da.
Ulp

i % =\W(P)\ & G VI (P)-ren norabidea da.
Ulp

df

b) Vf(P) = (3,-4) a0

= ‘VT(P)‘ =5 deribatu direkzional maximoa da
p

=6>5

o df
= ZfU unitario non a0
P

u




7.- lzan bedi o(x,y,2)=x"+ f(xy,—xz,9(xz,xy)) non ¢, f eta g funtzio

diferentziagarriak diren. Kalkulatu hurrengo adierazpenaren balioa:

E=¢/(L1) - (L1D) - | LLY)

u=xy

o(x,y,2)=x*+ f(u,-v,g(v,u)) non {
V =Xz

(2 puntu)

@ =2x+ f/-u = /v + f)- () -vi+0)-uy)=2x+y-f/—z- £+ -(z-9,+y-9[)

X
o, =t u +f-g;-u =x-f/+f -x-g,

' "ot 1ot ' ' '
(oz:_fv'vz-i_ fg'gv'vz:_x'fv-i_ fg'x'gv

P (1Y) =2+1/L-19@1) - f,L-Lg@D))+ f{L-19@D) (9:(LL)+g:(LD))

9,11 = f,L-L9@D)+ f;L-19(@1) 9,11
9,11 =-11-L9@1)+ f;1-19(@1) g, L1

E=¢,(L1)-¢,(11])-¢, (11D =

=2+ f/(1L-19@1)-f,0-Lg@D)+ f;L-19@0D) (9:L1)+g;(LD))

- 0-19@)-f;@-19@1) 9,11
+f,0-19@D)-f/@-19@1)) 9,01 =2



