
 
2018ko urtarrilak 25 Kalkulua 

 
Azterketaren iraupena: 2 ordu eta erdi 

OHARRA: Azterketako emaitza guztiak behar den bezala arrazoitu behar dira. 
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Konbergentzi baldintza beharrezkoa erabiliz: 
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5.- Aurkitu hurrengo funtzioen berretura-seriezko garapena, non balio duten 
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b) Kalkulatu f –ren deribatu partzialak (0,0) puntuan. 

c) Aztertu f –ren diferentziagarritasuna (0,0) puntuan. 

(1.25 puntu) 

a) 
 3 3 33 3 (1)

2 2 4 2 4 4( , ) (0,0) ( , ) (0,0) 0

cos sin
lim ( , ) lim lim

sinx y x y

x y
f x y

x y y 


  

    



  

   
 

 3 3

2 40

cos sin 0
lim 0 (0,0) 0

1 sin 1 0
f A A




  

 



      

  
  

Beraz, f jarraitua da (0,0) puntuan     0A   

(1) polarretan adieraziz:  cos
0,2

sin

x

y

 
 

 
 

   
 

b) 

3

2

0 0

( ,0) (0,0)
(0,0) lim lim 1x

h h

h
f h f hf

h h 

       

3

22 4

2 4 20 0 0 0

(0, ) (0,0) 1 1
(0,0) lim lim lim lim 1

1 1 0y
k k k k

k
f k f kk kf

k k k k k   

       
  

 

c) Diferentziagarritasuna aztertzeko BBN erabiliko dugu: 

2 2( , ) (0,0)

( , ) (0,0) (0,0) (0,0)
 diferentziagarria (0,0) puntuan lim 0

x y

h k

f h k f h f k f
f

h k

     
 


 

3 3

2 2 4 (2)

2 2 2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

( , ) (0,0) (0,0) (0,0)
lim lim

x y

h k h k

h k
h k

f h k f h f k f h k k

h k h k 


        

 
 

 

 

 3 3 3

2 4 4
(2)

( , ) (0,0)

cos sin
cos sin

sin
lim

h k

  
   

  




   

 
   

 3 3

2 4

( , ) (0,0)

cos sin
cos sin

1 sin
lim

h k

  
   

 




   

 
   



     
 

3 3 2 4

2 4( , ) (0,0)

cos sin 1 sin cos sin
lim

1 sinh k

       

  

    
 

 
 

    3 3 2 4

2 4( , ) (0,0)

cos sin 1 sin cos sin
lim

1 sinh k

     

 

    
 

 
 

   3 3cos sin cos sin 0         

Beraz, f ez da diferentziagarria (0,0) puntuan. 

(2) polarretan adieraziz:  
cos

0,2
sin

h

k

 
 

 
 

   
 

8.- Kalkulatu 

21
( , ) / 2

( , ) 2

( , ) / 2

x y

y

e
x y y x

f x y y x

e x y y x

 
  

  

 funtzioaren deribatu partzialak (0,0) 

puntuan. 

(0.75 puntu) 
2

2 2 2( ´ ) ( ´ )

20 0 0 0 0

1
1( ,0) (0,0) 1 2 2 2 42(0,0) lim lim lim lim lim 1

2 4 4

h

h h hL H L H

x
h h h h h

e
f h f e h e ehf

h h h h    


           

  
 

( ´ ) ( ´ )

20 0 0 0 0

1
1(0, ) (0,0) 1 1 1

(0,0) lim lim lim lim lim
2 2 2

k

k k kL H L H

y
k k k k k

e
f k f e k e ekf

k k k k



  

    


             

9.- Definitu ( , )z f x y  funtzio egokia, eta, bere diferentziala erabiliz, kalkulatu 

 50.020.99 e  -aren balio hurbildua.  

(Puntu 1) 

Izan bedi  5
( , ) yz f x y x e   . Honela,  50.020.99 (0.99,0.02)e f   

Bestalde, f funtzio diferentziagarria denez 2( , )x y  , orduan f df   hurbilketa 
egiaztatzen da, x eta y aldagaien aldakuntzak txikiak direnean. Kasu honetan: 

(0.99,0.02) (1,0) (1,0) (1,0) (1,0)x yf f f df f dx f dy       

non (1,0) 1f  , 0.01dx    eta 0.02dy   

 
4 5

5 5 5

5 5

5 (1,0) 5
( , ) (1,0) 0.05

5 (1,0) 5

y
x xy y

y
y y

f x e f
z f x y x e x e df

f x e f

                 
 

Beraz, (0.99,0.02) (1,0) (1,0) 1.05f f df   

 


