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Guztira

Azterketaren iraupena: 3 ordu

OHARRA: Azterketako emaitza guztiak behar den bezala arrazoitu behar dira.

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

n

1.- a gai orokorra emanik, non a >0,

n

n*+Ln+a"

a) Kalkulatu lima,

n—0

0
b) Aztertu Zan seriearen izaera.

n=1

(1.5 puntu)
1im(n2+Ln)=limn2=oo Va<1
a) 1im(n2+Ln+a”)= 1im(n2+Ln+1)=1imn2=oo a=1 .Orduan:
limag" = Ya>1
11m—2=oo VaSl
., n-w g ., o Va<3
hmz—: n o VYa<3 = hmz—: a=
o p’ +Ln+a” 3" . 3 o p +Ln+a”
lim n:hm — | =11 a=3 Ya>3
Vl‘)wa n—o a
0 Va>3

b) Aurreko emaitzaren arabera, z a, serieak ez du konbergentzi baldintza beharrezkoa

n=1

betetzen Va<3.Eta, a, >0 Vn = Zan dibergentea da Va <3.

n=l1




. ) 3 n 0 3 n
Va >3, berriz, BB betetzen dela frogatu dugu, eta, baita a, ~ (—j ere. Eta, Z(—j
a a

n=1

: : 3 (3 -
serie geometrikoa da, non » =—<1 beraz, E (—j konbergentea da, eta, baita E a,
a =\ a

n=l1
ere.
2.- Aurkitu f(x)=L(a+bx), non a>0 eta b>0, funtzioaren berretura-seriezko

garapena, non balio duen adieraziz.
(1.5 puntu)

S(@)=L(a+bx) = f'<x)=a+bbx= b gig.(_ng zi(_l)"'@ -
a

: : b
(*) Serie geometrikoaren batura non r=—-—x =  konbergentea da
a

b a a a
< |l==]<1 < |x|<Z =N xe(_Z’EJ
a

Eta, tarte horretan integratuz ( /(0) = L(a) kontuan hartuta):

F(x)=Lia+bx) = L@)+ 3 (-1 -[b j X e (_%%]

a n+l1

Orain, tarteko muturretan aztertuz:

a a
_ —_— t : N,
x == puntuan ,fo( bj

f (%j = L(2a) eta funtzio jarraitua da

x= a4 puntuan: . 0y
L(a)+ Z% konbergentea da (LEIBNIZ) = 3§ funtzio jarraitua
= n+

|

Beraz, f(x)=L(a+bx)=L(a)+ i(—l)” .(b jm . X" Vx e (_%,

— a n+l1

SR



sin(x2 - yz) v
3- fxy)=9 x-y /XY funtzioa emanik, kalkulatu f'(1,1) eta
2x Y(x,y)/x=y
£1(2,3).

(Puntu 1.25)
—2y~cos(x2 —yz)'(x—y) +sin(x2 _yz) = f1(2,3)=6-cos(~5)+sin(-5)
(x-y) o

V(x,y)/x=y ezin dira deribazio-erregelak erabili. Beraz, (1,1) punturako, definizioa
erabiliz:

Vo) xzy f) =

sin((1+4)* —1) ) sin(2h+4’)

S S B N )
];’(1,1):llmf(l_i_h’l)_f(l’l) =1lim 1+h-1 = lim h —
h—>0 h h—>0 h h—>0 h

_sin(2h+ %) =2k wm  (2+2h)-cos(2h+ ) =2 wm
=lim > = lim =
0 h h—0 2h
2-cos(2h+h*)—(2+2h) -sin(2h+ K’
iy 2002 ) @420 sin2h )

h—0 2



4.- Lehenengo eta bigarren mailako deribatu jarraituak dituen F(x)= j g(x+y)dy

funtzioa emanik, zeintzuk dira g eta g’ funtzioek bete behar dituzten baldintzak, F
funtzioak maximo erlatiboa izan dezan x =0 puntuan?

(Puntu 1)
F funtzioak x =0 puntuan maximo erlatiboa izateko BB F’'(0)=0 da:

F'(x0)= [ g+ ndy+g20)+g(0) = F(0)=2g(0)=0 & g(0)=0

—X

Behin frogatu F funtzioak x =0 puntuan puntu kritikoa duela, froga dezagun maximoa
dela. Horretarako BN F"(0)< 0 da:

F'(x)= jf g'(x+y)dy+g'2x)+g'(0)+2¢'2x) = F"(0)=4¢2'(0)<0 < g'(0)<0

1- . . . . .
5. f(x,) =~ funtzioa emanik, P(x,y,z)=(1,1,1) puntuan diferentziagarria, u
z
bektore unitarioa existitzen da non d—{ =3?
ulp
(Puntu 1)

f diferentziagarria denez P puntuan, bere deribatu direkzional maximoa gradientearen
modulua da. Beraz, kalkula dezagun:

fl== = fp)=-1
z
f(x,y)=1‘7xy = =7 = D=1 = VP=(1L-10) = [V(P)]=v2

’ l—X ’
fl==5r = f(P)=0

Eta% =3>~2 = i unitarioa non % =3

i |p i |p



F(x,y,z)=x+y-2z+3=0 . .
6.- a) sistema emanik, frogatu P(x,y,z)=(1,0,2)

G(x,y,z)=x"+2y"+2°=5=0
puntuaren ingurunean y = y(x) eta z = z(x) funtzioak definitzen dituela.

b) Aurkitu sistema horrek definituriko kurbari dagokion P puntuko zuzen
ukitzailearen ekuazioa.
(1.75 puntu)

a) Funtzio inplizituaren teorema aplikatuz:
F(P)=1-4+3=0
G(P)=1+4-5=0
ii. FF eta G funtzioen deribatu partzialak existitzen eta jarraituak dira

P(x,y,2z)=(1,0,2) puntuaren ingurunean:

{Fx’:l F/=1 F!=-2
G.=2x G,=4y G.=2z

1 2
iil. DU,G) = =4+0
D(y,z)|, |0 4
: y=yx o
Beraz, P(x,y,z)=(1,0,2) puntuaren ingurunean 3! . diferentziagarria,
z=z(x
y=0_
izanik.
z()=2
F(x,y,2)=0 = p(x
b) C= (x,:2) _J7 ) kurbari dagokion P puntuko zuzen ukitzailearen
G(x,y,2)=0 |z=2z(x)
-2
ekuazioa x—lzrlz Z'
y (@)

sisteman x-rekiko deribatuko dugu:

{F (x, y(x), 2(x)) = 0
G(x, y(x),2(x)) =0

1+y'(1)-22'1) =0

1+y'_2z' =0 P puntuan ,
=0 | = y()=-2
2x+dy-y +22-2'=0 2442()=0 & ()=
-2 -1
Beraz,x—lzlzz & al IZIZ—Z
_ 24



7.- Kalkulatu  f(x,y)=x"+)»"—x—y  funtzioaren mutur absolutuak
M ={(x,y) eR*/x*+y* <1, y<l+x, ySl—x} multzoan.
(2.75 puntu)

N M multzo itxi eta mugatua da, eta, f
funtzio jarraitua, beraz Weiertrass-en
teoremak ziurtatzen digu multzo horretan

f-ren maximo eta minimo absolutuak
\ existitzen direla.
L . > X

Balio horiek lortzeko, f-ren puntu
kritikoak baino ez ditugu aurkitu behar.

y=1-x

y=1+x
¥ +y' =1
f~ren puntu kritiko ez-baldintzatuak kalkulatzen hasiko gara:

1
2 = A=(l,ljeM
1 22

2

fl=2x-1=0 < x=
f=2y-1=0 < y=

Orain, M-ren mugan dauden f-ren puntu kritikoak kalkulatuko ditugu, puntu kritiko
baldintzatuak, hain zuzen ere.
Bi kasu bereizi behar ditugu.

v Baldintza bakar bat betetzen duten puntu kritikoak:

(1) x*+y>=1 mugako zatian daudenak (Lagrange-ren biderkatzaileen metodoa
erabiliz):

wx,y)=x"+y’ —x—y-i-/i(x2 +y’ —1)

w =2x-1+21x=0 1-2x 1-2y
, A= = <& V=X ) 1
L =2y-1+21y=0 2x 2y = 2x=1 & x=t—
V2

X +y =1

=0 1= 1 1

X=t— = =—— = B=|-—f1—,—

N ( 2 ﬁj

(2) y =1+x mugako zatian daudenak (Lagrange-ren biderkatzaileen metodoa erabiliz):

wx,y)=x"+y" —x—y+A(l+x-y)



} = A=1-2x=2y-1 & y=1-x

<0

x=0 = y=1 = C=(0,1)

(3) ¥ =1-x mugako zatian daudenak (Lagrange-ren biderkatzaileen metodoa erabiliz):

wx,p)=x"+y’ —x—y+A(l-x—y)

(=2emlma=0 A=2x-1=2y-1
= A=2x-1=2y-1 < y=x
w;,=2y—1—/1=0 Y Y = x=1-x & x=%
y=1-x
1 1
X :5 = y :5 = A (lehen lortutakoa)
v" Bi baldintza betetzen dituzten puntu kritikoak. Mugako erpinak, hain zuzen ere:

C =(0,1) (Iehen lortutakoa), eta, D =(1,0) eta £ =(—1,0).
Behin lortu puntu kritiko guztiak, horietako bakoitzean f-ren balioa kalkulatuko dugu:
1
f(A)==7 f(B)= 142 f(C)=0 f(D)=0 f(E)=2

Beraz, minimo absolutua 4 puntuan eta maximo absolutua B puntuan daude.

Oharra: (2) eta (3) kasuak Lagrange-ren biderkatzaileen metodoa erabili gabe ere egin
daitezke.

C A

\:

—05F

= l-x=1+x < x=0



z2x +y" —1

, solidoaren muga. Defini dezagun

8.- Izan bedi § gainazal itxia V' = ;
z<1-x"—-y

F(x,y,2) = (IOOey” —~ 2xz)-f+(cos(7z —x)+10y)-j +(22 - arctan(x+y))-l€ bektorea.

a) Kalkulatu S-ren azalera.

b) Kalkulatu S gainazaletik irteten den F bektorearen fluxua.
(2.25 puntu)

V' solidoa simetrikoa da z=0
planoarekiko, eta S gainazala bi zatiz
osaturik dago:

S =z=x"+y"—leta
S,=z=1-x"-),
V(x,y)eR, =x"+)y" <I.

Eta biak azalera berdinekoak. Orduan:

Azalera(S) =2 Azalera(S,)

non Azalera(S,)= .[.”N‘ dxdy
Ry

non N =(-2x,-2y,1)

Orduan:

Azalera(S) =2 ﬂ\/m dxdy (;)
Ry

x=p-cost |J|=p -~ R

xy xy

{0393272'
- R =

(*) Polarretan: { =
0<p<l1

y=p-sinf
b) S gainazaletik irteten den F bektorearen fluxua kalkulatzeko ”ﬁ .dS gainazal
N

integrala kalkulatu behar dugu. Hala ere, S gainazal itxia denez, eta, F eta bere lehenengo
deribatu partzialak funtzio jarraituak direnez, Gauss-en teorema erabil daiteke:



lp2
j pdzdpdf =

p’-1

2z

[ -5 = [[fan(F) stz = 10][[ sz “ho j

1 a\!
=207 p(1-p* - p*+1)dp = ZOEJIO (2-2p%)dp= 207z[p —%j ~107z

0 0

x=p-cosf 0<6<L2r
(**) Zilindrikoetan: { y=p-sinf |J|=p = V=40<p<I
z=z p=1<z<1-p’°

9.- Indarra adierazten duen F(x,y,z)==-[ +=-j— y .k bektorea emanik,

N|‘<
N|><

l\]

X +y =z+2
z=y
A(x,,2) = (ﬁ,l, 1) puntutik B(x,,z)=(0,2,2) puntura.

b) Justifikatu ea 4 eta B puntuen artean indar horrek egindako lana
aukeratutako bidearekiko independentea den.

¢) Aurkitu F -ren funtzio potentziala.
d) Lortu indar horrek egindako lana 4 puntutik B puntura, puntu biak
elkartzen dituen zuzenean zehar.

a) Kalkulatu indar horrek egindako lana C E{ kurban zehar,

(2 puntu)

indarrak egindako lana lortzeko, bere lerro-integrala kalkulatu behar dugu:

lﬁ j[z cde+ X dy— dzjzyl(der— dz—— dzj jdx—jdx——

C z z

a)

b) Izan bedi D = {(x, y,2)eR /z> 0} eremu sinpleki konexua.

Eremu horretan, F eta bere lehenengo deribatu partzialak jarraituak dira, eta rot (F ) =0

Beraz, I F -dr bidearekiko independentea da. Orduan, 4 eta B puntuen artean indar

horrek egindako lana ez dago aukeratutako bidearen mende, D eremuan.

¢) D eremuan IF -dr bidearekiko independentea dela frogatu dugunez, eremu horretan

funtzio potentziala existitzen da:

z

X y z
U(X,y,Z)ng-dt+JOdt+j0dt+k:ﬂ+k
0 2 2

d) 4 eta B puntuen artean indar horrek egindako lana aukeratutako bidearen mende ez
dagoela frogatu dugunez, puntu biak elkartzen dituen zuzenean zehar lanaren balioa a)

atalean lortutakoa da, -2 , hain zuzen ere.



