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[ 2007ko ekainak 18 Matematika Il ﬁ?

Ariketa 1 | Ariketa 2 | Ariketa 3 | Ariketa 4 | 1. Zatia

Azterketak 7 ariketa ditu bi zatitan bananduta. Guztira 15 puntu dira eta azterketa
gainditzeko 7.5 puntu atera behar dira.
Azterketaren iraupena: 3 ordu

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

1.- Aurkitu analitiko eta grafikoki hurrengo funtzioaren definizio-eremua:

f(x,y)= L(y-(1_x))+arcsin(|x|+|y|)+m

(1.5 puntu)

D :{(x, y)eR?/y-(1-x)>0,-1<|x|+]y| <1,1-eXtV > 0}

y>0 A 1-x>0 < y>0 A x<l1
e y-(1-x)>0=
y<0 A 1-x<0 < y<0 A x>1

o —I<|X+|y<1 < |x[+|y|<1

o 120 o Pl o X4y -2x<0 o (x-DP+y?<1




X2 +y?
2.- f(X,y) =1 LA-x*-y?)
a Baldin (x,y)=(0,0)
a) Kalkulatu a € R parametroaren balioa f jarraitua izan dadin (0,0) puntuan.

Baldin- (% ¥)# 0.0) ¢ 1ntzioa emanik:

Aurreko atalean lortutako a parametroaren baliorako:
b) Kalkulatu f funtzioaren deribatu partzialak (0,0) puntuan.
¢) Estudiatu f funtzioaren direntziagarritasuna (3,3) puntuan.

(1.5 puntu)
a) f jarraitua (0,0) puntuan <:>( I)in?o 8 f(x,y)= f(0,0)
X,y )—(0,
f(0,0)=a
. : X2 +y? . P’ P
lim f(x,y)= lim lim ~lim===-1 Vv#el0,27]

= li
(x,y)-(0,0) )=>00 L(A-x*—y?) o0 L(1—p?) »0" —p

Orduan, f jarraitua (0,0) puntuan < a=-1.
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Eta simetriaz, f/(0,0)=0

¢) D={(x,y) e R*/1-Xx" -y’ >0} U{(0,0)} ={(x,y) e R*/ * + y* <1} L{(0,0)}
Beraz (3,3) g D = fezin da diferentziagarria izan puntu horretan.



u=f(x)+y
3.- Izan bedi {v=7-g(y?)+2x sistema, non f eta g deribagarriak diren, deribatu
W=uU+ 2V
jarraituarekin, f(0)=0, g(0)=0 eta f'(0)=2.
a) Frogatu aurreko sistemak u=u(x,y), v=v(Xx,y) eta w=w(x,y) funtzioak
definitzen dituela (x,y)=(0,0) puntuan, puntu horretan u, v eta w aldagaien

balioak determinatuz.
b) Kalkulatu w, (0,0) eta w,(0,0)

(2 puntu)
u=f(x)+y F(x,y,u,v,w)=f(x)+y—-u=0
a) Jv=7-g(y)+2x < {G(X,y,u,v,w)=7-g(y*)+2x-v=0
W=U+2v° G(X, Y,u,v,W) =u+2v: —w=0
F(,0,u,v,w)=f(0)+0-u=0 < u=0
1) <G(0,0,u,v,w)=7-9g(0)+0-v=0 < v=0
G(0,0,u,v,w)=0+0-w=0 < w=0
i)
F=1f(x) F=1 F/'=-1 F'=0 F,=0
G =2 G, =14y-g'(y’) G,=0 G)=-1 G;,=0 jarraituak dira R°
H =0 H,=0 Hi)=1 H/ =4v H,=-1
osoan.
0 O
)‘D(FGH) 0 -1 0|=-1=0
D(u,v,w)
1 0 -]
u=u(xy)
Orduan, 3< v=v(x,y) diferentziagarriak P(x,y,u,v,w)=(0,0,0,0,0) puntuaren
w=w(x, )
u(0,0)=0
ingurune batean eta { v(0,0)=0.
w(0,0)=0

b) Hasierako sisteman x-rekiko deribatuz eta P(x,y,u,v,w)=(0,0,0,0,0) puntuan
ordezkatuz:

f'(0)-u,(0,0)=0 u,(0,0)=f'(0)=2
2-v.(0,0)=0 < v, (0,00=2
u; (0,0)—w, (0,0)=0 w, (0,0) =u;(0,0)=2
Era berean, y-rekiko deribatuz eta P(x,y,u,v,w)=(0,0,0,0,0) puntuan ordezkatuz:
1-u;(0,0)=0 u;(0,0) =1
-v;(0,0)=0 < v, (0,0)=0
u;(0,0)-w; (0,0)=0 w, (0,0) =u,(0,0) =1




4.- Metalezko xafla baten (x,y) puntuko tenperatura T(X,y)=4x> —4xy +y* +20
funtzioak adierazten du.
t =0 unean, inurri bat (x,y)=(1,1) puntuan dago.
a) Zein norabide aukeratu behar du inurriak, tenperatura ahalik eta arinen
jaisteko? Eta zein da tenperaturaren aldakuntza norabide horretan?
X = X(t)

y=y(t)

b) Baldin inurriak lekuz aldatzea erabakitzen badu C ;{ ibilbideari
y’+e*-2=0
tX+2yx-y-1=0
funtzioak diren, zein izango da, orduan, tenperaturaren aldakuntza? Zer
ondorioztatzen da lortutako ematzetik?

c) Diferentzialaren kontzeptua erabiliz, kalkulatu tenperaturaren balio
hurbildua (x,y)=(1.18,0.88) puntuan.

jarraituz, non x eta y { sistemak inplizituki definituriko

(3 puntu)

a) Norabidea non tenperatura arinen igoko den gradientearena da beraz, inurriak
~VT = (=T,,—T,) norabidea aukeratu behar du.

, , ~VT@QL1) =(-4,2)
T =—-4x+2y = T/(11)=-2

Eta tenperaturaren aldakuntza norabide horretan minus gradientearen modulua da:
~VT@1)|=—16+4 =20 =215

Zeinu negatiboa atera zaigu tenperatura jaisten baita norabide horretan.

T =8x-4y = TX'(1,1)24}

= X(t
b) C z{); —);((t)) ibilbidearen norabidea bere bektore ukitzaileak adierazten du, hau da

u=(x'(t), y'(t)), t =0 unean.
y?+et-2=0

sisteman t-rekiko deribatu behar dugu:
tx+2yx—y-1=0

Deribatu hauek lortzeko {

2y-y' + (X -t+x)e" =0
X+t-X'"+2(y-x+y-x)-y' =0
Eta orain (x,y)=(11), t =0 balioetarako ordezkatuz:

|
{2-y’(0)+1=0 y=-5
1+2(y'(0)+x'(0))-y'(0)=0 X' (0) =_%
Kalkulatu behar dugun tenperaturaren aldakuntza, deribatu direkzionalak adierazten
digu:
3—-[ =T,(12)-h +T/(L1)-h,, non u=(h,h,) unitarioa de (T diferentziagarria da).
Ul

Kasuhonetan,U:(—l,—lJ = |U|= /i+1:\/5:£ — = _i,_i
4 2 16 4 16 4 J5 5



Beraz, 3—1 =—4. L

2
—+2-—=0.
u 1) \/g \/g
Hau da, ez dagoenez tenperaturaren aldakuntzarik, C ibilbidea maila-kurba dela

ondorioztatzen da. lzan ere, Hz(—%,—%jLﬁT(l,l)z(—AZ) direnez, deribatu

direkzionala kalkulatu gabe, emaitza nulua zela atera genezakeen.
¢) dT(L1) =AT(11)=T(1.18,0.88)-T(,,1) = T(1.18,0.88)=T(1,1)+dT(L1)
Eta dT(L1) =T,(1,1)-dx+T,(1,1)-dy =4-(0.18)—2-(-0.12) =0.72+0.24 = 0.96

Orduan, T(1.18,0.88) =T (1, 1) +dT (L,1) = 21+ 0.96 = 21.96
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Ariketa 5 | Ariketa 6 | Ariketa 7 | 2. Zatia

Azterketak 7 ariketa ditu bi zatitan bananduta. Guztira 15 puntu dira eta azterketa

gainditzeko 7.5 puntu atera behar dira.

Azterketaren iraupena: 3 ordu

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

5.- Aurkitu f(x,y)=x*+2x+y* funtzioaren maximo eta minimo absolutuak

M :{(x, y) e R*/ Xx* +4y? 324} multzoan.

(2 puntu)

Funtzio jarraitua multzo itxi eta mugatuan dugunez, Weierstrass-en teoremak maximo

eta minimo absolutuak existitzen direla multzo horretan ziurtatzen digu

Hasteko, baldintzarik gabeko puntu kritikoak kalkulatuko ditugu:
f,=2x+2=0 < x=-1

A(-=1,0) e M puntu kritiko bakarra lortzen dugu.
fl=2y=0 & y=0 } = ACLO<eMp :

Orain puntu kritiko baldintzatuak aurkitu ditugu, M-ren mugan daudenak alegia.

Horretarako Lagrange-ren biderkatzaileen metodoa erabiliko dugu:

W(X, Y) = X2 +2X+ Y2 + A(X* +4y* —24)
W, =2X+2+2Ax=0 < x+1+Ax=0

y=0
w, =2y+8ly=0 < y+4ly=0 = 1:—1
X* +4y* =24

Baldin y=0 = x*=24 = x=+J24

Baldin

/1:—1: §X+1:0 = x:—ﬂ = E+4y =24 &y :@ = y=t——
4 4 3 9 9



Beraz, B :(Jﬂ,o), C :(—\/ﬂ,o), D :(—%¥} E :(—%,—¥J puntu kritikoak

lortzen ditugu.

Orain lortutako bost puntu kritikoetan f funtzioa balioesten dugu:

f(A)=—1, f(B)=24+224, f(B)=24—224 f(D)=%, f(E):%.

Beraz, A minimo absolutua da eta B maximo absolutua.



2X

6.- 1zan bedi J. f(t)dt =2x- f(2x)—x- f(X)—x ekuazioa egiaztatzen duen y = f(x)

funtzio deribagarria. Baldin f'(2) :%, kalkulatu f'(1).
(Puntu 1)

2X
j f (t)dt =2x- f(2x)—x- f(x) —x ekuazioan x-rekiko deribatuko dugu:

2-f(2x)—f(x)=2-f(2x)+4x- f'2x) - f(X)-x- f'(X)-1 <
< Ax-f'(2x)—x-f'(x)-1=0
Eta x =1 puntuan ordezkatuz:

41— f'()-1=0 = Q=4 f'(2)—1:4%—1:1



7.- Izan bedi S, =x*+y®>=-2(z-1) eta S, =x*+y* =2z gainazalek mugaturiko V
solidoa.

a) Kalkulatu solido horren bolumen.

b) Kalkulatu V solidoaren mugako S, zatiaren azalera.

F=—x-i—y-]+4z-k bektorea emanik:
¢) Kalkulatu solidoaren muga osoan zehar irtengo den F bektorearen fluxua.
d) Kalkulatu S, gainazalaren zatitik irtengo den F bektorearen fluxua.
e) Kalkulatu F bektorearen lerro-integrala, lehenengo oktantean kokaturiko S,
eta S, gainazalen arteko ebakidura-kurban zehar.
(4 puntu)

2 2 2 2
a) S;=z=1- X ;y eta S,=z= X ;y gainazalen arteko ebakidura kalkulatzen

hasiko gara:

-2z-1)=27 & 41=2 < z:%

Za Bolumena  zilindrikoetan  planteatuko
dugu:
X = pC0sSd
y=psing |J|=
1=1
2 2
0<0<2z 0<p<1l L <z<1-2
2 2
Orduan, Bo|umena(v)=2ﬁ pdzdpd6 = 27sz (1-p%)dp= 27{1—1]:1
2% 2 4) 2
2
b) Azalera H\/lJr(z )? +(z, )? dxdy =
24 y2 Z, =—X
(1)non R, =x"+y* <1 eta -1 XY { ’
2 Z,=-Yy
(1) @ 2L (1+p2)3/2 1 )
= H\/l+x2+y2dxdy = J.J.p«/1+p2dpd0=27r T ?”(23’2 1)
00



X = pCcosé

 |I=p 0<o<27 0<p<1
y=psind

(2) polarretan: {

c) Solidoaren muga S =S, US, gainazal itxia denez, orduan Gauss-en teorema aplika
daiteke:

Dy =Dy +D = jj div(F ) dxdydz = m (~1-1+ 4)dxdydz = 2- Bolumena(V) =
\% \%

%)

d) o = ﬂ (—xdydz — ydzdx + 4zdxdy) (i)i ”[xz +y+ 2(x2 +y° )] dxdy =
S, Ry

X +y? 2l =X .
3)non S, =z= = N(=x,-v,1
(3) non S, - {z;=—y )
(1) eta (2) 271 1 37
=-3||(x*+y?)dxdy = -3 oldpdf=-3.27.—=-2"
!j( y*) dxdy pr p i

Xy

Beste era batera:

S,=S,uS;nonS, =z :% gainazal itxi berria definituko dugu. Gainazal honek

mugatzen duen solidoaren bolumena (V') hasieran definituriko V-ren erdia da. Orduan,
c) atalean azaldu dugun bezala:

Dy =Dy +Dg = 'mdiv(lf)dxdydz = 2-Bolumena(V') = Z'MZ%'
o
y=0<7x)

Eta @ = H (—xdydz — ydzdx + 4zdxdy) i) J_r” 2dxdy( = 2-Aza|era(RXy) =2
Ss Ry

() Sszz:% — dz=0

Orduan, & @, —d, T, 5T
2 4 3 2 2
x*+y?=1 |X=cCost
e)C=5nS, = 1 =< y=sint Osts% (x>0etay>0)
1==
2 ZZE
2

7l2
Orduan: Ilde: j (cost-sint—sint-cost))dt =0
C 0



