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f oo s 2009ko irailak 10 Matematika Il ﬁ?

Ariketa 1 | Ariketa 2 | Ariketa 3 | Ariketa 4 | 1. Zatia

Azterketaren iraupena: 3 ordu

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

1.- Aurkitu analitiko eta grafikoki hurrengo funtzioaren definizio-eremua:
L(y*—x
f(xy) :M+arcsin(|x|+|y|—l)
X +y? -1
(2 puntu)
D={(xy)eR*/y’ —x>0,x"+y*-1>0,-1<|x|+|y|-1<1}
V' -x>0 < x<y’

X+y-1>0 o x*+y*>1

—1<|X|+]y|-1<1 & |X+]y|<2




Xy
2.- f(xy)= L[H X2+y2j V(x,y)#(0,0)

0 (x,¥)=(0,0)
a) Estudiatu bere jarraitutasuna (0,0) puntuan.
b) Kalkulatu f/(0,0) eta f/(0,0).

c) Estudiatu bere diferentziagarritasuna (0,0) puntuan.
d) Aztertu f/ eta f  deribatuen jarraitutasuna (0,0) puntuan.

funtzioa emanik:

(1.5 puntu)

a) Jarraitutasuna (0,0) puntuan:
(polarretan) 2 o
lim f(x,y)= lim L[1+ Xy j = .imL[“sz

(x,Y)—(0,0) (¥)>(0.0) X2 +y° 2

o,

= lim L(1+cos@-sin@)=0= f(0,0)

p—0"
Beraz, f ez da jarraitua (0,0) puntuan.
0
LI1+—
( +h2j 0

b) £/(0,0) =lim fh0)=-100 _un, =lim—=0
h—0 h h—0 h h—0 h
0
L(1+2j
f,(0,0) =lim 10K)=10.0 _m\ K/ _im2_g
k—0 k k—0 k k—0 k

c) f jarraitua ez denez (0,0) puntuan, orduan ezin da diferentziagarria izan (0,0) puntuan.

d) f diferentziagarria ez denez (0,0) puntuan, orduan deribatu partzialak ezin dira
jarraituak izan (0,0) puntuan.



3.- lzan bitez f eta g funtzio diferentziagarriak non f(x,y,z)=g(v,w) eta
V=X+Yy+22
W:e2x+y+z
a) Kalkulatu Vf(0,0,0).

.Baldin Vg(0,2) = (1,-1):

b) Kalkulatu d—i non U =(L2,1) . Justifikatu emaitza.

Ul,0,0)

(2 puntu)

a) Vf(0,0,0)=(,(0,0,0), f,(0,0,0), £,(0,0,0))

2
f,=0,-u, +09,-v, =0, +2e7"".qg/
r_ o~ i ' 1A 2X+y+z i
fy_gu'uy—‘rgv.vy_gu—i_e 'gv

f/=g,-u+g, v, =2-g, +e”" g

(x,¥,2)=(0,0,0)= (u,v) =(0,1)
vg(0.)=@-) = g,(0n=1 g/(0H=-1 =

£/(0,0,0)=1-2=-1
£/(0,0,00=1-1=0 | = Vf(0,0,0)=(-10,1)
£(0,0,0)=2-1=1

1 2 1

b)i=0121) = |l]|:\/€ = U:(EE_J unitarioa da.

df 1 2 1 1 1
—|  =1£/(0,0,0)-—=+ /(0,0,0)-—=+ £/(0,0,0)- ——=———+——=0
d g0, N[ J6 V6 V6 6

0 = (1,2,2) -ren norabidean f-ren aldakuntza nulua da G = (1, 2,1) L Vf (0,0,0) = (-1,0,2)
baitira.



4.-  Aurkitu  f(x,y)=x"+y*—x-y-1 funtzicaren mutur absolutuak
M ={(x,y) eR?*/ X*+y* <4, y=>|x} multzoan.
(2 puntu)

f funtzio jarraitua da M multzo itxi eta mugatuan,
orduan Weiestrass-en teoremak ziurtatzen digu
multzo horretan f-ren maximo eta minimo absolutuak
existitzen direla.

v

a) f-ren puntu kritiko ez-baldintzatuak kalkulatzen hasiko gara:

f,=2x-1=0 < x:i

2 ) = Az(l,ijeM puntu kritikoa da.
, 1 2 2
f,=2y-1=0 < y:§

b) f-ren puntu kritiko baldintzatuak (M multzoaren mugan daudenak) kalkulatuko
ditugu. M-ren mugan hiru zati ditugunez, bakoitza baldintza baten bitartez adierazita
dagoena, lau kasu bereiziko ditugu:

bl) y=x = F(X)=2x"-2x-1 = F'(X)=4x-2=0 < X:% = A
b.2)y:—X = F(X):2X2—1 = F’(X):4X:O < X=0 = BZ(O,O)

b.3) X*+y* =4 = w(X,y)=x*+y>—x—y—1+A(x* + y* —4) funtzioa dugu
Lagrange-ren biderkatzaileen metodoa erabiltzeko. Honela:

W, =2x-1+2Ax=0< 2x(1+1)-1=0
w, =2y-1+21y=0<2y(1+1)-1=0

X*+y? =4
A=-1 = -1=0#

> = 2(x—y)(1+/1)=0<j_

y>0

X=y = 2X’=4 o x=t/2 = y=42 = Dz(ﬁ,ﬁ) puntu kritikoa
dugu.

b.4) Mugaren zati bien arteko ebaki-puntuak ere kontuan hartu behar dira (hau da,
baldintza biak batera egiaztatzen dituztenak. Mugako erpinak):

y=X A y=-Xx = B

X+y?=4 A y=x = D

X+y =4 A y=-xX = E:(—\/E,\/E)

Puntu hauetan guztietan f-ren balioak konparatuz:

f(A):—g f(B)=-1 f(D)=3-2v2 f(E)=3

Beraz, A minimo eta E maximo absolutuak dira.



@
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Ariketa 5 | Ariketa 6 | Ariketa 7 | 2. Zatia

Azterketaren iraupena: 3 ordu

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

2 2

X% -y
5.- lzan bedi f(x,y)=1+3x-2y+ '[ g(x+t)dt diferentziagarria. Kalkulatu
Xy
z=f(x,y) funtzioak adierazitako gainazalari dagokion plano ukitzailea (0,0)
puntuan.
(1.5 puntu)

Plano ukitzailearen ekuazioa:
z—f(0,0)= f/(0,0)-x+ fy’(0,0)-y

£(0,0)=1

2 2

K-y
f/(x,y) =3+ _[ g'(x+t)dt+2x-g(x+x* —y*)-y-g(x+xy) = £/(0,0)=3
xy

2y2

f,(x,y)=-2+ I g'(x+1)-0dt—2y-g(x+x* —y*)=x-g(x+xy) = £/(0,0)=-2
xy

Orduan, z= f(x,y) funtzioak adierazitako gainazalari dagokion plano ukitzailea (0,0)
puntuan honako hau da:

z2-1=3x-2y < z7=3x-2y+1




6.- S,=x"+y’+2z°=4 eta S,=x*+(y-1)°=1 gainazalak emanik, izan bedi S,
gainazalaren barrutik eta S, gainazalaren kanpotik lehenengo oktantean
definituriko solidoa. Kalkulatu solido horretako muga osatzen duen S
gainazalaren zatiaren azalera.

(2 puntu)
z
A
N2 (1 )2
S, =Xt 47427 =4 Azalera(sl):i‘[\/1+(zx) +(z} ) dxdy
S,=x"+(y-1°=1 i
non
d 2 2
Z=+/4—X -y \V/(X,y)eRXy =
T 2 VY Z:( _ _X
4_X2_y2
2 N N
5 Crysd gy
Ry, =X*"+(y-1)?=1 Y fasxi_y?
x>0 y=0
= Azalera(Sl):J"[;dxdy
Ry 4—X2—y2
X = pCcosé
Polarretan _ N=p =
y=psinéd

S,=X"+y’+7°<4 < p<2
S,=X*+(y-)’21 & X +y*-2y>0 < p=>2sind

T
0<f<—
Beraz, R,, = 2 . Orduan:
2sinf@<p<2
7 2 3
Azalera d dg =2 ( ) do =
‘(': J; p I 2sin@

T

2 V4
V4—4sin’ 0d0 =4 cos0do = 4sin 6|z =4
0

=2

(SR VYR



7- lzan Dbitez F=ax-i +b(x+Yy)-j+(@-b)z-k eremu bektoriala eta
S=(x-7)*+(y—e)*+(z-e")* =1 gainazala.

a) Kalkulatu div(F) eta rot(F).

b) Kalkulatu a eta b hurrengoa ezagutuz:

e Sgainazaletik irteten den F -ren fluxuak 8z balio duela
o g@lf-df =4, non C kurba itxi eta leuna den z=0 planoan kokatua
C

eta 2 unitateko azalerako eremua mugatzen duena.
(3 puntu)

a) div(lf)=a+b+a—b=2a

rot(ﬁ)z(0—0)-T+(0—0)-]+(b—0)-12=o-f+o-]+b-|Z
b) @ (F)=[[F-dS =8z

F eta bere lehenengo deribatu partzialak jarraituak eta S gainazal leuna eta itxia,
orduan Gauss-en teorema erabil dezakegu (S gainazalak mugaturiko bolumena V
izanik):

‘Ds('f)Z_” diV('f)dXdde=Zam.dxdydz=2a-Bqumena(V)(22a4?”=8ﬂ - a=3
v Vv

(*)V =1 erradioko esfera

9()lf~df=95(ax-dx+b(x+y).dy+(a_b)z.dz):4

C C

F eta bere lehenengo deribatu partzialak jarraituak eta C kurba itxia eta leuna, orduan
Stokes-en teorema erabil dezakegu (C kurbak mugaturiko eskualdea R izanik):

9Sﬁ-dr:jjrot(ﬁ)-d§=jjb-dxdy:b.Aza|era(R)=2b=4 o b=2
C R R



