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Ariketa 1 | Ariketa 2 | Ariketa 3 | Ariketa 4 | 1. Zatia

Azterketaren iraupena: 3 ordu

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

1.- Aurkitu analitiko eta grafikoki hurrengo funtzioaren definizio-eremua:
L[x-(x2 +y° —1)}

Ve -y

D:{(x, y)eR?*/x-(x* +y*-1)>0, e‘X—|y|>0}

f(xy)=

(2 puntu)

x>0 A X*+y?>1
X-(X*+y° -1)>0 = v

x<0 A X+y*<1
e’ -|y[>0 o |y|<e* o -e¥<y<e”

ity =l ——— LT
}f// T
bR >
d = r
) A X
\/:::-’:#J
*




L(x"-y+1) y 00
2.- f(xy)=qsin(x*+y?) ()= (0.0) vneN funtzioa emanik:

0 (x,¥)=(0,0)
a) Estudiatu bere jarraitutasuna (0,0) puntuan VneN.
b) Kalkulatu f/(0,0) eta f/(0,0), YneN.

c) Estudiatu bere diferentziagarritasuna (0,0) puntuan Vne N,

d) Aztertu bere deribagarritasuna (0,0) puntuan n=2 eta n=3
kasuetarako.

(2 puntu)

a) f jarraitua (0,0) puntuan <:>( I)irr?0 . f(x,y)=1(0,00=0
X, y)—=>(,

n. n+1. n qi
lim f(x,y)= lim M: im L(p c_os 6-sin6+1)
(x,¥)—(0,0) (x.¥)>(0,0) sin (X2 + yz) vape[_(;?;ﬂ) Sin (pz)

Nl (ool 9 ai @) baldinn=1
~ lim £ 00329 siné _ lim p"".cos"@-sin@= v ()
p0" o, p0" 0 vn>2
v6e[0,27) V6e[0,27)

Beraz, f jarraitua da (0,0) puntuan vn>2.

L)
(ho)-100  sin()
b) /(0,0) = lim " 2) _ im —0 VneN
h—0 h h—0
LQ)
£(0,k) - f (0,0) sin(kz)_o
fy’(O,O):Lim0 ’ ’ :klm0 =0 VneN

c) Baldin n=1, f ez da jarraitua (0,0) puntuan = f ez da diferentziagarria (0,0)
puntuan.

Vvn > 2 baldintza beharrezkoa eta nahikoa aplikatuko dugu:
L(h"-k+1)
_|f(hk)- (0,00~ £/(0,0-h—1/(0,0)-k sin(h? +k?)
lim = lim

X

(h,k)—>(0,0) ‘/h2 +k2 (h,k)—(0,0) /hz +k2
i ‘L(h”-k+1)‘ i ‘L(p”*l-cos"e-sim%l)‘
= m = Im ~
00509sin (h2 +k2)-h? k200 sin(p)- p




"1 .lcos" @-sin @ @) baldinn=2
~ lim P - ‘: lim p“fz-cosne-sine‘: v (0)
p—0" P p—0* 0 vn>3
V6e[0,27) v 6e0,27)

Beraz, f diferentziagarria da (0,0) puntuan ¥vn>3.
d) vn>3 f diferentziagarria da (0,0) puntuan = f deribagarria da (0,0) puntuan.

n =2 kasuan definizioa erabili beharko dugu. Honela:

eR Vi=(h,h,) unitarioa.

(0,0
L(A™*-h-h, +1)

- sin(4° nH
d (AR 100 () i,
dd 0.0) 250 A A0 A A0 A

f deribagarria da (0,0) puntuan < Hd—]:

(n=2)
=limA"?-h’-h, = h’-h,eR <« f deribagarria da (0,0) puntuan.

A—0



F(x,y,t) =y —xy+t+a=0

ekuazio-sistema.
G(x,y,t)=L@A+t)+xy+b=0

3.- Izan bedi {

a) Aurkitu a,beR parametroen balioak aurreko sistemak x=x(t) eta
y=y(t) funtzio diferentziagarriak defini ditzan P(x,y,t)=(2,-10)
puntuaren ingurune batean.

X = X(t)

y=y(t)

kurba. Demagun planoko (x,y) puntu bakoitzean tenperatura

T(X, y):ex-(cos(ﬂy)+sin(7zy)) funtzioak adierazten duela. Baldin (2,-1)

puntutik mugitzen bagara C kurbak adierazitako norabidean, tenperatura
igoko edo jaitsiko da?

b) lzan bedi aurreko atalean lortutako funtzioek definituriko CE{

(2 puntu)

F(X,y,t) =y —xy+t+a=0

ekuazio-sistemak funtzio
G(x,y,t)=LQ@+t)+xy+b=0

a) Ilkus dezagun ea {

inplizituaren teorema egiaztatzen duen P(X,y,t) =(2,-1,0) puntuaren ingurune batean:

F(P)=1+2+0+a=0 < a=-3
G(P)=L1-2+b=0 < b=2

Fo=-y F=2y-x F'=1

ii. 1 jarraituak dira P puntuaren ingurune batean.
Gy=y Gy=x G/=—
1+t
FF -y 2y-—-X 1 4
iii. |D(F’G) =5 :‘ y 4y :‘ ‘:—27:0
D(x,Y) |, G, Gyp y x |, -1 2

Beraz, a=-3 eta b=2 direnean, P(X,y,t)=(2,—-1,0) puntuaren ingurune batean

= X(t 0)=2
Hl{x x(t) diferentziagarriak non {X( ) .
y=y(t) y(0)=-1
b) Tenperaturaren aldakuntza (2,—1) puntutik abiatuz d—-[ deribatu direkzionalak
Ul

X =X(t)

kurbak adierazitako norabidea o =(x'(0),y'(0))
y=y()

emango digu, non Cs{

(unitarioa) den.

Hasierako sisteman t-rekiko deribatuz eta P puntuan ordezkatuz:



TYHHRYEX)YHLI=0 i (0(0) - 4y(0)+1=0 X(0)=3
y-x’+x-y'+ﬁ:0 —x'(0)+2y'(0)+1=0 y'(0) =1
+
unitarioa _ 3 1 T diferentziagarria
= (¥(0.y(0)=6) = u:[ﬁ’ﬁj
dT 3 1
—  =T/(2,-1)—+T/(2,-1) —
i, , e e g
T, =e*-(cos(zy)+sin(zy)) = T,(2,-1)=—€’
T, =ze*-(-sin(zy)+cos(zy)) = T,(2,-1)=-ze’
dT , 3 , 1 e? _
— =—e°- — e - =— 3+7)<0 = tenperatura jaitsiko da.
dil, ., C w0 peratura




4.- Aurkitu f(x,y) = (1+ ex)-sin y —x-e* funtzioaren mutur erlatiboak.

(2 puntu)

Baldintza beharrezkoa aplikatuko dugu puntu kritikoak kalkulatzeko:

f,=e"-siny—e*—x-e*=e*-(siny-1-x)=0 < x=siny-1

f,=(1+e")-cosy=0 < cosy=0 < y:%+k7r vkeZ

Baldiny=%+2k7r vkeZ = x:sin(%+2k7zj—1:l—1=0

Baldiny =%+(2k +)r VkeZ = x =sin(%+(2k +1)7zj—1= —1-1=-2
Beraz, lortutako infinitu puntu kritikoak hauek dira:

P(o,%uknJ VkeZ

Q(-2,%+(2k +1)7r] VkeZ

Puntu kritikoetan baldintza nahikoa aztertuko dugu orain:

n /4 1
. _ f.P)=-1 Q) =-=
fl=e"(siny-1-x)—e"=e*-(siny-2-x) e
" X H 4 14 l
fio=—(1+e)-siny = (P2 Q=15
fx,;/ =e*.cos y fx;(P) -0 er}r/ (Q) =0
Orduan:
d?f(P)=—(dx)*-2(dy)> <0 < P maximo erlatiboa
VkeZ

d’f(Q)= —eiz(dx)2 +(1+ei2j (dy)’>0 < Q zeladura-puntua

Edo Sylvester-en irizpidea erabiliz:

-1 0 A, =-1<0
Hf (P) = = J d?f(P)<0
0 -2 A,=2>0
_iz 0 Alz—eiz<0
HQ=° | = L1
0 1+e—2 Azz—e—z-(1+e—2j<0 = d*f(P)20
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Azterketaren iraupena: 3 ordu

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

5- f(x,y) :xz-g(eyz*xy) funtzio diferentziagarriak 4e balioa hartzen duela (1,1)

puntuan jakinda, kalkulatu E=3f/- f  adierazpenaren balioa puntu horretan.

(1.5 puntu)
fr=2x-g(e’ ™)+ yx?-e™.g'(e/™
f(X, y) = X2 . g (ey2+xy) - ( )+2 2 ( )
fy':Xz-(2y+x).ey+XV.g'(ey+xy)
f/(1,1)=2- 2 2. q'(e?
- /1) =2-g(e’)+€* g’ () = 3f/-/=6.g(?)
Ay =3-¢"-g'(e) = E=24e.

fLD)=g(e*)=4e




0<z<4
6.- 1zan bitez V ={x* + y* <9 solidoa eta bere muga osatzen duen S gainazal itxia.
2< X +y?

a) Kalkulatu S gainazaleko z = x* + y* gainazalaren zatiaren azalera.

b) F(x,V,z)=3x-T +2(x+Yy)-j+2z-k bektorea emanik, kalkulatu S gainazal
itxian zehar irteten den F -ren fluxua.

¢) lzan bedi z =x*+y® gainazalean kokaturiko C kurba itxi eta zatika leuna.
Baldin z =0 planoaren gaineko C kurbaren proiekzio ortogonalak 10 u®-ko
azalera mugatzen badu, kalkulatu F -ren zirkulazioa C kurban zehar.

(3 puntu)
sp=z=4
z A&
I e
a
"l ;
'i‘ f’ -‘—SE Exz +I}’2 =5
1-" :.I
L1
LY
% ¥
. I
o ---_"‘};T.T__“:;:"::xt_.,,_*
== e A — = > Y
| m=z= 24 yz

S =z=x"+y* V(x,y)eR, =x+y’<4 =

= Azalera(S,)= II\/1+(Z; ) +(z’y)2dxdy = ”«/1+ 4x% + 4y dxdy
Ry Ray

X =
Polarretan: { )
y=p-siné

F (l+ 4;02 )3/2 1 T /
= Azalera(Sl) = I J‘p\/l+ 4p*dpd@=27-~—~L .2 = g.(173 2 _1)
00 .
b) S gainazal itxia denez, Gauss-en teorema (1) erabil daiteke, beraz:



@, (If) = H F.dS = ”(BX dydz + 2(x + y) dzdx + z dxdy)gm‘div( If)dxdydz = 6”] dxdydz =

X=p-cosé 0<0<2r
Zilindrikoetan: Sy = p-sind [J|=p = V=50<z<4
2=7 Ji<p<3

2

4

CO—

4
pdpdzd9=6-27z%j(9—z)dz=6ﬂ(36—8)=168;z
0

c¢) C kurba itxi eta zatika leuna denez, Stokes-en teorema (2) erabil daiteke, beraz:

@ﬁ-df:@(3xdx+2(x+ y)dy+zdz)(jjjrm(ﬁ)'d§ (DefEZiOZ)ijj(Fm(ﬁ)- N)-dxdy(i)
C c Sy R,
= +2[[ dxdy = iZ-AzaIera(R:y)(i)—Z Azalera(Ry ) =-20

R,

Yy

R;, =C kurbaren proiekzioak mugaturiko eskualdea = Azalera(Ry,)=10
(3) Tm(ﬁ):O-T+O. j+2-k eta N=(-z,-2),1)=(-2x,-2y,1) LS,

4) 7>%



7.- 1zan bedi U (x,y) = x>+ 2xy —y* +100 funtzio eskalarra.

a) Kalkulatu a,b,c,d e R, U funtzio eskalarra

F(x,y)=(ax+by)-i +(cx—dy)-j eremu bektorialaren funtzio potentziala
izan dadin.

b) Kalkulatu P puntuaren koordenatuak, jakinda lehenengo koadrantearen
erdikarian dagoela eta j F.dr =2, C kurba
C

(0,0)—>P
y=x+(x"-1)- L(x+1)-e"* funtzioak adierazitakoa izanik.
(1.5 puntu)

a) U funtzio eskalarra F -ren funtzio potentzialada < VU=F <
U, =2Xx+2y =ax+bhy
& a=b=c=d=2

U =2x-2y=cx—dy

b) P puntua lehenengo koadrantearen erdikarian dagoenez, P(X,,X,) erakoa izango da.

VU=F < '[lf-df bidearekiko independentea. Lerro-integrala, beraz, hiru eratan
kalkula daiteke.

e Emandako C kurban zehar integratuz. Aukerarik zailena.
e Funtzio potentziala erabiliz:
j F.dr = j VU -dF =U(x,,%)-U(0,0)=2 <
c c
(0.0)5(%.%) (0.0)->(%.%)
X2 +2x2—x2+100-100=2 < 2xXX=2 < X =1 o x,=%*1
Hortaz, P(1,1) edo P(-1,-1) izan daiteke. Kontuan hartuta puntu honek

C=y= x+(x5 —1)- L(x+1)-eJ1‘_X kurban ere egon behar duela, orduan P(1,1)
izango da.

e (0,0) puntutik P(x,,%,) puntura doan bide errazenetik integratuz. Kasu honetan
bide hori C'=y = x zuzena da. Orduan:

_[ F.dr = j ((2x+2y)dx+ (2x—2y)dy) = Jg4xdx= 2x2 =2
! 0

C C
(0,0)>(% %) (0,0)—>(%,%)



