Matematika Aplikatua Saila Kalkulu Infinitesimala

ALDAGAI BATZUETAKO
FUNTZIOEN JARRAITUTASUNA,
DERIBAGARRITASUNA ETA
DIFERENTZIAGARRITASUNA
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1.- Hurrengo funtzioa emanik
x3-e
F(x,y)=1x*+y
0 baldin (x,y) =(0,0)

a) Estudiatu f-ren jarraitutasuna R* planoan.
b) Kalkulatu f-ren lehenengo ordenako deribatu partzialak R? planoan.

a) Aztertu f-ren lehenengo ordenako diferentziagarritasuna R*-n.

baldin (x,y) # (0,0)

2

a) V(x,y)=(0,0) fjarraitua da.

£(0,0)=0
3 LAY 3 3 psind
i : X" -e . -C0s°@-e . .
lim f(X, y): lim > > = lim P . = lim p_COSBQ_epsmH:O
(x,y)—(0,0) (x,y)—>(0,0) X* + y p—0° P p—0"

Beraz, f jarraitua da (0,0) puntuan.

b) v(x,y)=(0,0):

4 X4+3X2 2 ,ey
fX(X! y):( 3 y2 )2
(X*+Yy9)
' (X2 + y2 _2y) X Xgey
f'(x,y) =
y( y) s
h3
£0,0) < lim L (0= Q.0 . h? _,
h—0 h A h
o
f,(0,0) =lim FO.K)-f(0.0) ik _p
k—0 k o

c) V(x,y)=(0,0) fdiferentziagarria da.
(0,0) puntuko diferentziagarritasuna aztertzeko baldintza beharrezkoa eta nahikoa

erabiliko dugu:
h?.e
! [£(h.k)~ £(0,0)~h-£/(0,0)~k- £,(0,0) ! h2+k2_h‘
(h,k)l—rr(]o,O) [h? 1 K2 _(h,k)l—rfgo,()) [h? 1+ K2
i |h3-(ek —1)—hk2| ‘pa-cosg’é?-(ep“”a —1)—p3-cose-sin26?‘
Im =

= = lim
(h,K)—>(0,0) (hz Jrk2)3’2 0" p3

= lim ‘cos3 9-(e”5‘”9 —l)—costs’-sin2 0‘ =sin” 9-|cos 6] = 0
p—0"

Beraz, f ez da diferentziagarria (0,0) puntuan.
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X —sin(x)
———"2 baldi 0
2.- lzan bedi f(x,y)=1y-sin(y) aan e

0 baldin (x,0), x e R

Estudiatu (0,0) puntuan:
¢) f-ren jarraitutasuna.
d) f-ren deribatu partzialak.
e) f-ren diferentziagarritasuna.

a) f(0,0)=0
f-ren limite direkzionalak kalkulatuko ditugu (0,0) puntuan:
(Xy£;50 f(xy)=0
i L'H L'H i
lim  f(x,y)=lim x—sin(x) Lt im 1-cos(x) ‘M1 Lim sm(x) B
(x,y)->(0,0) x>0 mx —sin(mx) x>0 m—m-cos(mx) mHOm-sm(mx)

y=mx YmeR-{0}

1 X 1
~—| R — Im f(x,
m? il mx m? - Z ; (0,0 (x.y)

Beraz, f ez da jarraitua (0,0) puntuan.

b) 1/0,0)=lim (O =100) . 0-0_,
h—0 h hs0 h
O —
10,0 = lim @0 =FOO _y ksint) ;.0
k—0 k k—0 K ki

¢) f jarraitua ez denez (0,0) puntuan ezin da diferentziagarria izan puntu horretan
(baldintza beharrezkoa ez baitu betetzen).

Xy(x* -~ y*)
Y (X, 0,0 . .
3- F(Xy)=2yx* =y +y*—x° (x.¥)#(0.0) funtzioa emanik:

0 (x,¥)=(0,0)
a) lrudikatu funtzioa definiturik ez dagoen planoko puntu-multzoa.
b) Estudiatu f -ren jarraitasuna (0,0) puntuan.
¢) Kalkulatu f,(0,0) eta f /(0,0) (jarraitasunez hedatu beharrezkoa bada).

d) Estudiatu f -ren diferentziagarritasuna (0,0) puntuan (jarraitasunez hedatu
beharrezkoa bada).

OC-y) o xy(E-y) xy(-yY)
-y iy =Xty -y - (¢ -y?) (Y -D(X* - )
Beraz, D ={(x,y) e R*/(y-1)(x* - y*) = 0} U {(0,0)}

=1
(y—1)<x2—y2>=o@{2 o
X' =y’ o |x|=|y| e y=1x

a)
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=X )=

Y

)=

2 2
b) V(x,y)eD Xy(x ;y )2 - beraz:
(y-D(x*-y%) y-1
Y w(x,y)eD-{(0,0)}
f(x,y)=4y-1
0 (x,y)=(0,0)
Orain (0,0) puntuko jarraitasuna aztertuko dugu:

, , Xy N
I f(x,y)= lim ——=0=1(0,00= f tua da (0,0) puntuan.
LU (x,y) LU V1 (0,0)= f jarraitua da (0,0) puntuan

R

O 10,0 =lim f(h,O);f(0,0)z i

£/(0,0)=lim - @100 _yip k=1~ _
k—0 k

d) (0,0) puntuan diferentziagarria izateko baldintza beharrezkoak betetzen dituenez
(jarraitua da eta f/(0,0) eta f/(0,0) finituak dira), baldintza beharrezkoa eta

nahikoa aplikatuko diogu:

hk
(k)= £(0,00-h- 10,0 -k-f;(0,0)] k-1
lim = lim ——_=
(h,k)—(0,0) \/h2+k2 (h,k)—(0,0) /h2+ 2
k| O p’ |cos O||sin g @ fim plcosd|fsing| 0 vo

= lim = lim =
(00500 1| \nZ 4+ k2 o0 lpsing-1-p -0 |psing -1
Beraz, f diferentziagarria da (0,0) puntuan.
X = pCcosé
1) Polarretan:{ r .
y=psing

(2) lim|psing-1=1
p—0"
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X2y
4.- 1zan bedi f(x,y)={ x> +y
0 baldin (x,y)=(0,0)
a) Aztertu f funtzioa diferentziagarria ote den (0,0) puntuan.
b) Baldin G =(h,h,) bektore unitarioa bada, f funtzioaren deribatu direkzionala

(0,0) puntuan U bektorearen norabidean h, - f/(0,0)+h,-f/(0,0) adierazpenak
emango du? Arrazoitu erantzuna.
b) Aurkitu f -ren deribatu direkzionala (0,0) puntuan G=(11) bektorearen

norabidean.

baldin (x,y) # (0,0)

2

a) Diferentziagarria izateko baldintza beharrezkoa deribatu partzial finituak edukitzea
da:

0

£10,0) = lim MO =00 _ ;. h* _,
h—0 h h—0 N
0o

£0,0) = lim T @K =TO0 _ i, k* _g
k—0 h k—0 k

Orain baldintza beharrezkoa eta nahiko erabiliko dugu:

h?.k
. | (h.k)- £(0,0)~h-£,(0,0) k- ,(0,0)| i Ik
Im = | = =

m =
(h,k)—(0,0) /h2+k2 (h,k)—(0,0) /h2+k2

p°-cos*0-sind
3

= lim

=@(0)#0 = ez dadiferentziagarria.
p—0*

b) f diferentziagarria ez denez (0,0) puntuan = d—t

#h, - 1,(0,0)+h,- f/(0,0)
(0,0
¢) (0,0) puntuko deribatu direkzionala kalkulatzeko definizioa erabili behar da:
13 . h12 . h2
=lim f{ah, Ah,) - 1(0.0) — lim—24 =h?-h, Vi=(h,h,) unitario.

0.0) A—0 A A0 A

df
da

Orduan, U = (L,1) unitario bihurtuko dugu: U =(i2i2j

1Y 1 1

o (fT 2 a2

eta —
dd
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3

y
5.- (X y)=14x2+2y?
0 baldin (x,y)=(0,0)

a) Aztertu f funtzioaren jarraitutasuna (0,0) puntuan.
b) Kalkulatu f,(0,0) eta f (0,0).

¢) Estudiatu f -ren diferentziagarritasuna (0,0) puntuan.

baldin- (%)% 0.9) ¢ tzioa emanik:

a)
) (polarretan) 3.sin®@ ) sin*@
lim fO0y) = lim——E———— lim p—— =
(X,y)(0,0) p—0" p?.C0S° @+2p°-sin@ -0 cos® @+ 2sin® 6

Ve
=0-bornatua=0= f(0,0) < f jarraituada (0,0) puntuan.

0
b) /(0,0)=limMO=TO0 _y;h* "~
h—0 h h—0 h
k3
LS
£0,0)=lim QK =TO0 _ 26 - _1
k=0 k h-0 kK 2

c) f diferentziagarria da (0,0) puntuan <
_ |f(h,k)—f(0,0)—h.fx’(0,0)—k-fy'(0,0)|
lim =0

(h,k)—(0,0) \/hz g
Kasu honetan:

S
h2+2k* = 2 [2k® —kh* —2k°| K|-h?

li = i = i =
<:>(h,|<)ILT(Io,0) /h2+k2 (h,k)lggo,O)Z(h2+2kz) /h2+k2 (h,k)lg?o,O)Z(h2+2k2) /h2+k2

(Polaietan) lim p3 .|Sin 9| .cos’ @
p—0" 2p2 '(C(:)S2 g+ ZSinZ 9),0

—p(0) =0 VO

Beraz, f ez da diferentziagarria (0,0) puntuan.
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. 1
2 AN
6.- f(x,y)= L(X e ) Sm(x%sz V)= 0.0 funtzioa emanik:

0 (x,¥)=(0,0)
a) Aztertu f-ren jarraitasuna (0,0) puntuan.
b) Kalkulatu f/(0,0) eta f/(0,0).

c) Aztertu f-ren diferentziagarritasuna (0,0) puntuan.

a) fjarraituada (0,0) puntuan <  lim f(x,y)= f(0,0)

(x)-(0,0)
f(0,0)=0

( I)irrg0 ) f(x,y) =L1-(bornatua) = 0- (bornatua) =0 = f (0,0)
X,y)—>(0,

Beraz, f jarraitua da (0,0) puntuan.

.o (1 , (1
(00100 _, L(h +1)-sm(hz)~“mh -sm(hzj:
h

h—0 h h—0
. (1
= I|mh-sm(—2j =0-(bornatua) =0
h—0 h

. L(ek)-sin(klzj . k -sin(klzj

i _li _ |imsin(i]:>
k—0 k k—0 k k—0 k2

) OO0 =lim

f,(0,0) =lim

= 7f/(0,0)

f(0,k)— f(0,0)
- _

c) Af/(0,0) = fezin da diferentziagarria izan (0,0) puntuan.
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X%y .
— 27 paldin (x,y) = (0,0
7-1zanbedi f(x.y) =1y xy Coan (xy)#(0.0)
0 baldin (x,y) = (0,0)

a) Estudiatu bere definizio-eremua, jarraitutasuna (0,0) puntuan eta kalkulatu
deribatu partzialak (0,0) puntuan.

b) Azaldu diferentziagarria denentz (0,0) puntuan.

¢) Lortu f-ren gradientea P(2,-1) puntuan eta baita puntu honetatik igarotzen den
maila-kurbari dagokion zuzen ukitzailea ere.

a) Definizio-eremua:

2
x2+y2—xy:(x—%j +%y2 =0 <

y

2 o (xy)=(0,0)
0

Baina f(0,0)=0

Beraz, D =R*®

Jarraitutasuna (0,0) puntuan:
2 3 2 H
lim fxy)= lim —2>Y = lim 2% 0-snf __
(x,y)—(0,0) (x,¥)—(0,0) x +y =Xy p%O*p -p cosé@-siné

. cos?@-sing@ )
= | — =0 V@e|0,2 I f(x,y)= (0,0
pLT*pl—cose-sinH e[ ”) @ (wiIE(]OYO) (x.y)=10.0)

Beraz, f jarraitua da (0,0) puntuan.
(*) 1-cos@-sind=0 VOe[0,27)
Deribatu partzialak (0,0) puntuan:

£0,0) = lim L0O- 1.0 0 g

h—0 h h—0 h

1,00 =lim {10 _y

b) (0,0) puntuko diferentziagarritasuna aztertzeko baldintza beharrezkoa eta nahikoa
aplikatuko dugu:

h2k
_|f(hk)-f(0,0-h-£/(0,00~k- /(0,0 |h?+k*—hk
lim = |im =
(h,k)—(0,0) \/hz + k2 (h,k)—(0,0) \/h2 + K2

. p’cos’ 0-[sind)|
= lim — :
p-0" p°(l—cos @-sinb)- p

=p@)=0 Ve [0, 27[)

Beraz, f ez da diferentziagarria (0,0) puntuan.
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c) V(x,y)=(0,0) fdiferentziagarria denez, orduan:

vi@2,-1)=1@2-1)7+f/(2-1)]

VLY £ (0,0) (xy)= DI DN XY@XY) gy gy 8

(x> +y? —xy)® 49
V(% y) (0,00 f/(x )—XZ(XZWZ_XV)_XZV(ZV_X) ~ f2-n=12
Y ’ VY (X2 +y? —xy)? e 49

- Ven--S ity 812
29" 291 749729

P puntutik igarotzen den maila-kurbari dagokion zuzen ukitzailea eta puntu horretako
gradientea elkarzutak direla kontuan izanik, orduan

Bektore ukitzailea: (—E _8 ji(—i,gjzﬁ(z,—l)

49" 49 49' 49
o Xx—-2 y+1 X—2 +1 2x 7
Zuzen ukitzailea: ——=21 - & ——=2 ° & y=—_—__
128 2 8 Y7373
49 49

X2y (XY
X+ -sin Y(x,y) = (0,0
8.- f(x,y)= X2 +y? (x2+y2 (x.y)=(0.0

0 (x,¥)=(0,0)
a) Aztertu bere jarraitutasuna R* planoan.
b) Kalkulatu bere lehenengo deribatu partzialak (0,0) puntuan..
c) Aztertu bere diferentziagarritasuna (0,0) puntuan.
d) Estudiatu bere deribagarritasuna (0,0) puntuan.

funtzioa emanik,

a) D=R? eta V(x,y)eD —{(0,0)} f jarraitua da (funtzio jarraituen konposaketa baita)

(x,y)=(0,0) puntuan, 3f(0,0)=0

2 3 3 2 3 3
: : X" - X+ : X" - X+
lim f(x,y)= lim |x+— y2 -sin| —; yz =0+ lim — y2 -sin| — y2
(x,y)—(0,0) (x,y)—(0,0) X +y X" +y (x,y)—(0,0) X +y X +y

2 3, 3 3 anc? 0o 3 (~nad i3
Ea nim Y -sin(x +y j: i £2°7€05° 6 sme‘sin[p (cos® @ +sin H)J:

(x9)(0.0) X2 4 Y X24+y? ) o0 o’ P
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= lim p-cos® @-sind-sin(p-(cos’ 0 +sin*0))=0 VO<[0,27)

p—0"

Orduan Iirr(loo) f(x,y)=0= (0,00 <« fjarraituada (0,0) puntuan.

(x,y)—>(0,

h+£-sinh
b) fx’(0,0):Ling f(h,o)—f(O,O):“m+:l

h—0

f;(0,0) =lim =lim>——=0
k—0 k—0 k
c) (0,0) puntuko diferentziagarritasuna aztertzeko baldintza beharrezkoa eta nahikoa

erabiliko dugu. Hots, f diferentziagarria da (0,0) puntuan <

0 ink
f0,k)-(0,0) . 2 "
k

<

y |f(h,k)— f(0,0)—h- f/(0,0)—k- fy'(0,0)|
im =0

(h,k)—(0,0) \/h2+k2
Hau da:
ha h? .k sin h®+ k3 _h h?.k sin h®+ k3
h? + k? h? + k? h? + k? h? + k?
(h,k)—(0,0) \/h2+k2 (h,k)—>(0,0) \/h2+k2

|p-C032 0-sin0-sin(p-(00339+3i”39))| _

= lim -
p—0*" Y2,
—0
= lim cos’ §-sin @ -sin( p-(cos® @ +sin®6) ) =0
p—0"

Beraz, f diferentziagarria da (0,0) puntuan.

e) fdiferentziagarria da (0,0) puntuan = f deribagarria da (0,0) puntuan.



Matematika Aplikatua Saila Kalkulu Infinitesimala

X-Sin X
9.- 1zan bedi f(x,y) =4 x* +y?
0 Baldin (x,y) =(0,0)

a) Estudiatu f-ren jarraitutasuna (0,0) puntuan.
b) Kalkulatu f-ren deribatu partzialak (0,0) puntuan.
b) Aztertu f diferentziagarria ote den (0,0) puntuan.

Baldin (x,y) # (0,0)

a) Jarraitutasuna (0,0) puntuan:
X -Sin x (polaretan) lim P €0s@-sin(pcos )
= - ~

lim f(x,y)= lim ——
(x,y)—>(0,0) (x.¥) (y)-(00) X* 4 y? 0" )

~ lim 28989-pC0SO _ 2.0 £(0,0)

2
p—0" Yo

Beraz, f ez da jarraitua (0,0) puntuan.

h-sinh B
b) 10,0 =limALO=TOO i, n? —_ppsinh by
h—0 h h—0 h—-0 h h—0 h
0
£0,0) = lim QK =TOO _ kim0
k—0 k k>0 Kk k=0 Kk

c) f jarraitua ez denez (0,0) puntuan, orduan ezin da diferentziagarria izan (0,0) puntuan.
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2

Xy
V(X 0,0
10.- Izan bedi f(x,y)= COS(Xz+yzj (%, y) # ( ).

1 (x,¥)=(0,0)
a) Estudiatu f-ren jarraitutasuna (0,0) puntuan.
b) Kalkulatu f/(0,0) eta f (0,0).

c) Aztertu f -ren diferentziagarritasuna (0,0) puntuan.

a) Jarraitutasuna (0,0) puntuan:

2 3 Y
: X (polarretan) -c0s@-sin“ 0
im f(x,y)= lim cos Zy =| = limcos L > =
(x,y)—(0,0) (x,y)—(0,0) X“+y p—0" P

p—0*

mugatua
= lim co{p-cosﬂ-sin2 6’] =cos0=1= f(0,0)

Beraz, f jarraitua da (0,0) puntuan.

0
= |1
Cos(hzj 1-1

b) £/(0,0) = lim MO =FO0) _p, —lim=1_¢
h—0 h h—0 h h-0 h
COS(Oj—l
— 2 _
£0,0) = lim LK =FOO _ o, K171
k—0 k k—0 k k-0 Kk

c¢) Baldintza beharrezkoa eta nahikoa aplikatuko dugu.

Hots, f diferentziagarria da (0,0) puntuan <

’ |f(h,k)—f(0,0)—h-fx’(0,0)—k-fy’(0,0)|
im =0

(h.k)—(0,0) /hz +k?

hk?
cos| o

~

Hau da:

p-cos0-sin? o)’
( )

(polarretan) |COS (p -Cc0s@-sin 2 9) —1|
Im

im = ~ lim 2
(hk)->(0,0) \/hz e p0* D p0* )
2 2 .4 mugatua
. . -sin 1 . Y i
i 2008 08I0 L i Cos?0-sin 020 Vo
p—0° 2p 2 po0°

Beraz, f diferentziagarria da (0,0) puntuan.
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11.- lzan bedi f:DcR*——R non z=f(x,y). Arrazoitu ea hurrengo
baieztapenak egiazkoak edo faltsuak diren:
a) Baldin f deribagarria bada P, puntuan, orduan f diferentziagarria da P,

puntuan.
b) Baldin f diferentziagarria bada R, € D puntuan = f/(R)=f /(R)=0
c) Baldin fjarraituaez bada P, e D puntuan = Zf/(R), Zf/(R,).

d) Baldin f diferentziagarria ez bada F, € D puntuan = fox’(Po) , foy’(PO).
e) Baldin f diferentziagarria bada B, D puntuan = f/ jarraitua da P,
puntuan.

a) Faltsua. Deribagarritasuna baldintza beharrezkoa da diferentziagarritasunerako, baina
ez, ordea, nahikoa.

b) Faltsua. Baldin f diferentziagarria bada P, e D puntuan = 3f/(R), f/(P)eR,
baina ez dute zertan berdinak eta, areago, nuluak izango.

c) Faltsua. Jarraitutasunaren eta deribatu partzialen existentziaren arteko erlaziorik ez
dago.

d) Faltsua. Deribatu partzialen existentzia diferentziagarritasunerako baldintza
beharrezkoa da baina ez, ordea, nahikoa.

e) Faltsua. Baldin f diferentziagarria bada P, e D puntuan = 3f/(R), f/(P,)eR,
baina ez dute zertan jarraituak izango.

zy Baldin y = —x? _ _
12.- f(X,y)=1X"+Yy funtzioa emanik:
1  Baldin y=—x°
a) Aztertu f funtzioaren jarraitasuna (0,0) eta (1,-1) puntuetan.
b) Kalkulatu f funtzioaren deribatu partzialak (0,0) eta (1,-1) puntuetan.
¢) Estudiatu f funtzioaren direntziagarritasuna (0,0) eta (1,-1) puntuetan.

a) f(0,0)=1eta f(1,-1)=1
lim —Y——lim——25N0 i, SN0 _
=00 X2 +y  po0° p°-c0s* @+ p-SinG  »-0" p-cos’H+sind

_? VO#0, 7

= non @ |(0,2x). Orduan lim f(x,
0 Baldiné@d=0,rn E[ 7[) Z(x,y)»(om (x.¥)

lim —Y =10 = A lim f(xy)
(x,y)>@-1) X° + y (x,y)—>(1,-1)

Beraz, f ez da jarraitua (0,0) eta (1,-1) puntuetan.
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0
=1
oo f(h0)- (0,00 . pZ T ,
b) ,(0,0) = lim : =lim =z = A(0,0)
LS}
£/(0,0) = lim 10K)=10.0 _jimk ~_jimi=t_g
k—0 k k—0 k k—0 k
_1 l
TR T o VYN ) 13h 22h:ioo
10 h -0 h -0 h®+2h
= A1)
vk
£, = lim T 2O IETD 12100y L
k—0 k k—0 k k—>0k

¢) (0,0) eta (1,-1) puntuetan f jarraitua ez denez, ezin da diferentziagarria izan.

X2-y

13- f(x,y)=13""" Baldin (x,y)#(0,0) funtzioa emanik:
1 Baldin (x,y)=(0,0)
a) Aztertu f funtzioaren jarraitasuna (0,0) puntuan.

b) Kalkulatu f funtzioaren deribatu partzialak (0,0) puntuan.
¢) Estudiatu f funtzioaren direntziagarritasuna (0,0) puntuan.

X2y p°-cos?@-sind

a) lim f(x,y)= lim 3 =1lim3 *  =lim3 %" =3°=1= {(0,0)

(x,¥)—(0,0) (x,y)—(0,0) p—0" p—0"

Hortaz, f jarraitua da (0,0) puntuan.

0
f(h,0)—f(0,0) . 3" -1 . 1-1
h _L'ﬂg h —L'EJ h =0

b) ,(0,0) = lim

=lim =lim =0
h—0 k k—0 k

0
— K2 _ —
fy,(o’o):"mf(o,k) f(0,0) 3¢ —1 1-1
k—0 k

c) Baldintza beharrezkoa eta nahikoa erabiliz:
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h?.k

3 1

im F-f0.0-h- 00—k OO _ .

(h,k)—(0,0) \/h2+k2 (h,k)—(0,0) [h2+k2

= lim lim ‘L(S"'COS 9'5"‘9)

p—0* Y2 p—0* Yo, p—0" Yo,

3,0»0052 osing l‘

.c0s®0-sin6-L(3
= lim |p ®) cos’@-sind-L(3) =0

Beraz, f ez da diferentziagarria (0,0) puntuan.

X2 +y? :
———=—— Bald , 0,0 : .
14.- f(X,y)=9L{L-x*-Yy?) aldin-(x.y) = (0.0) funtzioa emanik:
a Baldin (x,y)=(0,0)

a) Kalkulatu a € R parametroaren balioa f jarraitua izan dadin (0,0) puntuan.
Aurreko atalean lortutako a parametroaren baliorako:

b) Kalkulatu f funtzioaren deribatu partzialak (0,0) puntuan.
¢) Estudiatu f funtzioaren direntziagarritasuna (3,3) puntuan.

a) f jarraitua (0,0) puntuan < lim f(x,y)= f(0,0)

(,y)(0,0)
£(0,0)=a

. : X2 +y? . P’ . p?

lim f(x,y)= lim ———=lim —~ lim——=-1 v#e[0,27]
(x,y)—(0,0) y)-00 L(1-X"—y7) o0 L(l—p ) o0 —p

Orduan, f jarraitua (0,0) puntuan < a=-1.

h2

D
— _h2 2 e
b) fx'(0,0)=|imf(h’0) f(0’0)=|im L-h?) _ mh +L(1 f;)~
h—0 h h—0 h >0 h.L(1—h?)
2h 1
g 2h—-— 1—_~
2 _h?) (LH)
i LAY (T A 2y Ak
o - n-0  —3h? L
2. 1-h*-1 2. h 0

——=lim———==1lim
30 h.(1-h?) 3h>01-h?
Eta simetriaz, f/(0,0)=0

¢) D={(x,y) eR*/1-X* —y* >0} U{(0,0)} ={(x,y) e R*/ x* + y* <1} L{(0,0)}
Beraz (3,3)¢g D = fezin da diferentziagarria izan puntu horretan.
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. 1 .
X+ LA+ %+ y?)-sin Baldin (x,y) = (0,0
15.- f(xy)= ( y) (xz + sz (x.y)=(0.0) funtzioa
0 Baldin (x,y)=(0,0)

emanik:

a) Estudiatu f funtzioaren jarraitutasuna (0,0) puntuan.

b) Kalkulatu f funtzioaren deribatu partzialak (0,0) puntuan.

¢) Estudiatu f funtzioaren direntziagarritasuna (0,0) puntuan.

a) lim f(x,y)=0+0-mugatua=0= f(0,0) < fjarraitua (0,0) puntuan

(x,¥)—(0,0)

(1 (1
h+L(@1+ hz)-sm(z) hz-sm(z)
b) 1,(0,0)=lim f(h’o); 0.0 _jin, h ~1+|imTh:

h—0 h h—0

=1+limh -sin(izj =1+0-mugatua =1+0=1
h—0 h

. (1 . (1
L(1+k?) -sm(zj k2 ’S'n(zj
1/0,0)=lim L =LOD i ) jim—\K

h—0 k h—0
=0-mugatua =0

c) f diferentziagarria da (0,0) puntuan <
| f(h k)= 1(0,00-h-£,(0,0)—k- ,(0,0)|
< lim =0
(hk)—>(0,0) [h? + K2

Kasu honetan:

] 1
h+L@+h?+k?)-sin —h
( ) (h2+k2)

(1
polarretan L(1+’0 )'Sm(pzj

lim = |im ~
(h,k)—(0,0) \/h2+k2 0" 0
, . (1
0 'sm(zj 1
~lim——— / _im p~sin(—2]:0-mugatua=0 Ve
p—0° Yo p—0* Y2

Beraz, f diferentziagarria da (0,0) puntuan.
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y+cos( ny ZJ Y(x,y)#(0,0)
X“+y

1 (x,¥)=(0,0)
a) Estudiatu bere jarraitutasuna (0,0) puntuan.
b) Kalkulatu f/(0,0) eta f/(0,0).

¢) Estudiatu bere diferentziagarritasuna (0,0) puntuan.

16.- f(x,y)= funtzioa emanik:

a) Jarraitutasuna (0,0) puntuan:

. : X . X
lim f(x,y)= lim |y+cos|—; y = [|=0+ lim cos| — y = |=
(x,y)—(0,0) (x,y)—(0,0) X" +y (x,y)—(0,0) X“+y

(polarretan) p2 cos@-sind
= lim cos 2
p—0° P

Beraz, f ez da jarraitua (0,0) puntuan.

j:cos(cose-sin 0)=1= £(0,0)

cos 0 -1
f(h0)-f©O.0 . (hZ) L 1-1_
h

h—0 h h—0 h

b) 1,(0,0) =lim

0
K +C°S(k2J_1  k+1-1

=lim =lim -1
k—0 k k—0 k

£,0.0)=lim £(0, k); £(0,0)

c) f jarraitua ez denez (0,0) puntuan, orduan ezin da diferentziagarria izan (0,0) puntuan.

X +y?

V(x,y) = (0,0) funtzioa emanik:
1 (xy)=(0,0)

a) Estudiatu bere jarraitutasuna (0,0) puntuan

b) Kalkulatu f/(0,0) eta f (0,0)

c) Estudiatu bere diferentziagarritasuna (0,0) puntuan
d) Estudiatu bere deribagarritasuna (0,0) puntuan

17.- f(x,y)=4¢

a) Jarraitutasuna (0,0) puntuan:

3 _ 4 en3 g
X y2 (polarretan) —p_cos gsing

. . 2 . 2 . 2003 g
lim f(x,y)= lim e = lime * = lime " ® %% =% =1 = {(0,0)
(x9)>(00) (x.Y)>(0.0) pas o0t
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Beraz, f jarraitua da (0,0) puntuan.

f(h,0)-f(0,00 . e"-1 . 1-1

b) £/(0,0) = lim —lim —lim=—==0
h—0 h h—0 h h—0 h
_ @ _

fy’(0,0):Iimf(o’k) 100 _jim& =1 _jimi=t_y
k—0 k k—0 k k—0 k

c) f diferentziagarria da (0,0) puntuan <
f(h,k)—f(0,0)—h-fx’(0,0)—k-fy’(0,0)| 0

lim
(h,k)—(0,0) /h2 +Kk2
—p*cos®Osing
P

e P

~h%

2 12
eh +h _1
(polarretan)

= lim

lim —
(hk)=>(0.0) \ [h2 4+ k2 p—0° yo, p—0°

‘L(e—pz cos® H-Sine)
~ lim = lim

p—0* P p—0" Yo p—>0"

<~

|-p° cos®6-sin 6|

Beraz, f diferentziagarria da (0,0) puntuan.

=lim p

_1‘ ‘e—pz cos® 6-sin@ _1‘
=lim—~

o,

|cos3 6-sin 9| -0 V@

d) f diferentziagarria da (0,0) puntuan = f deribagarria da (0,0) puntuan

Xy
X2 +y?

v(x,y)#(0,0) funtzioa emanik:

1 (x,¥)=(0,0)
d) Estudiatu bere jarraitutasuna (0,0) puntuan.
e) Kalkulatu £/(0,0) eta f (0,0).

18.- f(x,y)=1®

f) Estudiatu bere diferentziagarritasuna (0,0) puntuan.
g) Aztertu f/ eta f deribatuen jarraitutasuna (0,0) puntuan.

a) Jarraitutasuna (0,0) puntuan:

Xy p?cosf-sind

(polarretan)

lim f(x,y)= lim e = lime # =™’ x1=(0,0)

(x,y)—(0.,0) (x,¥)—>(0,0) p—0*

Beraz, f ez da jarraitua (0,0) puntuan.
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0

f(h,0)-f(0,00 . e"-1 . 1-1
h _Ih'ﬂg h —L'L‘J h =0

b) 1,(0,0) =lim

f(Ok)-f(0,0) . e-1 . 1-1
k _Iklgg k _m k =0

f,(0,0) = lim

c) f jarraitua ez denez (0,0) puntuan, orduan ezin da diferentziagarria izan (0,0) puntuan.

d) f diferentziagarria ez denez (0,0) puntuan, orduan deribatu partzialak ezin dira
jarraituak izan (0,0) puntuan.

Xy
V(X, 0,0 ) _
j (x.y)# (0.0 funtzioa emanik:

LI 1+———
19.- f(x,y)= X“+y

0 (x,¥)=(0,0)
h) Estudiatu bere jarraitutasuna (0,0) puntuan.
i) Kalkulatu f/(0,0) eta f/(0,0).

j) Estudiatu bere diferentziagarritasuna (0,0) puntuan.
K) Aztertu f, eta f deribatuen jarraitutasuna (0,0) puntuan.

a) Jarraitutasuna (0,0) puntuan:
(polarretan) 2 o
lim f(x,y)= lim L(1+ Xy j = lim L[1+MJ=

(x,y)—(0.0) (x,y)—(0,0) 2 4 y? s 2

Xt +y p

= lim L(1+cos@-sin@)=0= f(0,0)

p—0"
Beraz, f ez da jarraitua (0,0) puntuan.

L(1+0j
— 2
b) £/(0,0)= limMO=FOQ o L hJ ;04
h—0 h h—0 h h—0 h
0
L(1+2J
fy(0,0)=lim MOK-T00 _, K _im2-0
k—0 k k—0 k—0 k

c) f jarraitua ez denez (0,0) puntuan, orduan ezin da diferentziagarria izan (0,0) puntuan.
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d) f diferentziagarria ez denez (0,0) puntuan, orduan deribatu partzialak ezin dira
jarraituak izan (0,0) puntuan.

X“(y +1)
20.- 1zan bedi f(x,y)=1 x*+Vy?
0 Baldin (x,y) =(0,0)
a) Estudiatu bere diferentziagarritasuna (0,0) puntuan.
b) Kalkulatu fy’; (0,0).

Baldin (x,y) # (0,0)

a) Jarraitasuna aztertuz:

2 2 2 H
X 2(y+3) = lim 2 %% 6?(/2)sm¢9+1) = lim cos* @(psinf +1) = p(0) =
(xy)=(0.0) X° +Yy p—0" Yo, p—0*
o XN(y+)) _— . . . .
=4A lim >-=1 ez da jarraitua (0,0) puntuan =f ezin da diferentziagarria

()00 X +y
izan (0,0) puntuan.
Edo deribatu partzialak kalkulatzen baditugu:

h2
—--0
f.(0,0) =lim FO0+0.0)=10.9 _;imh® " _jimL = 4o = Deribatu partzial finitua
h—0 h h>0 h h—0 h
existitzen ez denez, f ezin da diferentziagarria izan (0,0) puntuan.
f,(0,0+k)~ f,(0,0)
k
Beraz, hasteko, f-ren y-rekiko lehenengo deribatu partziala kalkulatu behar dugu:

, X —x2y? —2x°
V(X y)#(0,0 ) f/(xy)= y —eXy

b) .(0,0) = lim

(x*+y?)°
9
£1(0,0) = lim 20K =100 _ i, k2~ _
k—0 k k—0 k

X' —x’y? —2x%y

Baldin (x,y) = (0,0)

Hau da, f,(x,y)= (x* +y%)?
0 Baldin (x,y) =(0,0)
Eta orain eskatzen digutena:
0 0
f/(0,0+k)—f/(0,0) . 4~
0070100kt g

(0,0) =lim

k>0  k
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K2y

x2+y?

21.- f(x,y)=1X+e V(x,¥) #(0,0) funtzioa emanik,
1 (x,¥)=(0,0)
f) Aztertu bere jarraitutasuna (0,0) puntuan.
g) Kalkulatu bere deribatu partzialak (0,0) puntuan.

h) Aztertu bere diferentziagarritasuna (0,0) puntuan.
1) Aztertu bere deribagarritasuna (0,0) puntuan eta kalkulatu puntu horretan

bere deribatu direkzionala U = (1,1) bektorearen norabidean.

2.y? x2y® p°-cos?O:sin 0
- . 2 2 - 2 2 - 2
a) lim f(x,y)= lim |x+e*™ |=0+ Ilim e*™ = lim e 7 =
(x,y)—>(0,0) (xy)=(0,0) (x,y)—(0,0) p—>0"
VGE[O,Z/Z)

= lim e %sI"? g% —1= (0,0) <« fjarraitua da (0,0) puntuan.
p—0"
VGE[O,Zﬂ')

0

_ W
b) £/(0,0) = lim (MO =T0.0) _p hret -1, h_,
h—0 h h—0 h h—>0h
_ .
£(0,0)= lim "QK =100 _ " A _ ;0
hk—0 h k-0 k k-0 k

c) Baldintza beharrezkoa eta nahikoa aplikatuz:
i |f(h,k)— f(0,0)~h- /(0,0 k- 1,(0,0)|
(h,k)IE?O,O) \/hz k2 -

h?.k3
h+eh+* —1—h

h?.k3
2 2
eh +k _1

™ ep3~cos2 #-sin®6 _1‘
= lim = lim Y—= lim ———— ~
(h,k)—(0,0) 2, 2 (h)>0,0) [h2 | L2 o
Jh? +k VhZak? o poo P

- plcos’Ofsin’g] U _ o
~ lim = lim p°-cos 9-|sm 6|:0 < f diferentziagarria da (0,0) puntuan
Vﬁpe[_())?Z/z) P Vﬁpeﬁ)?bz)

d) f diferentziagarria da (0,0) puntuan = f deribagarria da (0,0) puntuan eta
df

= £,(0,0)-h + £(0,0)-h, Vi =(h,h,) unitario
(0.0)

~ L df
Kasu honetan, [i]=v2 = U= unitarioa da eta —| =——

(%%j ddlge V2
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(y=x)
LA+ xy) =5 V(X Y)#(0,0)/xy>-1
22-1zanbedi F(xy) =10V Gnparyry TN # 0.0y >

0 (x,¥)=(0,0)
a) Estudiatu bere jarraitasuna (0,0) puntuan.
b) Kalkulatu f/(0,0) eta f(0,0).
c) Estudiatu bere diferentziagarritasuna (0,0) puntuan.
d) Estudiatu lehenengo deribatu partzialen jarraitasuna (0,0) puntuan.

a) f jarraitua da (0,0) puntuan <:>( I)irr(10 . f(x,y)=1(0,00=0
X,y)—=>,

: : (y-x) ©®
lim f(x,y)= Ilim LQA+Xy) —"—F—"5-=
(x,¥)-(0,0) (x,¥)-(0,0) sin(x“ +y*)
= lim L(1+ p° cosesine)-p(sm_e_fose) ~ lim p? cosesine-p(smezcose) =
p—0° sin(p?) p—0° yo,
= Iirgpcosesin¢9~(sin¢9—cose)=O V6 e0,27)
p—>

Beraz, f jarraitua da (0,0) puntuan.

—h
L(l)'ﬁ
b) £/(0,0)=lim f(h0)-7(0,0) _ i, sin(h®) |imiz(l)=lim%=0
h—0 h h—0 h h—0 h h—-0 h
k
L(l)'ﬁ
£/(0,0) = lim f0.k)-7(0,0) _ . sin(k?) ~"mi;[):"m%_o
k=0 k k—0 k k-0 k k-0 K

c) f diferentziagarria da (0,0) puntuan <
_|f(hk)=£(0,00~h-1/(0,0)—k- f(0,0) .

& (h,kl)l—r>r(]o,0) \/m (B.B.N.)
~ (k=h)

i [£(h.k)— £(0.0)—h- £(0,0)~k- £,(0,0) ; L(-+hi) sin(h? +k?)|®
(h,k)ILT(]O,O) \/h2+k2 =(h,k)|LTgo,0) \/h2+k2 -
L1+ p? cos@sin@)-p(sm_e_gose) o’ cosasina-p(smezcose)

— lim sin(p°) ~ lim P _
p—0* Yo, p—0* Yo,

=cos@sing-(sin@—-cosf) =0 VO e[0,27)
Beraz, f ez da diferentziagarria (0,0) puntuan.

d) f diferentziagarria ez denez (0,0) puntuan = f/etaf  ezin dira jarraituak izan (0,0)
puntuan (hauetako bat jarraitua balitz, orduan f diferentziagarria litzateke (B.N.)).

(1) Polarretan adieraziz.
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arct X +y”
23 F(xy) =1 9| X y?
a Baldin (x,y) =(0,0)

a) Determinatu a parametroaren balioa f jarraitua izan dadin (0,0) puntuan.
b) Kalkulatu a parametroaren balio horretarako f,(0,0) eta f/(0,0).

c) Estudiatu ea f diferentziagarria den (0,0) puntuan, eta baiezko kasuan,
kalkulatu diferentziala puntu horretan.

j Baldin (¢ Y)#(0.9) £ ntzioa emanik

a) f jarraitua da (0,0) puntuan @( I)inz0 . f(x,y)=f(0,0)=a
X,y)—(0,

4 4 4 4 . 4
lim f(x,y)= lim amtg[x2+y2J: lim arctg[p (cos 92+sm H)J:

(x,y)>(0.0) (x,y)>(0.0) X2ty? )| oo 0
= lim arctg( p°(cos* 0 +sin*0)) =0 V6= f jarraitua da (0,0) puntuan < a=0
p—0*

b) a=0 baliorako:

4
arctg(} 2
_ h? arctg( h 2
fx’(O,O)zlimf(h’O) f(O’O)zlim =lim ( )~Iimh—=0

h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h

f;(0,0)=0 simetriaz.

¢) Va=0 fezdajarraitua beraz ezin da diferentziagarria izan.
Baldin a=0, B.B.N. erabiliko dugu:

. | (h.k) = £(0,0)~ - £,(0,0)~k- ,(0,0) . ‘arctg(pz (cos49+sin49))‘
Im = 1im
(h,k)—>(0,0) \/hz + K2 0" P

~ lim p?(cos* 0 +sin 6)
p—0" Y%
diferentziala:

=0 VO« f diferentziagarria da (0,0) puntuan. Eta bere

df (0,0 = f,(0,0)-dx + £,(0,0)-dy =0
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sinx-siny .
————— Baldin (x,y) # (0,0 . .
24.- f(x,y)=1arcsin(x?+ y?) (e y)=( )funt2|0aeman|k:

0 Baldin (x,y) =(0,0)
a) estudiatu bere jarraitasuna (0,0) puntuan
b) kalkulatu bere lehenengo deribatu partzialak (0,0) puntuan
c) estudiatu bere diferentziagarritasuna (0,0) puntuan
d) estudiatu lehenengo deribatu partzialen jarraitasuna (0,0) puntuan

a) f jarraitua da (0,0) puntuan @( I)in?0 . f(x,y) = f(0,0)
X,y)—(0,

£(0,0)=0
lim  f(xy)= lim sinx-siny 0 _ lim sin(p-cos@)-sin(p-sind)
-0 T x>0 arcsin(x? +y?) 0 po0° arcsin(p?)
~ lim p-cose-zp-smez lim cos@-sind=p@) =2 lim f(xy)
p0° D p0° (x,¥)>(0,0)

Beraz, f ez da jarraitua (0,0) puntuan.
0 — —
H 2
_lim arcsin(h?)
h—0 h

b) £,(0,0)=lim f(h,O); f(0,0)

=0
Simetriaz, f;(0,0)=0

c) f jarraitua ez denez (0,0) puntuan, ezin da diferentziagarria izan puntu horretan.

d) f ez da diferentziagarria (0,0) puntuan, hortaz puntu horretako lehenengo deribatu
partzialak ezin dira jarraituak izan (hrietako bat jarraitua balitz (0,0) puntuan, orduan f
diferentziagarria litzateke).
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X" .
———— Baldin (x,y) # (0,0
25.- 1zan bedi f(x,y)=1/x* +y? )= ), neN, funtzioa.

0 Baldin (x,y) = (0,0)

b) Estudiatu f —ren jarraitasuna (0,0) puntuan.

¢) Kalkulatu f;(0,0) eta f,(0,0).

d) Estudiatu f -ren diferentziagarritasuna (0,0) puntuan.

a) f jarraitua da (0,0) puntuan < lim f(x,y)=f(0,0)eR

(x,y)—(0,0)
".cos" @

. .p
lim f(x,y)=lim+&ft——
(x,¥)—(0,0) ( y) p—0* Y2,

= lim p"*.cos" @ = x¥)->(0,0)

p—0"

{cose, baldinnzlzﬂ( lim f(xy)

0=1f(0,0), Vn>2
Beraz f jarraitua da (0,0) puntuan <n>2

o o0, N =1 bada
h" lim h_2= 1, n=2 bada
h—0*
_ 2 n 0,vnh>3
b) £/(0,0) = lim (MO =100 _ i Jh* o N
h-0 h >0 h  hohlhl ~ [~0,n=1bada
Iim——Z: -1, n=2 bada
h—-0" h
0,vn=>3
Hau da, baldin n=1,2 = 3f/(0,0) eta vn>3= /(0,0)=0
0
— 2
£0,0) = lim 1@ =TO0 _ i VK _g ey
k—0 k k>0 kK

c) Baldin n=1, f ez da jarraitua (0,0) puntuan (eta 32f/(0,0)), beraz ezin da
diferentziagarria izan.
Baldin n=2, 3f/(0,0), beraz ezin da diferentziagarria izan.

vn >3 diferentziagarria izateko B.B.N. aplikatuko diogu:

hn
! |£(h k)~ £(0,0)~h- £,(0,0) k- ,(0,0)| NS
m = m =
(h,k)—>(0,0) \/h2+k2 (h,k)—(0,0) \/h2+k2

n n n
= dim " —iim 2% g yge[o,24]
(h->00) h? +k?  p0'  p? 023

Orduan vn >3 f diferentziagarria da (0,0) puntuan.



