Teoremas sobre compacidad en el espacio proyectivo
Revista del Centro de Estudios Cientificos de San Sebastidn, 1935

1. Sea P, un tridngulo proyectivo y e una recta de exclusién del mismo. De-
terminemos el polo A de e respecto de P,. Las rectas determinadas por A con
cada uno de los vértices de P, dividen a éste en seis tridngulos: P;; P,; P3; Py; Ps;
P, a cuyo conjunto designaremos por n(}). Respecto de cada uno de estos tridn-
gulos, hallemos el polo de e y obtendremos, seis puntos A; Ay Ay Ay As; A,
cuyo conjunto llamaremos Al. Repitiendo la operacion respecto de cada uno de
los triangulos formados se obtiene un nuevo conjunto de triangulos n(?), cons-
tituido por treinta y seis triangulos P;; P;, P15 ...... P v otro A2 de puntos,
formado asimismo por 36 puntos A;; A, Ajs.... Ag Ag Agz Ags Ags Age-

2. Este procedimiento se extiende sin dificultad a los poliedros elementa-
les de cualquier numero de dimensiones, previa generalizacion del concepto de
polo respecto de un poliedro. A este efecto:

Sea P, un poliedro elemental de n dimensiones y E_; un hiperplano cual-
quiera. Este corta a las n+1 caras de P en otros tantos E_,. Si se determina el
polo de cada uno de éstos, respecto de la correspondiente cara de P y se une
cada polo con el vértice opuesto a la cara a que pertenece, las rectas obtenidas
concurren en un punto llamado polo de E, _, respecto de P,. Bastard probar, en
efecto, que dos cualesquiera de estas rectas son coplanarias. Sean A y B dos vér-
tices de P, y A" y B los polos contenidos en sus caras opuestas a,_, yb,_;. La
recta AB determina con el punto A’ un E que corta al E, _,, determinado por
los restantes vértices de P, (distinto del A y del B), precisamente en el mismo
punto en que corta a dicho E,_,, el plano ABB'. Las rectas BB’ y AA’ concurren
pues, y esto basta para afirmar la concurrencia de todas las demas.

3. Sea P, un poliedro elemental de n dimensiones y E,_, un hiperplano de
exclusion del mismo. Determinemos el polo A de E__; respecto de P. Los hiper-
planos definidos por A, con cada una de las aristas de P, dividen a P en n+1! po-
liedros elementales, Pj; P, .. ... P, cuyo conjunto designaremos por m(1).
Respecto de cada uno de éstos, hallemos el polo de E,_;: obtendremos n+1!
puntos A} A,.... A, conjunto que designaremos por A1), Si repetimos estas
mismas operaciones, se obtiene un nuevo conjunto n? constituido por (n+1!)2



La sucesion = n); 1@; 1. ... la llamaremos «red de poliedros elemen-
tales en P»; cada uno de los conjuntos de poliedros ), @), nG). ... etcétera,
«mosaico elemental en P»; la sucesion § = AW, A@, AG). .. «red elemental de
puntos en P» y, en fin, cada uno de los conjuntos A, A®@), AG) que la forman,
«red parcial de puntos 6».

4. Si determinamos los diversos E, _, de intersecciéon de E,_; considerado al
comienzo, con cada uno de los hiperplanos en que se hallan contenidas las ca-
ras de P, los polos de los tales E, _, respecto de cada una de estas caras, son n+1
puntos, los cuales a su vez, unidos de n en n, definen otros tantos E', ;. Cada
cara C() de P, es cortada por todos los E’, |, excepto uno, al que llamaremos
hiperplano de exclusion de Cy, y lo designaremos por E'®__,. Los hiperplanos
continentes de las caras de P, determinan n+1 poliedros elementales, cada uno
de los cuales P(® ; tiene una cara Ch) comun con el P. En resumen, disponemos
de un conjunto de h+1 poliedros elementales, que «llenan» el espacio proyecti-
vo, y un sistema de h+1 planos de exclusidn, respectivamente relacionado con
cada uno de aquellos poliedros.

Pueden, pues, determinarse n+2 redes de poliedros elementales y otras tan-
tas redes elementales de puntos con sus correspondientes mosaicos y redes par-
ciales. Designaremos por £X) el conjunto de los n+2 mosaicos n(K), conjunto
que se hallara constituido, naturalmente, por (n+2) (n+1!)X poliedros elemen-
tales. Asimismo designaremos por )(K) al conjunto de los puntos pertenecien-
tes a las h+1 redes parciales, constituidas por (n+2) (n+1)X puntos.

La sucesion
e=XW; 3@;X0). ...
sera una «red de poliedros elementales en el espacio E ».
Yla
¢=Q50%503%.....
una «red elemental de puntos en el espacio E_».

5. El teorema de la continuidad en el espacio proyectivo B, puede enunciar-
se diciendo que cualquier sucesioén



de poliedros elementales de una red, tiene un punto y sélo uno de intersecciéon
(Durchsnitt).

Dados dos puntos M y N pertenecientes a un poliedro elemental ¢, puede
determinarse un valor v tal, que para n>v, los puntos M y N pertenecen a distin-
tos poliedros elementales de los mosaicos 1 de una red definida en P.

Supuesto un poliedro elemental P, y un punto del mismo M, si se define en
P una red de poliedros, a las fronteras de los cuales no pertenezca M, existe una
sucesion y s6lo una de numeros

ijhklr....
tal, que M esté en todos los poliedros

Ai Aij Aijh Aijhk etc
de la expresada red.

Dado un poliedro elemental P, en el que se halla definida una red, y otro
poliedro elemental P contenido en P, existe en la citada red un poliedro Ay .
contenido en P.

6. Todo conjunto de infinitos puntos de un espacio proyectivo B, tiene al
menos un punto de acumulacion (Teorema de Bolzano generalizado).

Consideremos unared de poliedros elementalesen E , t)t@ n®).... m(m) ..
En algunos de los poliedros que forman n(}) habra infinitos puntos del conjun-
to considerado; por ejemplo en el P;. En algunos de los P;, (x =1, 2,3.... n!)
que forman parte de 72 habré uno, al menos, P;; que contenga infinitos puntos
de conjunto, etc. Queda asi definida una sucesion P; P;; etc., . ... cuyo punto co-
mun es de acumulacién del conjunto.

7. Una sucesion infinita a; a, as. ... de conjuntos completos no vacios y ta-
les, que a;,,<q, tiene al menos, un punto de interseccion. (Teorema de Cantor
generalizado).

En efecto, elijamos un punto B, en a;; otro B, en a,; y en general, un B en
&, - - Queda asi definida una sucesion, que tendra un punto de acumulacion.
Dicha sucesion esta contenida en cualquier o a partir de uno de sus elementos v
(funcién de i). Luego su punto de acumulacién es comun a todos los a,,,.

8. Sea M un conjunto completo de E, a cada uno de cuyos puntos le hace-
mos corresponder un poliedro elemental incompleto que lo contenga. El con-
junto M estd siempre contenido en un nimero finito de tales poliedros corres-
pondientes. (Teorema de Heine-Borel-Lebesgue, generalizado).



Supongamos falso el teorema y definamos una red de poliedros elementales
y completos en el espacio E,,. E() habrd, al menos un poliedro P;;, que satisfaga
a la misma condicidn. Asi sucesivamente queda definido un punto A comun a
la sucesion P; Py Py etc... Dicho punto A pertenece a M y se comprende, por
tanto, un poliedro elemental incompleto P que lo contiene. Pero en la expresa-
da sucesion hay un Py . a partir del cual todos los restantes poliedros estin
contenidos en P, y por tanto, en el interior de los mismos se cumple el enuncia-

do contra lo supuesto.



