UNA INTRODUCCION A LA INTERPOLACION POLINOMIAL

F. VADILLO

ResuMEN. Uno de los problemas clasicos del Andlisis Matemético es el de
construir polinomios que aproximen a una funcién f(z) en el entorno de un
punto xg o bien coincida con los valores de la funcién f en unos nodos deter-
minados zo,...,zxy. En estas notas se explican las interpolaciéon de Taylor y
Lagrange con sus correspondiente andlisis de errores. Después de comprobar
las dificultades para aproximar fundamentalmente en los extremos de los in-
tervalos, se explica la interpolacién a trozos con especial interés en los splines
ctbicos. Finalmente se comenta brevemente los problemas méas relevantes no
estudiados con referencias bibliograficas.
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2 F. VADILLO

1. INTERPOLACION DE TAYLOR

En el problema de interpolacién de Taylor (1685-1731) se supone conocidas las
N primera derivadas de la funcién f(z) en un punto zg y se trata de encontrar un
polinomio p(z) de grado menor o igual que N tal que

(1.1) p(zo) = f(0), 9 (x0) = f'(20),. ... M () = f™) ().

Cualquier texto elemental de Anélisis Mateméatico demuestra que el problema de
interpolacion de Taylor tiene una tnica solucién que se denomina N-ésimo polinomio
de Taylor de la funcion f(z) en el punto xo que se escribe de la forma

2
px@) = Jao)+ o) —z0) + (o) T 4
(12) e PO () BT
con la expresion de Lagrange (1736-1813) para el error
_ )N+
(1.9 fa) = o) = £

donde ¢ es un punto comprendido estrictamente entre xz y xy Vea por ejemplo los
clasicos [11] 6 [15].

La pregunta que ahora se puede plantear es si aumentando N podemos acercar
el valor de py(x) tanto como queramos al valor de la funcién f(x), es decir, si es
cierto o no que

> (2 — zp)"
(1.4) fl@) = Jim py(e) = Tm > (o) .
=0

|
Si la funcion tiene derivadas de todos los ordenes en el punto g, evidentemente
se puede construir su serie de Taylor
& n
r—x
n ( 0)
(1.5) S5 (ag) L
mn.
n=0
otra cuestién es si esta serie convergente o divergente para un valor de z, y en caso
de convergencia si la suma es el valor de la funcién en dicho punto. Por ejemplo,
las derivadas de la funcion
1

(1.6 (o) = {‘;Xp(‘ﬂ) te

en rg = 0 son todas cero por lo que la serie suma cero en todos los punto = que
evidentemente no coincide con su valor exp(—1/z2).

En Matemaética Aplicada es muy frecuente utilizar polinomios y series de Taylor
de una funcion dada, si bien, en lugar de calcular las derivada se utilizan desarrollos
conocidos de otras funciones. La tabla siguiente da algunos ejemplos de polinomios
de Taylor en xy = 0 de las funciones que se indican con los correspondientes inter-
valos de convergencia para su serie de potencias.
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f(z) P () intervalo

(1+2)71 l—x+4+- 4+ (=)™ (-1,1)

In(l+x) |2 — %+ + (=1)"H1Z | (=1,1)

e’ l+o4- 4% (—00,0)
sin x x—“é—?—i—?— (—00,0)
cosw 1—%—}—%—... (—00,0)

Por otra parte, el manipulador simbélico de MATLAB tiene un comando llamado
taylortool que abre una ventana grafica como la de la figura[l] donde ademas de cal-
cular el polinomio de Taylor lo compara graficamente con la funciéon en el intervalo
que decida el usuario.

Taylor Series Approximation

N=7 * a=p 2%pi| <X < 2*pi

Help Reset Close

FiGURrA 1. Desarrollo de Taylor de x cos z.

2. INTERPOLACION DE LAGRANGE

En el problema de interpolacién de Lagrange se dan N + 1 puntos zg,..., TN
distintos dos a dos y los correspondientes valores f(xg),..., f(xy) de una funcién.
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El problema de interpolacion de Lagrange construye el polinomio p(z) de grado
< N tal que

(2.1) p(zo) = f(zo), p(x1) = f(z1), ..., plan) = flzn),
donde los puntos z; son denominados nodos de la interpolacion.
Teorema 2.1. El problema de interpolacion de Lagrange tiene solucion unica.

Demostracion. Escribiendo py(z) = ag+a1z+-- -+anz? entonces los coeficientes
son la solucién del sistema lineal

ao+a1l‘o+"'+aN$(I)v = f(x())a
ao+a1l‘1+"'+aN$iv = f(fl)a
ap+arzy + - +anzN = flan),

cuya matriz es de tipo Vandermonde(1735-1796) con nodos diferentes y por tanto
no singular. O

2.1. La forma de Lagrange. Aunque el teorema anterior puede construir el
polinomio de interpolacién de Lagrange es laborioso y por tanto conveniente hacerlo
de otra manera. La expresiéon mas compacta es la forma de Lagrange.

Para cada i = 0,--- , N se define el polinomio de Lagrange de la forma
H;‘V:O j;éi(x - zj)
(2.2) li(z) = =

Hj:o,j;ﬂ(ffi — ;)
tales que [;(x;) = ¢;; la delta de Kronecker (1823-1891), de donde se deduce que el
polinomio de interpolacién es

N

(2.3) pn(x) =Y fla:)li(x),

=0

llamada forma de Lagrange del polinomio interpolador.

2.2. La forma de Newton: diferencias divididas. Otra forma de construir el
polinomio de interpolacion es debida a Sir Isaac Newton (1643-1727) cuya principal
idea es construir la solucién en pasos sucesivos, primero se construye pg de grado
< 0 que coincide con el valor f(zg), luego p1(z) de grado < 1 que interpola en xg
y x1 por lo que

pi(z) =po+aq(z), talque qi(zo) =0,
por lo que q1(z) = ¢1(x — ) con ¢ calculado en la igualdad f(xg) 4+ c1(z1 —x0) =

f(z1).

Después
p2(z) = p1(z) + q2(z), tal que ga2(z0) = ga(71) =0,

por lo que ga(z) = co(x — xo)(x — x1)...
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En definitiva,

co
c(x —xo)

co(x — x0)(x — 1)

pn(T)

- -

+ env(@—z0)(w—21) -+ (T —TN_1),

donde los coeficientes ¢; son las diferencias divididas de la funcién con la notacién

pn(z) = flzo]
+  flzo,z1] (xz — o)
+  flzo,x1,z2] (x — 20)(x — 1)

+ flzo,z1, - an] (@ —x0)(x—21) - (T — TN —1),

Es decir, que la diferencia dividida de orden n es el coeficiente de la potencia
n — sima del polinomio de interpolacién.

Esta claro entonces que la diferencia dividida de orden cero es el valor de la
funcion, es decir, f[x;] = f(x;) y las diferencias de orden N > 1 pueden calcularse
de las de orden N — 1 con el siguiente teorema

Teorema 2.2. Si xg,...,xn son N + 1 puntos distintos dos a dos, entonces
(2.4) flro,x1,--xN] = flay, o] = floo, ..xN_l].

N — X
Demostracion. Ver [16], pag. 49]. O

Utilizando este teorema se puede construir la siguiente tabla. Las dos primeras
columnas son las abscisas y los valores de la funcion, después cada elemento se
obtiene a partir de los que estdn a su oeste y noroeste.

xzo  flxo]

1 flo] flxo, z1]

xzy  flea]  flar, @] flzo, 21, 2]

-TN f[Q;’N] f[CL‘Nf‘l,xN] f[$N72a3‘7N71»$N} -+ flxo, - xN]

Finalmente, los elementos diagonales son los coeficiente del polinomio interpolador
en la forma de Newton.

3. EL ERROR DE INTERPOLACION

Construido el polinomio de interpolacién de una u otra manera, ;Qué diferencia
hay entre el valor del polinomio de interpolacién en un punto dado x y el verdadero
valor de la funciéon f(x)?
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Teorema 3.1. Suponiendo de f(x) tiene N > 1 derivadas continuas en un inter-
valo [a,b] que contiene a los nodos de interpolacion y ademds existe f(NT1)(x) en
el intervalo abierto (a,b). Entonces para cada x € [a,b] existe un punto & con

min{xg, - ,zy,z} < & < max{xzg,..., TN, T}
para el cual
N
f(N+1)
1 —P =
3.1) @) = Pte) = T 1:I
Demostracion. Ver [16], pag. 53]. O

Segtin este resultado, si se supone ademés que |f(NtD (z)| < Ky, q en (a,b), el
error de interpolacion esta acotado de la forma

RS
(32) o3, 11@) = Pe()l < 7y ;23sz Js = sl

Con este resultado, se puede abordar el problema de la convergencia, es decir,
estudiar si el error de interpolacion f(z) — py(z) puede hacerse arbitrariamente
pequeilo incrementando el nimero de nodos N. Mas concretamente, si f(z) es una
funcién definida en un intervalo [a, b]

(0)

1. Se elige un punto x;’ y se interpola con un polinomio constante py.

2. Se toman dos nodos xé ), x(l ) y se construye el polinomio lineal p; (x).

3. Se toman tres nodos xé ), mg ) (2) y se calcula el interpolador ps(x)

iSeré cierto que limy_,o0 pn(z) = f(2) 7.

La respuesta en general es negativa, es decir: aumentar el nimero de nodos y el
grado del polinomio de interpolacién no da siempre buenos resultados. El pro-
gram rungeinterp.m de [I3] implementa un famoso problema de interpolacién de
Runge(1856-1927). La figura [2| compara la funcion

1

(3.3) f(z) = 1+ 2522

y su polinomio de interpolacién de orden 7 donde se puede claramente apreciar los
grandes errores en los extremos del intervalo. Es decir: incrementar el grado de los
polinomios de interpolacion no es siempre aconsejable. Naturalmente el resultado
no es tan pesimista como el ejemplo de Runge, analizando la cota de error todo
dependera de como se comporten las derivadas de la funcién cuando incrementan
su orden.
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F1GURA 2. Fenémeno de Runge.
4. INTERPOLACION A TROZOS

Como resultado de la divergencia del polinomio de interpolacién, para conseguir
mejores aproximaciones polinomiales lo habitual es interpolar a trozos. La idea
basicamente consiste en tomar una particion del intervalo:

(4.1) Ata=zg<r1 <9< ...<TN=0b,

y después interpolar en cada uno de los trozos [z, zx4+1] paracadak =0,..., N—1.

El caso méas simple tomaria las lineas recta que unes los puntos de interpolacién
(zk, f(wx)) ¥ (Tt 1, f(Tr41)) de forma que para v, <2 < p41
(4.2) s(x) = flar) + (z — xk)w.

Tr+1 — Tk

Entonces s(x) seria el interpolador lineal a trozos de la funciéon f(x) para la particion
A, y por construccion la linea quebrada s(z) es continua en todo el intervalo, esto
se indica diciendo que s € M3 (A).

Para estimar el error de interpolacion se supone que f(x) tiene derivada segunda
en [a,b] acotada en valor absoluto por una constante K, y usando el teorema
se tiene que para ry < T < Tg41

1
(43) 17(@) = 5(2)| < glonss — o0)* Ko,
Llamando ahora hy = xp 1 — 2z ¥y h = maxy hy el didmetro de la particion, se tiene
1
(4.4) |f(z) —s(x)] < gthg, Yz € [a,b],

de donde se concluye que cuando h — 0, s(z) — f(x) con convergencia cuadratica,
es decir, cuando se reduce el diAmetro de la particién a la mitad, la cota de error
se divide por cuatro.
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Ademas de la interpolacion lineal a trozos se pueden considerar funciones cuadra-
ticas a trozos, es decir, funciones que en cada sub-intervalo [z, x;+1] son polinomios
de segundo grado. El resultado ¢(x) es una funcién cuadratica a trozos y continua
que se escribe ¢ € M3 (A).

Para determinar ¢(z) en cada sub-intervalo [zj,zk+1] ademés de imponer las
dos condiciones g(xx) = f(xr) v g(xg+1) = f(apy1) se necesita g coincide con f
en algin otro punto, por ejemplo el punto medio w, de esta forma se puede
también obtener una cota de error:

V3
(4.5) f(x) = q(2)] < Tmh3K3’ Vi € [a, ],
donde K3 es una cota para el valor absoluto de la tercera derivada en [a,b]. Ahora

la convergencia es cubica.
5. INTERPOLACION CUBICA A TROZOS: SPLINES CUBICOS
En los splines ctubicos se construyen polinomios de tercer grado en cada sub-

intervalo [z, £x11] con continuidad hasta la segunda derivada en el todo el intervalo,
es decir

(5.1) (x 1) = (ka) k=0,---,N—1,
$p (k1) = Sjpq(Trt1), k=0,---,N -2,
sk(ka) = sk+1(mk+1) k=0,---,N—2,

por lo que queda claro que no puede resolver en cada sub-intervalo independiente-
mente de los otros, es decir, que el spline es global y no local.
De esta forma, el spline cubico estara definido de la forma

v(z) = sk(x), zp<zx<z)41 k=0,--- ,N—1,
donde
se(x) = ap +bp(x —x1) + cp(z — )% + di(x — 23)3,
si(x) = by + 2cp(z — mp) + 3dp(x — 21)?,
sp(x) = 2¢p + 6d(x — xp),
es decir, se tienen 4N pardmetros.
De la dos primera condicién en es evidente que
ar = f(zx) k=0,---,N—1,
ap + b hi, + cx B +dy by = f(zr41), k=0,---,N—1.

con hy = w41 — o y reemplazando la primer en la segunda y dividiendo por hj la
N ecuaciones

(5.2) br + ¢ hi + dy, hi:f[xk,xk+1], k=0,---,N—1.
Por otra parte, las otras dos condiciones en (5.1) dan las 2(N — 1) ecuaciones

bk+20khk+3dkhi=bk+1 k=0,---,N—2,

(5-3) cr+ 3 dphy = e, k=0, .N—2,
que se pueden extender para k = N — 1 definiendo
1
by = V' (zn), onv==v"(zN).

2
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Despejando dj en la segunda ecuacién se tiene

Ck+1 — Ck
5.4 dy = ——— k=0,---,N—-1
( ) k 3hk. 9 b ) b

y entonces se despejan en (5.2) los

h
(5.5) by = f[xka$k+1]_?k(2 ek +cpy1), k=0, N—-1

En definitiva, si se calculan los ¢, se tiene todo el spline.porque las dos ecuaciones
anteriores calculan los by y dg.

Para calcular los coeficientes ¢; en la primera ecuacion de corremos los
indices de la forma

(5.6) b1 +2ck1hp1 +3dp1hi_ =by k=1,--- N1,
que utilizando (5.4) y (5.5) queda

hi—
flew—1, ] — %(2 Ch—1+ k) +2 cp_1hp—1 4+ hp—1(ck — cr_1)

h
= flor, 2psa] — %(2 Ck + Chy1),
que finalmente da el sistema de ecuaciones lineal
(5.7) ce—1hx—1 +2(hg + hx—1)cp + hrcry1r = 3(f[Tr, Tera1] — flrre—1, 1)),

para k = 1,--- N — 1. En definitiva, se tiene N — 1 ecuaciones para las incognita
co, -+ ,cny por lo que se precisan completar con alguna condicién extra. La més
habitual coloca son los splines naturales en los que

(5.8) so(zo) = sy_1(len)= 0 = c¢g=cy= 0.
Existen més tipo de tipo de splin por ejemplo
s Periodicos si(xo) = sy_q(zn), 84 (x0) = %_1(zn)-
» Pendiente fija en los extremos s{(xo) = 0, Sv_1(TN) = Yy
= Not-a-Knot s’ (z1) = s{"(x1), % _o(xn_1) = s _1(zn_1).
En cuanto al error se demuestra el siguiente teorema

Teorema 5.1. Si f € C*[a,b] entonces para todo x € [a,b] el spline cibico satisface
las siguientes cotas

5 .
(5.9) f(2) = s(@)] < 57 b 17 oo,
1 _
(5.10) F(@) = ' @) < 5 B2 1 oos
(5.11) 51() = (@) < 5 B2 115
Demostracion. Ver [8]. O

Las referencias mas completas para Splines son el clasico texto de C. de Boor [4]
y mas recientemente [17].
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6. INTERPOLACION CON MATLAB

El paquete MATLAB representa el polinomio
p(x) = pra” + pox”™ '+ - 4 pp + put,

en un vector [p(1),...,p(n + 1)] con sus coeficiente.
Las tres principales tareas con polinomio son tres:

Evaluacion: El comando polyval utiliza el algoritmo del Horner: y=polyval(p,z)
evalta en z el polinomio de coeficientes p.

Estimacién de sus raices: El comando roots estima las raices de un polino-
mio.

Adaptacion a datos o interpolacion: El program polyinterp.m de [I3] rea-
liza la interpolacién de Lagrange, mientras que el comando interpl realiza
interpolaciones a trozos. Mas concretamente Yi=interpl(X,Y,Xi, método)
devuelve el polinomio de interpolaciéon por X e Y evaluado en Xi y calculado
con el método

= linear

= spline

= nearest

= cubic
En la figura 3| se ha interpolado la funcién 1/(x + (1 — x)?) en diez punto
equidistantes, en verde la interpolacion de Lagrange, en negro la lineal a
trozos y en magenta el spline ctbico.

-20

F1GURA 3. Interpolacién de la funcion 1/(z + (1 — x)?) .

Otros polinomios:: El comando polyfit(x,y,grado) devuelve el polinomio
minimo cuadratico del grado que se indica.
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7. ALGUNOS PROBLEMAS DE INTERPOLACION NO ESTUDIADOS

7.1. Interpolacion de Hermite. En muchos problemas no sélo se conoce va-
lores de la funcién en los nodos, sino también valores de sus derivadas. En esta
situacién, el polinomio de interpolacién debe coincidir con los valores de la funcién,
sino también sus derivadas, son los que se conocen como problemas de interpolacién
de Hermite. Una sencilla introduccién a dicho problema se puede leer en [1, pag.
319] y algo més completa en [2, pag. 137], [10, pag. 105], [14, pag. 314] y [3| pag.
52].

7.2. Interpolacién trigonométrica y transformad discreta de Fourier.
Como el nombre indica, se trata de representar funciones por polinomios trigono-
meétrico que recorre todo el Analisis de Fourier [7, Cap. 6 y 7] y [1, Cap. 13], En
este tema, la bibliografia es amplisima. Desde el punto de la Matemaética Aplicada
y el Analisis Numérico una buena introduccion es [14, ppag. 435] y [19, pag. 150]
aunque la mas original est4 en [I3] Chap. §].

Sin duda, las aplicaciones més relevantes de esta técnica estén en la resoluciéon
numérica de Ecuaciones en Derivadas Parciales en los métodos espectrales [18].

7.3. Interpolaciéon de Chebyshev. Considerando la expresion para el
error de interpolacion y su cota , en general como no se conoce el valor del
punto £ ni cotas para las derivadas de la funcién f la mejor opcién para minimizar
los errores serd elegir los nodos que minimizan la funcién
N
max ls —x;],
=0

a<s<b -
J

lo que conduce a los nodos de Chebysev que en el intervalo [—1,1] son
2141 .
(71) mi:COS<mTI’>, ZZO,"',N.
Como se demuestra en [1, pag. 377], estos nodos de Chebyshev son las raices de

los polinomios del mismo nombre que resuelve el problema

N
(7.2) 8= min max |z — ;]

=0

zg,,xn  —1<z<1 A
J

con 8 =2"" por lo que ahora

Kyt
— < ——F—
_max [f(z) = Pr(2)] < NN + 1]

Considerando entonces la formula de Stirling: n! ~ v2mn (2)" se tiene que
1

max_|f(x) — Py ()] < — ‘

N
Kny1,
_1<z<1 N+1 [2(1\7 + 1)} 21(N + 1) Nt

que tiende a cero con velocidad exponencial, es decir, muy rapido.

En la figura [d] se puede apreciar la diferencia de errores al interpolar la funcion
tipo Runge ﬁ en 17 nodos primero equidistantes y luego de Chebyshev.

En realidad, este resultados tan espectacular se obtiene de una teoria del poten-
cial que se puede consultar en [I8, Cap. 5] y [5, Cap. 3]. Los nodos de Chebyshev
son las raices de los Polinomios de Chebyshev que se aplican en diversos temas del
Analisis Numérico. Una introduccion sencilla se puede encontrar en [9, pag. 316], [1,
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equispaced points
T T T

15 T T T T T T
1 |- —~
05 1
0r [ ] ¢ |
-0.51 max error = 5.9001 7
_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -0.8 -0.6 0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Chebyshev points
15 T T T T T T T T T T T
1F -
0.5 1
ok 4
-0.5F max error = 0.017523 7
_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
FIGURA 4. Interpolador de la funcién -5 en 17 nodos diferentes

Cap. 12], [19] pag. 124] y la mas completas [6, Chap. 3] y el monografico [12]. Como
resultado de sus multiples aplicaciones el paquete Chebfun que se puede consultar
en https://www.chebfun.org y el més reciente Chebops para simular problemas
diferenciales.


https://www.chebfun.org

12.
13.
14.
15.

16.
17.
18.
19.
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